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Σχήµα ΑΚΠ1α.1. Σ
προβλήµατος. Ουσιαστ
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Πρόβληµα ΑπειρόβαθοΚβαντικόΠηγάδι1α(ΑΚΠ1α) 
Θεωρούµε απειρόβαθο κβαντικό πηγάδι πάχους L, στο οποίο βρίσκεται εγκλωβισµένο
ηλεκτρόνιο στην θεµελιώδη κατάσταση Ε1. ∆ιπλασιάζουµε το πάχους του σωλήνα πολύ
απότοµα..Να βρεθεί η πιθανότητα να βρεθεί το σωµατίδιο στην θεµελιώδη κατάσταση
του νέου πηγαδιού. 
βαντικών πηγαδιών του 
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Η κυµατοσυνάρτηση που περιγράφει το αρχικό πηγάδι, οποιαδήποτε χρονική στιγµή είναι προφανώς 
1 /

1( , ) ( ) iE tx t x eψ −= Ψ =  (στάσιµη κατάσταση, καθώς 2
1( , ) ( )P x t dx x dx= Ψ  είναι ανεξάρτητη του 

χρόνου). 
Αφού η µετάβαση στο νέο πηγάδι µε το διπλάσιο πάχους γίνεται ‘στιγµιαία’, θεωρούµε ότι η αρχική 
κατάσταση του ηλεκτρονίου στο νέο σύστηµα περιγράφεται από την αντίστοιχη κυµατοσυνάρτηση του 
αρχικού πηγαδιού την στιγµή της αλλαγής. Για ευκολία και προφανώς χωρίς βλάβη της γενικότητας 
αυτή η χρονική στιγµή καθορίζεται η t=0. Έτσι 1 0 /

1 1( , 0) ( , 0) ( ) ( )iEx t x t x e xψ ψ −= = = = Ψ = Ψ=� . 
Όπως κάθε κυµατοσυνάρτηση, έτσι και αυτή του νέου απειρόβαθου πηγαδιού µπορεί να γραφεί ως 
γραµµικός συνδυασµός των ιδιοκαταστάσεων του νέου πηγαδιού την ίδια χρονική στιγµή (t=0) 
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Η πιθανότητα να βρίσκεται το ηλεκτρόνιο στην ιδιοκατάσταση n δίνεται από την σχέση 
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Χρησιµοποιώντας την τριγωνοµετρική ταυτότητα 2sin sin cos( ) cos( )a b a b a b⋅ = − − + . 
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Οι τρεις πρώτες ενεργειακές καταστάσεις συγκεντρώνουν το 98.995% της πιθανότητας. 
Γενικά παρατηρούµε ότι όταν το n  είναι άρτιος, τα ( 2) /n 2+ και ( 2) /n 2−  είναι ακέραιοι αριθµοί και 
προφανώς τα αντίστοιχα ηµίτονα στην έκφραση για το  µηδενίζονται. Μοναδική εξαίρεση η 
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Τελικά οι πιθανότητες µπορούν να γραφούν ως 
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Η µέση ενέργεια του συστήµατος παραµένει σταθερή και ίση µε την αρχική, καθώς το σύστηµα που 
µελετάµε είναι αποµονωµένο. Χρησιµοποιώντας το πληροφορία αυτή µπορούµε να βρούµε άλλη µία 
µαθηµατική ταυτότητα. Έχουµε 2 2
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Αντιθέτως, αν η µεταβολή γίνει αδιαβατικά, δηλαδή πάρα πολύ αργά το σύστηµα
που θα προκύπτει σε κάθε µεταβολή θα αντιστοιχεί στην θεµελιώδη κατάσταση
του καινούργιου πηγαδιού. Έτσι τελικά η αρχική κατάσταση του νέου πηγαδιού
θα είναι η θεµελιώδης κατάσταση του νέου πηγαδιού. Προφανώς καθώς το πάχος
του πηγαδιού µεγαλώνει και η θεµελιώδης ενέργειά του µικραίνει έχουµε σε
κάθε βήµα της αδιαβατικής αυτής µεταβολής απώλεια ενέργειας (δεν έχουµε
δηλαδή κλειστό σύστηµα). Από την αρχή της αβεβαιότητας αναµένουµε ο
χαρακτηριστικός χρόνος µετάβασης σε κάθε βήµα της αδιαβατικής µεταβολής, να
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Ας συζητήσουµε τα αποτελέσµατά µας που βρήκαµε µε την βοήθεια γραφικών αναπαραστάσεων των 
ιδιοκαταστάσεων του υπό µελέτη συστήµατος. Η αρχική κατάσταση περιγράφεται από µία 
κυµατοσυνάρτηση που εκτείνεται από  0 έως 2L, η οποία είναι η θεµελιώδης κατάσταση του 
απεορόβαθου πηγαδιού µε πάχος L ενώ στην περιοχή L έως 2L µηδενίζεται.. 
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Σχήµα ΑΚΠ1a.2. Γραφική αναπαράσταση της αρχικής κυµατοσυνάρτησης και των 
τριών πρώτων ιδιοσυναρτήσεων του νέου πηγαδιού (πάχους 2L). Η µαύρη καµπύλη 
αναπαριστά την υπέρθεση των τριών καταστάσεων ( c x ). Γίνεται 
φανερό ότι οι τρεις πρώτες καταστάσεις συνεισφέρουν περισσότερο, το οποίο 
είναι αναµενώµενο καθώς η πιθανότητα το σύστηµα να βρίσκεται στις τρεις 
πρώτες ιδιοκαταστάσεις του είναι 98.995%.   

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )c x c xΨ + Ψ + Ψ� � �� � �
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λύση ενός κβαντικού προβλήµατος δίνει απάντηση σε ένα µαθηµατικό πρόβληµα.  



Πρόβληµα ΑπειρόβαθοΚβαντικόΠηγάδι1β(ΑΚΠ1β) 
Θεωρούµε απειρόβαθο κβαντικό πηγάδι πάχους L, στο οποίο βρίσκεται εγκλωβισµένο
ηλεκτρόνιο µάζας m στην κατάσταση Εk. (k=1,2,…). Αλλάζουµε το πάχους του σωλήνα
πολύ απότοµα σε Lλ ( 1λ > ).Να βρεθεί η πιθανότητα να βρεθεί το σωµατίδιο στην n-στη
κατάσταση του νέου πηγαδιού, ενέργειας Εn. 
Οι   ενεργειακές  καταστάσεις του  αρχικού πηγαδιού  υπολογίζονται  από  την  σχέση   
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(όπου n=1,2,….). Οι ενεργειακές καταστάσεις του τελικού πηγαδιού (του οποίου όλα τα χρήσιµα 
φυσικά µεγέθη έχουν ένα επιπλέον συµβολισµό, µια περισπωµένη)  υπολογίζονται από την  ίδια σχέση 
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Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις των δύο συστηµάτων είναι 
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Πηγάδι πάχους L Lλ=� : 2 2( ) sin ( ) ( ) sin ( ) ( )n
n x n xx x L x x L x
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Ακολουθώντας την µεθοδολογία της προηγούµενης άσκησης (ΑΚΠ1α), γράφουµε για την αρχική 
συνθήκη της κυµατοσύναρτησης  0/( , 0) ( , 0) ( ) ( )kiE

k kx t x t x e xψ ψ −= = = = Ψ = Ψ=� . Όπως κάθε 
κυµατοσυνάρτηση, έτσι και αυτή του νέου απειρόβαθου πηγαδιού µπορεί να γραφεί ως γραµµικός 
συνδυασµός των ιδιοκαταστάσεων του νέου πηγαδιού την ίδια χρονική στιγµή (t=0) 
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Η πιθανότητα να βρίσκεται το ηλεκτρόνιο στην ιδιοκατάσταση n δίνεται από την σχέση 
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Χρησιµοποιώντας την τριγωνοµετρική ταυτότητα 2sin sin cos( ) cos( )a b a b a b⋅ = − − + . 
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Προσοχή χρειάζεται η περίπτωση όπου ο παρονοµαστής (k nλ − µηδενίζεται (π.χ. 2k λ= =  και 
n=4, ή k=2, 1.5λ =  και n=3).  
Στην περίπτωση αυτή βλέπουµε ότι το πρώτο ολοκλήρωµα από τα ολοκληρώµατα µε τα συνηµίτονα 

απλοποιείται και έχουµε 
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Βρήκαµε ένα γενικό κανόνα, αν η αρχική κατάσταση είναι η -στη και το πηγάδι αυξηθεί κατά k λ
φορές, αν ο αριθµός kλ είναι ακέραιος η πιθανότητα  kλΡ�  ( k λ⋅ -στη  κατάσταση) είναι 1/λ . 



 
Παράδειγµα εφαρµογής της γενικής έκφρασης που βρήκαµε. Σωµάτιο µάζας m στην θεµελιώδη 
κατάσταση σε πηγάδι που τετραπλασιάζεται το πάχος του. Να βρούµε τις πιθανότητες των δύο πρώτων 
ενεργειακών καταστάσεων. Έχουµε =1, k λ =4 και n=1,2.  
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Ακολουθώντας την µεθοδολογία αυτή µπορούµε να βρούµε την αρχική κατάσταση στο νέο πηγάδι για 
οποιαδήποτε αρχική κατάσταση στο αρχικό πηγάδι. Έτσι αν η αρχική κατάσταση στο πηγάδι πριν την 
ξαφνική αλλαγή του πάχους του είναι ( , 0) ( )k k

k
x t c xψ = = Ψ∑ , η καινούργια κατάσταση θα έχει 
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∆ηλαδή ένας γραµµικός συνδυασµός  
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Αν η αρχική κατάσταση στο αρχικό πηγάδι είναι µια οποιαδήποτε τυχαία συνάρτηση 0 ( )xψ , τότε το 
πρόβληµα µπορεί να αναχθεί στην ακριβώς προηγούµενη µεθοδολογία αρκεί να βρούµε τα , δηλαδή 
αυτά που επαληθεύουν την σχέση 
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Πρόβληµα ΑπειρόβαθοΚβαντικόΠηγάδι1γΑΚΠ1γ 
Θεωρούµε απειρόβαθο κβαντικό πηγάδι πάχους L, στο οποίο βρίσκεται εγκλωβισµένο
ηλεκτρόνιο µάζας m στην κατάσταση Εk. (k=1,2,…). Αλλάζουµε το πάχους του σωλήνα
πολύ απότοµα σε Lλ ( 1λ < ).Να βρεθεί η πιθανότητα να βρεθεί το σωµατίδιο στην n-στη
κατάσταση του νέου πηγαδιού, ενέργειας Εn. 
 µεθοδολογία είναι ακριβώς η ίδια, διαφοροποιούνται όµως τα όρια στα ολοκληρώµατα ( 1λ < ). 
τσι έχουµε 
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ρησιµοποιώντας την τριγωνοµετρική ταυτότητα 2sin sin cos( ) cos( )a b a b a b⋅ = − − + . 

[ ]
0

cos( ) cos( ) sin( ) sin( )
( ) ( )nc k n k n d k n k
k n k n

πλ λ nλλ ω λ ω ω λ π λ
π π λ π

= − − + = − −
− +∫� π

λ
+  

υγκρίνετε µε το αποτέλεσµα στην προηγούµενη περίπτωση (ΑΚΠ1β) , όπου έχουµε αύξηση του 
άχους του πηγαδιού ( 1λ > ) . Είναι τα αποτελέσµατα αναµενόµενα; Η περίπτωση 1λ =  (αµετάβλητο 
ηγάδι) αποτελεί ειδική περίπτωση των δύο τελευταίων περιπτώσεων. ∆ηλαδή µπορούµε να γράφουµε 
τι τα αποτελέσµατά µας ισχύουν για 1λ ≤  και 1λ ≥ . 

κόµα καθώς  

4 1 4 1
1 1 0,1,.. 1,2,..

1 1( , 0) ( ) sin ( ) (2 )
2n n n k k

n n k k

n Lx L t c x L c L L L c c
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π∞ ∞ ∞ ∞

+ −
= = = =

 
= = = Ψ = = Θ Θ − = − 

 
∑ ∑ ∑ ∑�� � � � �  

νώ γνωρίζουµε ότι η κυµατοσυνάρτηση µηδενίζεται στο µέσο του νέου 
ηγαδιού, ( , 0) 0x L tψ = = =� , βρίσκουµε ότι ισχύει η ταυτότητα 

[ ]4 1 4 1 1 5 9 3 7 11
0,1,.. 1,2,..

i.e. .. ..k k
k k

c c c c c c c c
∞ ∞

+ −
= =

= + + + = + +∑ ∑� � � � � � � � + . 

πορείτε να βρείτε άλλες ταυτότητες η και ανισότητες; 


