
Ενότητα 6: Θ Μζκοδοσ των Ελαχίςτων Τετραγϊνων.

Τμιμα Φυςικισ

ΕΡΓΑΣΗΡΙΟ ΦΤΙΚΗ Ι 
ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ



Άδειεσ Χριςθσ

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε άδειεσ 
χριςθσ Creative Commons. 

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που υπόκειται 
ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ άδεια χριςθσ 
αναφζρεται ρθτϊσ. 
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Χρθματοδότθςθ
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 

του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα.

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα ςτο Πανεπιςτήμιο 
Πατρών» ζχει χρθματοδοτιςει μόνο τθν αναδιαμόρφωςθ 
του εκπαιδευτικοφ υλικοφ. 

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ.
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•Γενικά ςε μια ςειρά Ν μετριςεων              προςπακοφμε να 
βροφμε τισ παραμζτρουσ μιασ πρότυπθσ ςχζςθσ                    ,                        
θ οποία κεωροφμε ότι περιγράφει τισ πειραματικζσ μασ 
μετριςεισ! Θ διαδικαςία αυτι ονομάηεται Ανάλυςθ 
Παλινδρόμθςθσ (Regression) και γίνεται με τθ Μζθοδο των 
Ελαχίστων Τετραγώνων (ΜΕΤ).
•Βαςικζσ προχποκζςεισ για τθν εφαρμογι τθσ ΜΕΤ είναι:
Το ςφάλμα τθσ ανεξάρτθτθσ μεταβλθτισ      είναι αμελθτζο.
Όλα τα       βαρφνονται με το ίδιο τυχαίο ςφάλμα, το οποίο 
ακολουκεί τθν κανονικι κατανομι Gauss.              
•Οι παράμετροι προςδιορίηονται με ελαχιςτοποίθςθ του 
ακροίςματοσ     των τετραγϊνων των αποκλίςεων:

Η ΜΕΘΟΔΟ ΣΩΝ ΕΛΑΧΙΣΩΝ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΩΝ



Θ  γνωςτότερθ περίπτωςθ εφαρμογισ τθσ μεκόδου είναι  
θ περίπτωςθ όπου θ ςχζςθ που ςυνδζει τα       και       είναι 
γραμμικι, δθλ. 

Είναι φανερό ότι ςε διάγραμμα όπου ζχουν τοποκετθκεί 
τα πειραματικά ηεφγθ τιμϊν               , μποροφν να 
χαραχκοφν “άπειρεσ” ευκείεσ οι οποίεσ να διζρχονται 
ανάμεςα από τα πειραματικά ςθμεία.

Με τθ ΜΕΤ υπολογίηονται οι ςτακερζσ                 και                        
για τθ χάραξθ τθσ βζλτιστης-άριστης ευθείας, δθλ. τθσ 
ευκείασ για τθν οποία το άκροιςμα:

γίνεται ελάχιστο!

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



Εξίςωςθ ευκείασ: y=Ax+B

Ηθτάω το:

Δθλαδι: 

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



Τελικά, από τουσ υπολογιςμοφσ  προκφπτει:

και:

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



Ο υπολογιςμόσ των  ςφαλμάτων δίνει:

και

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



Οι τιμζσ yi δεν είναι Ν μετριςεισ τθσ ίδιασ ποςότθτασ.
Αντιςτοιχοφν ςε διαφορετικι τιμι τθσ μεταβλθτισ x.
Υποκζτουμε ότι κάκε yi είναι κανονικά κατανεμθμζνο
γφρω από τθν «αλθκινι τιμι» Axi+B.
Το ςy είναι θ καλφτερθ εκτίμθςθ τθσ αβεβαιότθτασ
των μετριςεων yi. Ο παρονομαςτισ N-2 προκφπτει
από τθ κεωρία πικανοτιτων.
Μπορεί να δικαιολογθκεί ωσ εξισ:
Αν ζχω μόνο δφο ηευγάρια μετριςεων τότε ο αρικμθτισ κα
είναι μθδζν γιατί δφο ςθμεία ορίηουν μια ευκεία.
Με Ν-2 ςτον παρονομαςτι κα είναι μθδζν και ο παρονομαςτισ
εκφράηοντασ το γεγονόσ ότι θ αβεβαιότθτα δεν μπορεί
να υπολογιςτεί με μόνο δφο μετριςεισ.

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



Οι τφποι που δίνουν τισ αβεβαιότθτεσ δΑ και δΒ προκφπτουν
από διάδοςθ ςφάλματοσ κεωρϊντασ ότι τα Α, Β είναι ςυναρτιςεισ
των μεταβλθτϊν yi i=1,…,N. Θ αβεβαιότθτα κάκε μεταβλθτισ yi

είναι ίςθ με ςy. Οι τιμζσ xi και ςυνεπϊσ και το Δ δεν ζχουν
αβεβαιότθτα.
 Για παράδειγμα:

Θ απόδειξθ των τφπων αφινεται ςαν άςκθςθ.

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ
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Εφαρμογή:
Μετρικθκε θ περίοδοσ Τ ενόσ απλοφ μακθματικοφ 
εκκρεμοφσ, για 8 διαφορετικά μικθ. Με εφαρμογι 
τθσ μεκόδου των ελαχίςτων τετραγϊνων (ΜΕΤ) να 
υπολογιςκεί θ τιμι τθσ επιτάχυνςθσ τθσ βαρφτθτασ.

Επειδι: 

Για τθν εφαρμογι τθσ ΜΕΤ ζχω: 

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



xi yi xi
2 xiyi yi-Αxi -Β (yi-Αxi –Β)2

L  (m) T2 (s2) L2 (m2) L T2 (ms2) s2 x10-4 s4

0.262 1.10 0.0688 0.2882 +0.0264 6.970

0.303 1.17 0.0918 0.3545 -0.0663 43.962

0.428 1.80 0.1832 0.7704 +0.0677 45.833

0.513 1.98 0.2632 1.0055 -0.1096 120.121

0.650 2.72 0.4225 1.7680 +0.1068 114.082

0.734 2.89 0.5388 2.1213 -0.0585 31.922

0.802 3.35 0.6432 2.6867 +0.1337 178.756

0.927 3.61 0.8593 3.3465 -0.1023 104.652

Σxi =

4.619m

Σyi=

18.80s2

Σxi
2=

3.0706m2

Σxiyi=

12.3411ms2

Σ(yi-Αxi -Β)2=

646.278 x10-4s4

(Σxi)
2=21.3352m2

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ
Εφαρμογή  (συνέχεια)



Συμβολίηω με Γ τον κοινό παρανομαςτι των ςχζςεων 
που δίνουν τισ τιμζσ των Α, Β και των ςφαλμάτων 
τουσ δΑ και δΒ: 

Αντικακιςτϊντασ, προκφπτει:

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



Οπότε για τισ τιμζσ των Α και Β ζχουμε:

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



Δθλαδι:

Για να υπολογίςουμε τα ςφάλματα, υπολογίηουμε 
αρχικά τθν ποςότθτα      :

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ

Οπότε:



Άρα τελικά: 

ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ



ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ
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ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ

 Για τθν πραγματοποίθςθ του διαγράμματοσ, αφοφ 
επιλζξω κατάλλθλα τουσ άξονεσ, τοποκετϊ τα πειραματικά 
ςθμεία (μπλε ςταυροί ςτο διάγραμμα που ακολουθεί).
Όπωσ προζκυψε από τουσ υπολογιςμοφσ ιςχφει:

Οπότε για τθ χάραξθ τθσ βζλτιςτθσ ευκείασ αρκεί για δφο 
τιμζσ      και       να υπολογίςω τισ αντίςτοιχεσ τιμζσ του      .
Τοποκετϊ τα δυο ηεφγθ τιμϊν ςτο διάγραμμα (πράςινοι 

αςτερίςκοι ςτο διάγραμμα που ακολουθεί) και χαράηω τθ βζλτιςτθ 
ευκεία, θ οποία είναι θ ευκεία που ενϊνει αυτά τα δφο 
ςθμεία (κόκκινη ευθεία).        



Για  L1=0.4m προκφπτει  Τ1
2=1.6s2

Για  L2=0.9m προκφπτει  Τ1
2=3.6s2Αφοφ  Τ2=4.0L προκφπτει ότι
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ΕΛΑΧΙΣΑ   ΣΕΣΡΑΓΩΝΑ


