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PerÐlhyh

Oi shmei¸seic autèc asqoloÔntai me ta parak�tw jèmata: genik  je¸rhsh twn
metab�sewn f�shc, jermodunamik  perigraf  aut¸n, h kajolikìthta stic suneqeÐc
metab�seic f�shc, krÐsimoi ekjètec kai diaklim�kwsh, h jewrÐa Landau gia tic me-
tab�seic f�shc, h statistik  mhqanik  perigraf  twn metab�sewn f�shc, oi basikèc
arqèc thc jewrÐac mèsou pedÐou. Stic shmei¸seic perilamb�nontai probl mata proc
epÐlush kai sqetik  bibliografÐa.

1 Genik� perÐ metab�sewn f�shc

Oi metab�seic f�shc apoteloÔn mÐa apì tic shmantikìterec kathgorÐec fainomènwn pou
exet�zontai apì th statistik  mhqanik  (kai apì th fusik  thc sumpuknwmènhc Ôlhc). H
aitÐa eÐnai profan c: oi metab�seic f�shc eÐnai apì ta pio entupwsiak� fusik� fainìmena,
me meg�lh teqnologik  shmasÐa apì thn arqaiìthta (p.q. to li¸simo twn met�llwn) wc
s mera (p.q. h ex�tmish thc benzÐnhc sto karmpuratèr).

Oi shmei¸seic aforoÔn th melèth mÐac sugkekrimènhc upokathgorÐac metab�sewn f�-
shc, tic legìmenec suneqeÐc metab�seic f�shc. AutoÔ tou eÐdouc oi metab�seic èqoun
idi�zonta qarakthristik�, h perigraf  twn opoÐwn ja eÐnai to kÔrio jèma tou maj matoc.

Oi perissìterec metab�seic f�sewc pou parathroÔme eÐnai metab�seic pr¸thc t�xhc,
dhlad  kat� thn allag  f�shc aporrof�tai   eklÔetai lanj�nousa jermìthta. 'Otan
jermaÐnoume to nerì sthn ugr  tou f�sh kai ft�soume sto shmeÐo brasmoÔ, tìte to nerì
arqÐzei na exaer¸netai, all� h jermokrasÐa tou den all�zei ìsh jermìthta ki an tou
prosfèroume mèqri na exaerwjeÐ pl rwc. H prosdidìmenh jermìthta aporrof�tai apì ta
mìria tou neroÔ, ètsi ¸ste na aux sei thn kinhtik  touc enèrgeia kai na touc epitrèyei
na xefÔgoun apì to èntona elktik� dunamikì allhlepÐdrashc pou qarakthrÐzei thn ugr 
f�sh. Me autìn ton trìpo h ousÐa metabaÐnei sthn aèria f�sh, ìpou oi allhlepidr�seic
metaxÔ twn morÐwn eÐnai amelhtèec (ektìc apì tic stigmèc twn metaxÔ touc sugkroÔsewn.).

H antÐstrofh sumperifor� qarakthrÐzei th met�bash apì thn ugr  sth stere� f�sh.
YÔqoume to ugrì kai ft�noume sthn krÐsimh jermokrasÐa, ìpou sqhmatÐzetai o p�goc.
Tìte to nerì eklÔei jermìthta�aut  shmatodoteÐ to gegonìc ìti ta mìria tou neroÔ
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epanadiat�ssontai se èna exagwnikì plègma (antÐ na kinoÔntai eleÔjera), tou opoÐou h
eswterik  enèrgeia eÐnai mikrìterh aut c thc ugr c f�shc. Up�rqei loipìn èna energeiakì
fr�gma metaxÔ twn dÔo diaforetik¸n f�sewn.

Stic suneqeÐc metab�seic f�shc den ekleÐetai   aporrof�tai lanj�nousa enèrgeia.
Paradeigmatik  suneq c met�bash eÐnai h metatrop  tou sid rou sth jermokrasÐa KiourÐ
Tc = 1043K apì paramagnhtikì se sidhromagnhtikì ulikì. Gia T > Tc o sÐdhroc eÐnai
paramagnhtikì mètallo (ìpwc o qalkìc): apousÐa magnhtikoÔ pedÐou to ulikì den eÐnai
magnhtismèno kai an èna deÐgma sid rou brejeÐ se ena magnhtikì pedÐo B, tìte h magn tish
an� mon�da m�zac m tou ulikoÔ eÐnai (gia asjen  pedÐa) an�logh tou B, dhlad  m = µB.
Sth sidhromagnhtik  f�sh (T < Tc), to deÐgma eÐnai mìnima magnhtismèno akìma kai
apousÐa exwterikoÔ pedÐou. An efarmosteÐ exwterikì magnhtikì pedÐo B, h magn tish
gÐnetai sqedìn stigmiaÐa par�llhlh sto B.

To shmantikì sthn parap�nw met�bash f�shc eÐnai ìti h magn tish tou ulikoÔ eÐnai
suneq c sun�rthsh thc jermokrasÐac. An jerm�noume èna komm�ti sid rou sth sidhro-
magnhtik  tou f�sh (apousÐa exwterikoÔ pedÐou) h magn tish tou mei¸netai suneq¸c, èwc
ìtou na mhdenisteÐ gia T = Tc. Autì eÐnai to basikì qarakthristikì twn suneq¸n meta-
b�sewn f�shc: oi �mesa parathr simec idiìthtec tou ulikoÔ den all�zoun asuneq¸c sth
jermokrasÐa met�bashc. (Sth sunèqeia ja doÔme ìti autì pou all�zei asuneq¸c eÐnai oi
par�gwgoÐ touc.)

To deÔtero upìdeigma suneqoÔc metab�sewc f�shc me to opoÐo ja asqolhjoÔme eÐnai
h metatrop  ugroÔ se aèrio k�tw apì uyhlèc pièseic. Se sun jeic pièseic h met�bash
ugroÔ se aèrio eÐnai pr¸thc t�xewc. An ìmwc to ugrì brejeÐ k�tw apì exairetik� uyhlèc
pièseic, h di�krish metaxÔ ugr c kai aèriac f�shc eÐnai dusdi�krith: se uyhlèc pièseic ta
mìria tou aerÐou anagk�zontai na brejoÔn polÔ kont� to èna sto �llo, opìte anagkastik�
allhlepidroÔn èntona akìma kai ìtan de sugkroÔontai.

Gia na exhg soume to parap�nw ac jewr soume èna doqeÐo stajeroÔ ìgkou V sto
opoÐo b�zoume mÐa posìthta neroÔ m�zac m. ('Etsi an�loga me thn posìthta neroÔ pou
b�zoume sto doqeÐo all�zei h sunolik  puknìthta ρ = m/V .) Stic kanonikèc sunj kec
èna mèroc tou neroÔ ja exatmisteÐ kai ja èqome sunÔparxh twn dÔo f�sewn. Sta toiq¸mata
tou doqeÐou ja askhjeÐ pÐesh apì touc atmoÔc. An t¸ra elatt¸soume thn posìthta tou
neroÔ sto doqeÐo diathr¸ntac th jermokrasÐa stajer , h pÐesh de ja all�xei, kaj¸c
h t�sh twn atm¸n exart�tai mìno apì th jermokrasÐa�bl. exÐswsh Clausius-Clapeyron.
Opìte se èna di�gramma thc pÐeshc p sa sun�rthsh thc puknìthtac ρ, h isìjermoc kampÔlh
ja eÐnai par�llhlh ston �xona twn puknot twn. An ìmwc èlatt¸soume polÔ thn posìthta
tou neroÔ sto doqeÐo, tìte k�poia stigm  ja stamat sei na up�rqei ugr  f�sh kai ìlo
to nerì ja eÐnai se morf  atm¸n. K�tw apì mÐa krÐsimh tim  thc puknìthtac loipìn
(p�nta gia stajer  jermokrasÐa) h pÐesh ja epideiknÔei mÐa ex�rthsh apì thn puknìthta
qarakthristik  enìc aerÐou: gia idanikì aèrio aut  h sqèsh eÐnai grammik  p ∼ ρ.

An p�li aux�noume suneq¸c thn posìthta neroÔ mèsa sto doqeÐo ja ft�soume se èna
shmeÐo pou ìlo to doqeÐo ja eÐnai kathleimmèno apì nerì: de ja up�rqei eleÔjeroc q¸roc
apì ton atmì. Opoiad pote aÔxhsh thc puknìthtac pèra apì autì to shmeÐo ja èqei
katastrofikèc sunèpeiec: h pÐesh pou askeÐ to nerì sta toiq¸mata aux�netai exairetik�
gr gora me thn puknìthta epeid  h ugr  f�sh eÐnai praktik� asumpÐesth. 'An epimeÐnoume
na aux�noume thn posìthta tou neroÔ sto doqeÐo, moiraÐa ta toiq¸mata ja diarragoÔn.
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Apì thn parap�nw an�lush prokÔptei ìti mÐa isìjermoc gia èna ugrì sto q¸ro p− ρ
qarakthrÐzetai apì treic perioqèc. Gia mikrèc puknìthtec up�rqei mìno h aèria f�sh kai
h ex�rths  twn metablht¸n eÐnai sqedìn grammik , apì mÐa tim  thc puknìthtac kai p�nw
èqoume sunÔparxh twn dÔo f�sewn kai stajer  tim  thc pÐeshc, kai tèloc apì mÐa tim 
thc pÐeshc kai p�nw èqoume mìno ugr  f�sh kai exairetik� gr gorh aÔxhsh thc pÐeshc me
thn puknìthta.

An epanal�boume thn parap�nw an�lush se uyhlìterh jermokrasÐa, ja doÔme ìti h
perioq  thc isìjermou kampÔlhc pou qarakthrÐzetai apì sunÔparxh twn dÔo f�sewn eÐnai
mikrìterh: se uyhlìterh jermokrasÐa to nerì exatmÐzetai eukolìtera, en¸ o ìgkoc pou
katalamb�nei mÐa posìthta m�zac m eÐnai megalÔterh, opìte to doqeÐo gemÐzei apì ugrì
gia mikrìterec timèc thc m�zac m tou ugroÔ pou perièqei. 'Oso aux�nei h jermokrasÐa
surrikn¸netai to tm ma thc isìjermou pou qarakthrÐzei thn sunÔparxh f�sewn. Se k�-
poia jermokrasÐa T = Tc, autì to tm ma thc isìjermou gÐnetai shmeÐo kai gia T > Tc

exafanÐzetai. Gia to nerì h krÐsimh jermokrasÐa eÐnai Tc = 647K. H isìjermoc gia T = Tc

kaleÐtai krÐsimh isìjermoc. To monadikì shmeÐo thc krÐsimhc isìjermou pou antistoiqeÐ
se isorropÐa f�sewn qarakthrÐzetai apì puknìthta ρc = 0.323g/cm3. H kampÔlh pou
apoteleÐ to sÔnoro thc perioq c ìpou sunup�rqoun oi dÔo f�seic kaleÐtai kampÔlh sunÔ-
parxhc: profan¸c to krÐsimo shmeÐo apoteleÐ èna mègisto thc sun�rthshc pou antistoiqeÐ
sthn kampÔlh sunÔparxhc sto epÐpedo p− ρ.

H krÐsimh jermokrasÐa Tc shmatodoteÐ thn Ôparxh mÐac met�bashc f�shc: gia T > Tc

h ousÐa brÐsketai se aèria f�sh, en¸ gia T < Tc kai ρ > ρcr brÐsketai se ugr  f�sh me
th met�bash metaxÔ twn f�sewn na eÐnai suneq c1.

Se autì to m�jhma ja epikentrwjoÔme sta dÔo parap�nw paradeÐgmata suneq¸n meta-
b�sewn f�shc. Wstìso ta sumper�smata pou ja bg�loume èqoun polÔ genikìterh isqÔ.
Ja doÔme sth sunèqeia ìti oi suneqeÐc metab�seic f�sewc qarakthrÐzontai apì mÐa ka-
jolikìthta kai epideiknÔoun parìmoia sumperifor� akìma ki an anafèrontai se teleÐwc
diaforetik� fusik� sust mata kai sth sumperifor� teleÐwc diaforetik¸n fusik¸n mege-
j¸n.

'Alla paradeÐgmata suneq¸n metab�sewn f�shc eÐnai:
� h met�bash apì agwgì se uperagwgì,
� h met�bash apì ugrì se uperugrì,
� h met�bash apì dihlektrikì se sidhrohlektrikì ulikì,
� h met�bash apì omogenèc se anomoiogenèc mÐgma dÔo ugr¸n me thn pt¸sh thc jermo-
krasÐac.

'Askhsh 1.1. AnaferjeÐte sthn proteinìmenh bibliografÐa gia exoikeÐwsh me th fai-
nomenologÐa twn suneq¸n metab�sewn f�shc, ìpwc emfanÐzontai se diaforetik� fusik�
sust mata.

1
Αυτό σημαίνει ότι για T > Tc είναι αδύνατη η υγροποίηση ενός αερίου, όσο μεγάλη πίεση κι αν ασκηθεί

πάνω σε αυτό. Μέχρι τις αρχές του 20ου αιώνα κανείς υπέθετε ότι μερικές ουσίες είναι πάντα αέριες γιατί

δεν μπορούσαν να τις υγροποιήσουν ακόμα και κάτω από εξαιρετικά μεγάλες πιέσεις. Για να υγροποιηθύν

πρέπει να ψυχθούν σε θερμοκρασίες T < Tc. Η κρίσιμη θερμοκρασία για ελαφριά αέρια είναι εξαιρετικά

χαμηλή: για το ΄Ηλιο για παράδειγμα είναι Tc = 5.2K.
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Sq ma 1: Di�gramma ρ−p gia met�bash aerÐou-ugroÔ kai M−B gia sidhromagnhtik  met�bash.

[Stanley, Introduction to phase transitions and critical phenomena].

'Askhsh 1.2. Sqedi�ste ta diagr�mmata T − P kai T − ρ gia th met�bash aerÐou-
ugroÔ. OmoÐwc, sqedi�ste to di�gramma T −m gia th sidhromagnhtik  met�bash.

2 Jermodunamik� qarakthristik� twn metab�se-

wn f�shc

2.1 Par�metroi t�xewc

H ènnoia thc paramètrou t�xhc eÐnai jemeli¸dhc gia thn posotik  melèth twn metab�se-
wn f�shc. H par�metroc t�xhc eÐnai èna jermodunamikì mègejoc, to opoÐo emfanÐzei thn
akìloujh sumperifor� se mÐa met�bash f�shc:
� gia T > Tc h tim  thc paramètrou f�shc mhdenÐzetai se kat�stash isorropÐac.
� gia T < Tc h tim  thc eÐnai di�forh tou mhdenìc.

Gia par�deigma, sth met�bash paramagnhtikoÔ ulikoÔ se sidhromagnhtikì, h eÔlogh par�-
metroc t�xhc eÐnai h magn tish an� mon�da m�zac m tou ulikoÔ, h opoÐa ìntwc emfanÐzei
thn apaitoÔmenh sumperifor�. Gia th met�bash aerÐou-ugroÔ eÐnai bolik  h qr sh thc
posìthtac ρl − ρg, ìpou ρl eÐnai h puknìthta thc ugr c f�shc kai ρg h puknìthta thc
aèriac f�shc. Gia T > Tc, h ugr  kai h aèria f�sh den xeqwrÐzoun, opìte ρl − ρg = 0,
en¸ gia T < Tc ρl − ρg 6= 0.

Wstìso oi parap�nw prosdiorismoÐ den eÐnai pl reic. 'Otan sunup�rqoun h ugr  kai
h aèria f�sh, katanèmontai se diaforetik� tm mata tou doqeÐou, dhlad  h puknìthta
den eÐnai omogen c sun�rthsh thc jèshc. OmoÐwc se ènan pragmatikì sidhromagn th h
magn tish all�zei tim  apì èna mèroc tou magn th se �llo (oi legìmenec perioqèc Weiss).
Gia autì to lìgo orÐzoume tic paramètrouc t�xhc ìqi san arijmoÔc all� sa sunart seic
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pou paÐrnoun diaforetikèc timèc se diaforetik� shmeÐa tou q¸rou. 'Etsi gia th met�bash
paramagnhtikoÔ�sidhromagnhtikoÔ ulikoÔ h par�metroc t�xhc eÐnai to dianusmatikì pedÐo
m(x), en¸ gia to met�bash aerÐou-ugroÔ to bajmwtì pedÐo ρl(x)− ρg(x).

Se autì to shmeÐo prèpei na k�noume k�poiec parathr seic:

1. H melèth twn metab�sewn f�shc anafèretai sth jermodunamik  isorropÐa. 'Otan ana-
ferìmaste se allag  jermokrasÐac uponooÔme ìti aut  gÐnetai me exairetik� argì trìpo,
ètsi ¸ste na apokajÐstatai p�nta sto sÔsthma h jermodunamik  isorropÐa. Gia autì to
lìgo oi fusikèc par�metroi tou sust matoc (kai kat� sunèpeia oi par�metroi taxhc) den
exart¸ntai apì to qrìno: oi timèc touc ousiastik� anafèrontai se mÐa mèsh tim  wc proc
to qrìno gia meg�lo qronikì di�sthma isorropÐac se stajer  jermokrasÐa.

2. Austhr� mil¸ntac eÐnai l�joc na jewroÔme tic paramètrouc t�xhc sa suneq  pedÐ-
a. H Ôlh apoteleÐtai apì �toma kai h prosèggish suneqoÔc sp�ei. Autì pou uponoeÐtai
eÐnai h sÔnhjhc udrodunamik  prosèggish na jewroÔme to ulikì diaremèno se tm mata
mikr� wc proc ta makroskopik� megèjh pou metroÔme, all� meg�la se sqèsh me to mè-
gejoc twn atìmwn, ètsi ¸ste na mporeÐ kaneÐc na orÐsei eÔloga mÐa mèsh tim  gia thn
posìthta pou meletoÔme mèsa se k�je tm ma. To suneqèc ìrio aut¸n twn posot twn
eÐnai mÐa prosèggish pou eÐnai exairetik� kal  sto makroskopikì epÐpedo. Wstìso prèpei
na jum�tai kaneÐc p�nta ìti eÐnai mìno mÐa prosèggish, kaj¸c polloÐ upologismoÐ sth
statistik  mhqanik  dÐnoun par�loga apotelèsmata an kaneÐc qrhsimopoi sei �krita thn
prosèggish tou suneqoÔc.

3. Den up�rqei k�poioc genikìc kanìnac gia ton orismì twn paramètrwn t�xhc. K�je
fusikì sÔsthma èqei t  dik  tou sumperifor� kai h par�metroc t�xhc pou tou antistoiqeÐ
eÐnai diaforetik . Se poll� sust mata m�lista mporèÐ kaneÐc na orÐsei diaforetik� fusik�
megèjh wc par�metro t�xhc. Bèbaia h fusik  sumperifor� tou sust matoc den exart�tai
me kanènan trìpo apì aut n thn epilog .

4. Sta dÔo paradeÐgmata parap�nw oi par�metroi t�xhc  tan èna dianusmatikì kai è-
na bajmwtì pedÐo antÐstoiqa. En gènei h par�metroc t�xhc mporeÐ na eÐnai èna osod pote
polÔploko majhmatikì antikeÐmeno, qarakthrizìmeno apì pollèc sunist¸sec. O arijmìc
twn sunistws¸n thc paramètrou t�xhc orÐzei th di�stash D thc paramètrou aut c. Gia
th met�bash aerÐou-ugroÔ èqoume profan¸c D = 1 kai gia th met�bash paramagnhtikoÔ-
sidhromagnhtikoÔ ulikoÔ èqoume D = 3.

2.2 Jermodunamikèc metablhtèc

EÐnai gnwstì ìti oi di�forec fusikèc posìthtec pou qarakthrÐzoun èna jermodunamikì
sÔsthma eÐnai exarthmènec metaxÔ touc. Autì shmaÐnei ìti èqei kaneÐc pollèc epilogèc
gia to poiec ja jewr sei wc anex�rthtec metablhtèc kai poiec wc sun�rthsh aut¸n. H
epilog  twn basik¸n metablht¸n kajorÐzei autìmata kai thn katastatik  sun�rthsh,
h opoÐa ja qrhsimopoihjeÐ gia thn perigraf . Gia par�deigma, se èna aèrio h epilog 
thc jermokrasÐac T kai tou ìgkou V wc anex�rthtec metablhtèc, odhgeÐ sth qr sh thc
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eleÔjerhc enèrgeiac Helmholtz F (T, V ) wc basik  katastatik  sun�rthsh.
Sthn perÐptwsh thc melèthc twn metab�sewn f�shc, eÐnai plèon bolikì na jewr soume

wc anex�rthtec metablhtèc autèc tic opoÐec mporoÔme na metab�lloume �mesa sto peÐrama.
MÐa apì autèc tic metablhtèc ja eÐnai p�nta h jermokrasÐa T , dedomènou ìti   jermokrasÐa
eÐnai h pio eÔkola elegqìmenh exwterik  par�metroc. H epilog  twn �llwn anex�rthtwn
metablht¸n exart�tai apì to sÔsthma.

SÔsthma aerÐou-ugroÔ Gia th met�bash aerÐou se ugrì h �mesa elegqìmenh peira-
matik� par�metroc eÐnai h pÐesh P , kaj¸c den mporeÐ na elegjeÐ exwterik� o ìgkoc pou ja
katal�bei k�je f�sh mèsa se èna doqeÐo. Oi anex�rthtec metablhtèc ja eÐnai oi P, T kai
kat� sunèpeia h sqetizìmenh katastatik  sun�rthsh ja eÐnai h eleÔjerh enèrgeia Gibbs
G(T, P ), h opoÐa orÐzetai wc G = U − TS + PV , ìpou U h eswterik  enèrgeia kai S h
entropÐa.

EÐnai pio bolikì na qrhsimopoi soume thn eleÔjerh enèrgeia Gibbs an� mon�da m�zac
g(T, P ), opìte o pr¸toc nìmoc thc jermodunamik c gr�fetai

dg = −sdT + υdP (1)

ìpou υ eÐnai o eidikìc ìgkoc (to antÐstrofo thc puknìthtac) kai s h entropÐa an�
mon�da m�zac. Opìte mporeÐ kaneÐc na prosdiorÐsei

s = −
(
∂g

∂T

)
P

(2)

υ =

(
∂g

∂P

)
T

. (3)

EpÐshc h sumpiestìthta upì stajer  jermokrasÐa κT gr�fetai

κT = −1

υ

(
∂2g

∂P 2

)
T

. (4)

H eswterik  enèrgeia an� mon�da m�zac u grafetai wc

u = g − T
(
∂g

∂T

)
P

− P
(
∂g

∂P

)
T

, (5)

apì thn opoÐa mporeÐ kaneÐc na prosdiorÐsei thn eidik  jermìthta an� mon�da m�zac upì
stajerì ìgko cυ

cυ =

(
∂u

∂T

)
υ

(6)
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Magnhtikì sÔsthma Se èna magnhtikì sÔsthma o pr¸toc nìmoc thc jermodunamik c
gr�fetai wc

dU = TdS −MdB, (7)

ìpou B to efarmozìmeno magnhtikì pedÐo kai M h magn tish. (Dedomènou ìti gia ta
perissìtera ulik� h magn tish eÐnai p�nta par�llhlh sto efarmozìmeno magnhtikì pedÐ-
o, agnooÔme to dianusmatikì qarakt ra twn megej¸n B kai M .) SugkrÐnontac me thn
antÐstoiqh sqèsh gia ta aèria (dU = TdS − PdV ), blèpoume thn antistoiqÐa

P ←→M V ←→ B.

H exwterik� elegqìmenh par�metroc se èna magnhtikì sÔsthma eÐnai to magnhtikì
pedÐo B. Autì shmaÐnei ìti o basikìc jermodunamikìc q¸roc ja prosdiorÐzetai apì ta
B, T , kai lìgw thc analogÐac B me V h basik  katastatik  sun�rthsh ja eÐnai h eleÔjerh
enèrgeia Helmholtz F (T,B).

KanonikopoioÔme p�li tic posìthtec mac an� mon�da m�zac, opìte F → f kaiM → m,
k�ti pou mac dÐnei thn exÐswsh

df = −sdT −mdB, (8)

apì tic opoÐec prokÔptei

s = −
(
∂f

∂T

)
B

(9)

m = −
(
∂f

∂B

)
T

. (10)

To antÐstoiqo thc sumpiestìthtac se èna magnhtikì sÔsthma eÐnai h magnhtik  diape-

ratìthta se stajer  jermokrasÐa χT =
(

∂m
∂B

)
T
, h opoÐa gr�fetai

χT = −
(
∂2f

∂B2

)
T

. (11)

H eswterik  enèrgeia an� mon�da m�zac u dÐnetai apì th sqèsh u = f − T
(

∂f
∂T

)
B
,

opìte h eidik  jermìthta an� mon�da m�zac se stajerì exwterikì magnhtikì pedÐo cB
eÐnai

cB = −T
(
∂2f

∂T 2

)
B

. (12)

2.3 H sumperifor� twn katastatik¸n sunart sewn sto

krÐsimo shmeÐo

Oi metab�seic f�shc pou ja melet soume anafèrontai p�nta se kat�stash isorropÐac.
Autì shmaÐnei ìti sto shmeÐo isorropÐac prèpei oi katastatikèc sunart seic pou perigr�-
foun to sÔsthma stic diaforetikèc f�seic na paÐrnoun thn Ðdia tim .
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Sta parak�tw ja anaferjoÔme sth met�bash f�shc se èna magnhtikì sÔsthma. Sum-
bolÐzoume me + th f�sh pou antistoiqeÐ se T > Tc kai me − aut  pou antistoiqeÐ se
T < Tc. Sthn krÐsimh jermokrasÐa Tc h tim  thc f prèpei na eÐnai Ðdia kai stic dÔo f�seic.
Wstìso h eswterik  enèrgeia mporeÐ na diafèrei. Gia th f�sh + h eswterik  enèrgeia

eÐnai u+ = f+ − Tc

(
∂f+

∂T

)
B
, en¸ gia th f�sh − isoÔtai me u− = f− − T

(
∂f−
∂T

)
B
. Up�rqei

loipìn mÐa diafor� enèrgeiac an� mon�da m�zac pou ousiastik� antistoiqeÐ se lanj�nousa
jermìthta

∆Q = u+ − u− = −Tc

[(
∂f+

∂T

)
B

−
(
∂f−
∂T

)
B

]
= Tc(s+ − s−). (13)

Se mÐa suneq  met�bash den up�rqei lanj�nousa jermìthta, �ra h par�gwgoc thc f wc
proc th jermokrasÐa eÐnai suneq c sto krÐsimo shmeÐo. Autì ìmwc den apagoreÔei tic pa-
rag¸gouc uyhlìterhc t�xhc na parousi�zoun asuneq  sumperifor� sto krÐsimo shmeÐo.
Ja doÔme sth sunèqei ìti h sumperifor� touc ìqi mìno eÐnai asuneq c, all� ìti se poll�
fusik� sust mata apeirÐzontai gÔrw apì autì to shmeÐo.

'Askhsh 2.1. Epanal�bete thn parap�nw epiqeirhmatologÐa gia thn perÐptwsh thc me-
t�bashc ugroÔ-aerÐou, ìpou h sqetik  katastatik  sun�rthsh eÐnai h eleÔjerh enèrgeia
Gibbs g.

2.4 Oi basikoÐ krÐsimoi ekjètec

Se poll� magnhtik� sust mata h eidik  jermìthta cB (pou ìrÐzetai wc deÔterh par�gwgoc
tou f) apeirÐzetai sto krÐsimo shmeÐo èqontac thn akìloujh sumperifor� cB ∼ |T −Tc|−α,
ìpou α > 0. Gia na eÐnai suneq c h met�bash, eÐnai aparaÐthto h par�gousa sun�rthsh
thc cB na mhdenÐzetai sto Tc, k�t� sunèpeia α < 1. O arijmìc α anafèretai wc krÐsimoc
ekjèthc thc eidik c jermìthtac.

Se poll� fusik� sust mata o ekjèthc α paÐrnei arnhtikèc timèc. Autì shmaÐnei, ìti h
eidik  jermìthta paÐrnei peperasmènec timèc sto krÐsimo shmeÐo. EpÐshc, eÐnai bolikì na
qrhsimopoi sei kaneÐc th sqèsh

cB ∼ α−1(t−α − 1), (14)

ìpou t = (T − Tc)/Tc gia na anaferjeÐ kai sthn perÐptwsh logarijmik c apìklishc tou
cB gia α = 0, dedomènou ìti limα→0 α

−1(t−α − 1) = log(t−1).2 Se k�poia ulik�, h eidik 
jermìthta parousi�zei apl� mÐa asunèqeia sto krÐsimo shmeÐo qwrÐc na apeirÐzetai. Kai
se aut n thn perÐptwsh jewroÔme sumbatik� ìti to α = 0. Shmei¸netai ìti ìtan to α
paÐrnei arnhtikèc timèc h eidik  jermìthta den apoklÐnei me th jermokrasÐa, all� mporoÔn
na apoklÐnoun oi par�gwgoÐ thc.

'Ena sidhromagnhtikì ulikì qarakthrÐzetai apì aujìrmhth magn tish m0 apousÐa ma-
gnhtikoÔ pedÐou ìtan T < Tc, h opoÐa teÐnei na mhdenisteÐ gia T = Tc. H sumperifor� thc
aujìrmhthc magn tishc kont� sto Tc dÐnetai apì ènan ekjetikì nìmo: m0 = (−t)β, ìpou
β eÐnai ènac �lloc krÐsimoc ekjèthc (gia to sÐdhro kai to nikèlio β ' 0.36).

2
Στα δύο σημαντικότερα σιδηρομαγνητικά υλικά η τιμή του α είναι πολύ κοντά στο μηδέν και δεν είναι

εφικτό να διαπιστωθεί αν η τιμή του είναι θετική ή αρνητική.
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Sq ma 2: Metr seic thc eidik c jermìthtac tou He gÔrw apì thn krÐsimh jermokrasÐa. DÐ-
nontai dÔo diaforetikèc klÐmakec. [M. J. Buckingham and W. M. Fairbank, Progress in Low
Temperature Physics, vol 3, p.80, North Holland 1961].

Sq ma 3: Prosdiorismìc tou krÐsimou ekjèth b gia to He. [P. R. Roach, Phys. Rev. 170, 213,
1968]
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O trÐtoc krÐsimoc ekjèthc γ anafèretai sth sumperifor� thc magnhtik c diaperatìth-
tac, ìpwc proseggÐzoume to shmeÐo Curie apì uyhlìterec jermokrasÐec: χT ∼ t−γ. Gia
to sÐdhro kai to nikèlio γ ' 1.33.

Tèloc, up�rqei o krÐsimoc ekjèthc δ, o opoÐoc anafèretai sth sumperifor� thc magn -
tishcm parousÐa exwterikoÔ pedÐou B: m ∼ B1/δ. KatadeiknÔei ìti h magnhtik  apìkrish
tou ulikoÔ eÐnai exairetik� mh-grammik  sto shmeÐo Curie. H tim  tou sto sÐdhro kai sto
nikèlio eÐnai perÐpou 4.3.

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti oi krÐsimoi ekjètec α kai γ anafèrontai sthn prosèggish thc
krÐsimhc jermokrasÐac apì uyhlìterec timèc. MporoÔn na oristoÔn diaforetikoÐ krÐsimoi
ekjètec α′, γ′ gia thn prosèggish apì jermokrasÐec T < Tc: cυ ∼ (−t)−α′ , χT ∼ (−t)−γ′ .
Wstìso tìso h jewrÐa ìso kai to peÐrama (sto bajmì pou epitrèpei h akrÐbeia twn me-
tr sewn) dÐnoun ìti α = α′ kai γ = γ′.

'Askhsh 2.2 Gr�yte touc antÐstoiqouc orismoÔc twn krÐsimwn ekjet¸n α, β, γ, δ gia
th met�bash f�sewc apì aèrio se ugrì.

2.5 Kajolikìthta

Ek pr¸thc ìyewc oi krÐsimoi ekjètec de faÐnontai san tÐpota perissìtero apì fainomeno-
logikoÐ arijmoÐ pou qarakthrÐzoun th sumperifor� enìc ulikoÔ kont� sto krÐsimo shmeÐo.
Dedomènou ìti k�je ulikì qarakthrÐzetai apì diaforetik c morf c endomoriakèc dun�meic
ja perÐmene kaneÐc oi krÐsimoi ekjètec na eÐnai diaforetikoÐ apì ulikì se ulikì. PolÔ
perissìtero ja perÐmene na eÐnai diaforetikoÐ gia metab�seic f�shc diaforetikoÔ tÔpou.

Ta peiramatik� dedomèna ìmwc dÐnoun mÐa diaforetik  eikìna. Oi krÐsimoi ekjètec
susthm�twn pou qarakthrÐzontai apì thn Ðdia di�stash D thc paramètrou t�xhc eÐnai
Ðdioi, akìma ki an anafèrontai se metab�seic f�shc teleÐwc diaforetikoÔ tÔpou. Autì
to fainìmeno kaleÐtai kajolikìthta, kai h ex ghs  tou apoteleÐ ènan apì touc basikoÔc
stìqouc thc melèthc twn metab�sewn f�shc. 'Ola ta fusik� sust mata pou eqìun thn
Ðdia tim  tou D, lègontai ìti an koun sthn Ðdia kl�sh kajolikìthtac3.

H kajolikìthta sth sumperifor� twn jermodunamik¸n susthm�twn den exantleÐtai mì-
no stouc krÐsimouc ekjètec. An kaneÐc epifèrei mÐa kat�llhlh allag  klÐmakac stic timèc
twn jermodunamik¸n posot twn enìc aerÐou, tìte pollèc sunart seic pou qarakthrÐzoun
th sumperifor� tou aerÐou paÐrnoun thn Ðdia morf  gia aèria teleÐwc diaforetikoÔ tÔpou�
bl. ask seic 2.4, 2.5. Aut  h diapÐstwsh kaleÐtai nìmoc twn antÐstoiqwn katast�sewn.

'Askhsh 2.3. Melèth thc met�bashc aerÐou-ugroÔ kat� van der Waals.
H exÐswsh van der Waals gia mh idanikì aèrio eÐnai

(P +
aN2

V 2
)(V − b) = NT, (15)

ìpouN o arijmìc twn morÐwn se èna aèrio (H jermokrasÐa gr�fetai se mon�dec enèrgeiac).
Oi stajerèc b, a eÐnai qarakthristikèc tou k�je aerÐou, kai perigr�foun fainomenologik�
ton ìgko pou katalamb�noun ta mìria kai th suneisfor� twn elktik¸n dun�mewn metaxÔ

3
Για την ακρίβεια μία κλάση καθολικότητας προσδιορίζεται και από τη συμμετρία του συστήματος, η

οποία βέβαια δεν είναι ανεξάρτητη του D.
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Sq ma 4: KampÔlh pou prosdiorÐzei th sunÔparxh thc ugr c kai aèriac f�shc gia diaforetik�
aèria, grammènh wc proc tic anhgmènec metablhtèc. ApoteleÐ mÐa xek�jarh epibebaÐwsh tou nìmou
twn antÐstoiqwn katast�sewn. [E. A. Guggenheim, J. Chem. Phys. 13, 253 (1945)].

twn morÐwn. (Bl. th sqetik  bibliografÐa gia peraitèrw exhg seic.)
a)DeÐxte ìti gia dedomènec timèc pÐeshc kai jermokrasÐac, h tim  tou ìgkou (kai kat�
sunèpeia thc puknìthtac morÐwn n = N/V ) dÐnetai apì th lÔsh mÐac tritob�jmiac exÐsw-
shc. Melet ste poiotik� th sumperifor� twn lÔsewn kai deÐxte ìti aut  h sumperifor�
antistoiqeÐ se mÐa met�bash f�shc. ProsdiorÐste tic timèc twn paramètrwn Tc, Pc, Vc. U-
pologÐste thn posìthta Zc = PcVc

NTc
. Se realistik� aèria h tim  thc Zc kumaÐnetai metaxÔ

0.23 kai 0.31. Ti sumperaÐnete gia thn akrÐbeia thc exÐswshc van der Waals kont� sto
krÐsimo shmeÐo?
b) Sqedi�ste tic isìjermouc pou antistoiqoÔn sthn parap�nw exÐswsh. Ja deÐte ìti gia
T < Tc h sumperifor� twn isìjermwn sthn perioq  thc sunÔparxhc f�sewn eÐnai afÔsikh.
Exhg ste giatÐ.
g) Gr�yte thn exÐswsh van der Waals sa sun�rthsh twn anhgmènwn metablht¸n θ =
T/Tc, π = P/Pc, v = V/Vc. 'H anhgmènh exÐswsh den exart�tai plèon apì paramètrouc
pou metab�llontai apì aèrio se aèrio kai epideiknÔei mÐa kajolikìthta. Aut  apoteleÐ
istorik� thn pr¸th diapÐstwsh tou nìmou twn antÐstoiqwn katast�sewn.
d) Melet ste thn anhgmènh exÐswsh van der Waals gÔrw apì to krÐsimo shmeÐo: krat ste
mìno grammikoÔc ìrouc wc proc tic posìthtec π − 1, θ − 1. UpologÐste touc krÐsimouc
ekjètec β, γ, δ. (Gia na apofÔgete na lÔsete tritob�jmia algebrik  exÐswsh jewreÐste
ìti ρl >> ρg.) O ekjèthc α den upologÐzetai �mesa apì thn katastatik  exÐswsh, kaj¸c
qrei�zetai h gn¸sh thc èkfrashc thc eleÔjerhc enèrgeiac. Plhroforiak� anafèroume ìti
h tim  tou eÐnai Ðsh me to 0.
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2.6 Sqèseic metaxÔ twn krÐsimwn ekjet¸n

Oi krÐsimoi ekjètec mporeÐ na orÐsthkan anex�rthta o ènac apì ton �llon, all� oi meta-
bolèc twn sqetik¸n jermodunamik¸n posot twn den eÐnai teleÐwc eleÔjerec. IkanopoioÔn
k�poiec sunj kec pou sqetÐzontai me th jermodunamik  isorropÐa, ìpwc gia par�deigma h
jetikìthta tou suntelest  eidik c jermìthtac,   thc sumpiestìthtac enìc aerÐou.

Oi apait seic thc Ôparxhc jermodunamik c isorropÐac odhgoÔn se dÔo jemeli¸deic
anisìthtec oi opoÐec prèpei na ikanopoioÔntai apì touc krÐsimouc ekjètec:

α+ 2β + γ ≥ 2, (16)

α+ β(δ + 1) ≥ 2. (17)

Oi parap�nw anisìthtec eÐnai gnwstèc wc nìmoi twn Rushbrook kai Griffiths antÐstoi-
qa. Ed¸ ja d¸soume mÐa sÔntomh apìdeixh thc pr¸thc anisìthtac gia magnhtikì sÔsthma:
h deÔterh af netai wc �skhsh.

To krÐsmo shmeÐo apousÐa magnhtikoÔ pedÐou (Tc, B = 0) prèpei na eÐnai akrìtato
thc eleÔjerhc enèrgeiac f(T,B)4. Oi pr¸tec par�gwgoi mÐac sun�rthshc mporeÐ na mh-
denÐzontai kai se èna selloeidèc shmeÐo. Gia na apofÔgoume autì to endeqìmeno prèpei

na apait soume ìti ∂2f
∂T 2

∂2f
∂B2 − [ ∂2f

∂T∂B
]2 > 0 gÔrw apì to shmeÐo (Tc, 0). Autì shmaÐnei

ìti h posìthta R = ∂2f
∂T 2

∂2f
∂B2/[

∂2f
∂T∂B

]2 > 1 se k�je kampÔlh pou pern� apì to shmeÐo
(Tc, 0). Epilègontac mÐa kampÔlh pou qarakthrÐzetai apì B = 0, T ≥ Tc blèpoume ìti
R = cBχT/(

∂m
∂T

)2 kai antikajist¸ntac touc orismoÔc twn krÐsimwn ekjet¸n paÐrnoume
amèswc to nìmo tou Rushbrook.

EÐnai idiaÐtera endiafèron ìti sta perissìtera fusik� sust mata h anisìthta stouc
nìmouc Rushbrook kai Griffiths eÐnai koresmènh, dhlad  oi peiramatikèc timèc twn ekjet¸n
eÐnai tètoiec ¸ste na kajistoÔn tic parap�nw anisìthtec isìthtec. Aut  h sumperifor�
den exhgeÐtai apì th jermodunamik  mon�qa: h ex ghsh thc pro lje apì th sÔgqronh
jewrÐa twn metab�sewn f�shc pou anaptÔqjhke sth dekaetÐa tou '70, h opoÐa ìmwc eÐnai
èxw apì ta plaÐsia tou maj matoc. (Bl. wstìso thn �skhsh 2.5).

'Askhsh 2.4 ApodeÐxte to nìmo tou Griffiths. (Upìdeixh: qrhsimopoi ste to Ðdio epi-
qeÐrhma me to nìmo tou Rushbrook, all� proseggÐste to krÐsimo shmeÐo me �llh kampÔlh).

'Askhsh 2.5. MÐa ex ghsh gia to gegonìc ìti oi anisìthtec Rushbrook kai Griffi-
ths eÐnai sthn ousÐa isìthtec dìjhke apì ton Widom to 1965, o opoÐoc parat rhse ìti h
isìthta prokÔptei an periorÐsei kaneÐc tic dunatèc morfèc pou mporeÐ na paÐrnei h eleÔje-
rh enèrgeia gÔrw apì to shmeÐo isorropÐac. O Widom èdeixe ìti an h eleÔjerh enèrgeia
paÐrnei th morf 

f(T,B) = t1/yψ(Bt−x/y), t = |T − Tc|/Tc, (18)

ìpou ψ sun�rthsh mÐac metablht c, tìte oi anisìthtec Rushbrook kai Griffiths gÐnontai
isìthtec. ApodeÐxte to. H parap�nw èkfrash gia thn eleÔjerh enèrgeia kaleÐtai upìjesh

4
Στο κρίσιμο σημείοm = −

(
∂f
∂B

)
T

= 0, ενώ καθώς η μετάβαση είναι συνεχής, η εντροπία s = −
(

∂f
∂T

)
B

είναι συνεχής και μπορεί να επιλέξουμε κατά σύμβαση να μηδενίζεται.
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diaklim�kwshc (scaling) tou Widom kai h isqÔc thc apodeÐqthke ek twn ustèrwn apì thn
peraitèrw an�ptuxh thc jewrÐac twn metab�sewn f�shc.

3 Fainomenologik  perigraf  twn metab�sewn f�-

sewc

3.1 SummetrÐa kai sp�simo aut c

'Ena basikì qarakthristikì poll¸n metab�sewn f�shc eÐnai to legìmeno sp�simo sum-
metrÐac: to fusikì sÔsthma qarakthrÐzetai apì mÐa summetrÐa gia T > Tc, h opoÐa exa-
fanÐzetai ìtan pern� to krÐsimo shmeÐo. Ac jewr soume gia par�deigma èna ulikì sthn
paramagnhtik  tou f�sh. ApousÐa exwterikoÔ pedÐou, h magn tis  tou eÐnai mhdèn. Den u-
p�rqei loipìn k�poia protimhtèa kateÔjunsh mèsa sto ulikì. An fantastoÔme ìti èqoume
mÐa nanoskopik  metrhtik  suskeu  mèsa sto ulikì, ja katagr�yei thn Ðdia sumperifor�
proc ìpoia kateÔjunsh ki an strafeÐ.

Den isqÔei to Ðdio gia th sidhromagnhtik  f�sh. H kateÔjunsh tou dianÔsmatoc thc
magn tishc sp�ei thn isotropÐa tou ulikoÔ. H upojetik  mac metrhtik  suskeu  mèsa sto
ulikì ja katagr�fei diaforetikèc sumperiforèc an�loga me to sqetikì prosanatolismì
thc wc proc th magn tish. Na shmeiwjeÐ ìti h summetrÐa de sp�ei entel¸c. ExakoloujeÐ
na up�rqei summetrÐa peristrof c wc proc ton �xona thc magn tishc: dÔo prosanatolismoÐ
thc metrhtik c suskeu c pou sqhmatÐzoun Ðdia gwnÐa me to di�nusma thc magn tishc ja
anadeÐxoun thn Ðdia fusik  sumperifor�.

To sp�simo summetrÐac mporeÐ na diatupwjeÐ sth gl¸ssa thc statistik c mhqanik c
pio komy�. H Qamiltìnia allhlepÐdrashc twn atìmwn se èna magnhtikì ulikì profan¸c
den perièqei h Ðdia k�poia protimhtèa kateÔjunsh: eÐnai pl rwc isotropik  ìson afor�
th summetrÐa. To ìti mÐa Qamiltonian  qarakthrÐzetai apì mÐa summetrÐa de shmaÐnei bè-
baia kai ìti oi exis¸seic thc kÐnhshc (  oi idiokatast�seic thc sthn kbantik  perÐptwsh)
ja qarakthrÐzontai apì thn Ðdia summetrÐa. Gia par�deigma, mìno oi katast�seic s sto
�tomo tou udrogìnou anadeiknÔoun th sfairik  summetrÐa pou qarakthrÐzei tic dun�meic
Coulomb. Sth statistik  mhqanik  ta jermodunamik� megèjh kataskeu�zontai apì th
sun�rthsh epimerismoÔ, h opoÐa exart�tai mìno apì th Qamiltonian , kai kat� qarakthrÐ-
zetai apì thn summetrÐa thc Qamiltonian c. Wstìso h katastatik  exÐswsh pou prokÔptei
apì th sun�rthsh epimerismoÔ, mporeÐ na epidèqetai pollèc lÔseic, p.q. diaforetikèc timèc
thc magn tishc gia Ðdiec timèc exwterikoÔ pedÐou kai jermokrasÐac pou na antistoiqoÔn se
paramagnhtik  kai sidhromagnhtik  f�sh. H lÔsh h opoÐa epilègetai se k�je perÐptwsh
antistoiqeÐ sthn elaqistopoÐhsh thc eleÔjerhc enèrgeiac: den up�rqei kanènac lìgoc h
epilegìmenh lÔsh na antistoiqeÐ se diat rhsh thc arqik c summetrÐac tou sust matoc.
Sto majhmatikì epÐpedo aut  eÐnai h aitÐa tou spasÐmatoc summetrÐac kai kat� sunèpeia
thc Ôparxhc mètab�sewn f�shc.

Sun jwc se epark¸c uyhlèc jermokrasÐec h kat�stash isorropÐac sèbetai th summe-
trÐa thc Qamiltonian c. Aplousteutik�, mporeÐ na pei kaneÐc ìti h �takth jermik  kÐnhsh
(pou wc qaotik  den mporeÐ na xeqwrÐsei kateujÔnseic) uperkalÔptei opoiad pote �lla
endogen  qarakthristik� tou sust matoc kai pnÐgei k�je emf�nish asummetrÐac. 'Oso e-
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latt¸netai h jermokrasÐa ìmwc, h èntash twn �taktwn jermik¸n kin sewn mei¸netai kai
kat� sunèpeia mporeÐ na anadeiqjeÐ h opoiad pote asummetrÐa. An sumbeÐ k�ti tètoio tìte
èqoume met�bash f�shc.

To sp�simo summetrÐac eÐnai sun jwc aujìrmhto: se èna magnhtikì ulikì den mporeÐ
kaneÐc na prosdiorÐsei ek twn protèrwn se poia kateÔjunsh ja magnhtisteÐ, ìtan per�sei
sth sidhromagnhtik  f�sh. Autì de shmaÐnei ìti h epilog  thc kateÔjunshc eÐnai tuqaÐa,
all� ìti kajorÐzetai apì par�gontec pou eÐnai èxw apì ton k�je peiramatikì èlegqo kai
oi opoÐoi mporeÐ na exart¸ntai apì thn idiaÐterh istorÐa k�je deÐgmatoc (p.q. atèleiec
sto plègma lìgw thc kataskeu c tou,   to s ma apì èna kinhtì thlèfwno th stigm  thc
met�bashc).

Se pollèc peript¸seic den èqoume sp�simo summetrÐac, all� allag  summetrÐac. Gia
par�deigma, o p�goc k�tw apì uyhl  pÐesh kai se qamhl  jermokrasÐa anadiat�ssei to
plègma tou kai apì to exagwnikì plègma tou sun jouc p�gou metapÐptei se kubikì plègma
pou qarakthrÐzei mÐa f�sh pou kaleÐtai p�goc II. EpÐshc up�rqoun metab�seic f�shc, oi
opoÐec de qarakthrÐzontai oÔte apì sp�simo, oÔte apì allag  summetrÐac. Autèc kaloÔn-
tai metab�seic f�shc �peirhc di�stashc kai eÐnai genik� sp�niec.

'Askhsh 3.1. Diab�ste sth sqetik  bibliografÐa gia to sp�simo summetrÐac pou qa-
rakthrÐzei diaforetik� eÐdh metab�sewn f�shc.

3.2 JewrÐa Lant�ou

H kajolikìthta pou emfanÐzetai stouc krÐsmouc ekjètec upodhl¸nei ìti ja mporoÔse Ðswc
kaneÐc na prosdiorÐsei touc krÐsimouc ekjètec me apl� jermodunamik� epiqeir mata, qwrÐc
na qreiasteÐ na eisag�gei polÔploka montèla statistik c mhqanik c pou na perigr�foun
tic mikroskopikèc allhlepidr�seic metaxÔ twn atìmwn. MÐa tètoia jermodunamik  pro-
sèggish prosfèrei h jewrÐa Lant�ou, thn efarmog  thc opoÐac se magnhtik� sust mata
ja anaptÔxoume sth sunèqeia.

Oi basikèc upojèseic thc jewrÐac Lant�ou eÐnai oi ex c:
1. AgnooÔme ton pediakì qarakt ra thc paramètrou t�xhc, dhlad  jewroÔme ìti h par�-
metroc t�xhc (gia èna magnhtikì sÔsthma h magn tish an� mon�da m�zac m) paÐrnei thn
Ðdia tim  se ìla ta shmeÐa tou ulikoÔ.
2. H katastatik  sun�rthsh pou exart�tai apì thn par�metro t�xhc (gia magnhtikì ulikì
h eleÔjerh enèrgeia Gibbs g) eÐnai analutik  sun�rthsh twn metablht¸n thc.

Upojètoume epÐshc se èna magnhtikì ulikì h eleÔjerh enèrgeia Gibbs eÐnai isotropi-
k  sun�rthsh tou m, dhlad  ìti den xeqwrÐzei ek twn protèrwn mÐa kateÔjunsh sto
q¸ro gia magn tish. Autì eÐnai eÔlogo dedomènou ìti oi katastatikèc sunart seic dia-
throÔn th summetrÐa thc Qamiltìniac pou perigr�fei tÐc mikroskopikèc allhlepidr�seic
tou sust matoc. Apì tic parap�nw upojèseic prokÔptei ìti h eleÔjerh enèrgeia mporeÐ
na grafteÐ san èna an�ptugma dun�mewn tou m2. Krat¸ntac ìrouc mèqri deÔterhc t�xhc
wc proc m2 paÐrnoume

g(t,m) = g0 +
1

2
µ(t)m2 +

λ(t)

4!
m4 + . . . (19)
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ìpou t = (T − Tc)/Tc.
'H eleÔjerh enèrgeia Gibbs prèpei na eÐnai fragmènh apì k�tw (alli¸c ja mporoÔme

na paÐrnoume aperiìrista meg�lec posìthtec enèrgeiac apì to ulikì ìso pio polÔ to
magnhtÐzoume), opìte λ(t) > 0.

To magnhtikì pedÐo gr�fetai wc B =
(

∂g
∂m

)
T
. ApousÐa pedÐou èqoume

(
∂g
∂m

)
T

= 0.

Autì mac dÐnei dÔo endeqìmena gia tic timèc thc magn tishc se kat�stash isorropÐac:
� an µ(t) > 0, up�rqei mìno èna mègisto, gia m0 = 0.
� an µ(t) < 0, up�rqei mÐa apeirÐa megÐstwn pou qarakthrÐzontai apì ta shmeÐa thc sfaÐrac
m2

0 = −6µ(t)/λ(t).

Sth deÔterh perÐptwsh h kat�stash summetrÐac m0 = 0 den apoteleÐ jermodunamik�
eustaj  kat�stash: den antistoiqeÐ se el�qisto thc eleÔjerhc enèrgeiac g. Oi jermodu-
namik� eustajeÐc katast�seic qarakthrÐzontai apì mh mhdenik  tim  thc magn tishc kai
kat� sunèpeia Ôparxh anisotropÐac sto ulikì. Autì eÐnai akrib¸c autì pou qarakthrÐzei
th met�bash paramagnhtikoÔ ulikoÔ se sidhromagnhtikì. 'Ara h krÐsimh jermokrasÐa, pou
antistoiqeÐ sto t = 0, ja prèpei na antistoiqeÐ sthn allag  pros mou sto µ(t). Dhlad 
µ(0) = 0. AnaptÔssontac th sun�rthsh µ(t) gÔrw apì to t = 0 èqoume µ(t) = bt + . . ..
Gia ton upologismì twn krÐsimwn ekjet¸n arkeÐ mìno o pr¸toc ìroc, arkeÐ bèbaia b 6= 0.
H akrib c sumperifor� thc sun�rthshc λ(t) gÔrw apì to shmeÐo isorropÐac den ephre�zei
touc krÐsimouc ekjètec, opìte mporoÔme na thn antikatast soume me th stajer� λ = λ(0),
arkeÐ aut  na mh mhdenÐzetai.

'Opwc anafèrame nwrÐtera to sp�simo summetrÐac sto krÐsimo shmeÐo eÐnai aujìrmhto,
dhlad  den eÐnai dunatì na problefjeÐ h kateÔjunsh thc magn tishc. Epilègontac mÐa o-
poiad pote kateÔjunsh mporoÔme na gr�youme thn eleÔjerh enèrgeia Gibbs sa sun�rthsh
tou mètrou m0 thc magn tishc

g(t,m0) = g0 +
1

2
µ(t)m2

0 +
λ

4!
m4

0. (20)

Gia t < 0, h eustaj c kat�stash qarakthrÐzetai apì magn tish m0 =
√
−6µ(t)/λ ∼

(−t)1/2, opìte o krÐsimoc ekjèthc β = 1
2
.

H eleÔjerh enèrgeia Helmholtz f = g + B ·m, opìte gia B = 0

f(t, 0) = g(t,m0) =

{
g0, t > 0
g0 − 3b2t2/2λ, t < 0

(21)

kai eÐnai suneq c sun�rthsh sto t = 0 me suneq  pr¸th par�gwgo. Autì katadeiknÔei
ìti h met�bash eÐnai suneq c. (Epibebai¸ste to parap�nw, melet¸ntac th sumperifor�
thc eswterik c enèrgeiac sto krÐsimo shmeÐo).

MporoÔme na upologÐsoume kai thn tim  thc eidik c jermìthtac cB gia B = 0. Diapi-
st¸netai eÔkola ìti up�rqei asunèqeia (kai ìqi apeirismìc). Aut  h sumperifor� tupik�
qarakthrÐzetai ìti antistoiqeÐ se tim  tou krÐsimou ekjèth α = 0.

Gia na upologÐsoume touc ekjètec γ kai δ prèpei na jewr soume mh mhdenik  tim  tou

magnhtikoÔ pedÐou. Apì th sqèsh B =
(

∂g
∂m

)
T
blèpoume ìti h magn tish eÐnai par�llhlh
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sto magnhtikì pedÐo, opìte qrhsimopoi¸ntac mìno ta mètra twn dianusm�twn

B = µ(t)m+
λ

6
m3. (22)

Sto krÐsimo shmeÐo µ = 0, opìte B ∼ m3 kai kat� sunèpeia δ = 3.
DiaforÐzontac thn exÐswsh (22) paÐrnoume

(µ(t) +
λ

2
m2)χT = 1. (23)

Gia B = 0, jètoume m = 0 gia t > 0 kai m = −6µ/λ gia t < 0, opìte

χT |B=0 =

{
µ−1, t > 0
−1

2
µ−1, t < 0

. (24)

ProkÔptei loipìn ìti o krÐsimoc ekjèthc γ = 1, tìso gia t > 0 ìso kai gia t < 0.
An sugkrÐnei kaneÐc ta apotelèsmata thc jewrÐac Lant�ou me aut� thc jewrÐac van

der Waals gia th met�bash aerÐou-ugroÔ, ja dei ìti prokÔptoun akrib¸c oi Ðdioi krÐsimoi
ekjètec. Autì ja apoteloÔse mÐa entupwsiak  epibebaÐwsh thc kajolikìthtac, an oi
timèc aut¸n twn ekjet¸n  tan realistikoÐ. Dustuq¸c ìmwc oi problèyeic thc jewrÐac
Lant�ou den eÐnai polÔ akribeÐc. Se sun jh magnhtik� sust mata èqoume men α ' 0, all�
oi timèc gia touc upìloipouc ekjètec apèqoun arket� apì autoÔc pou problèpei h jewrÐa
Lant�ou. (Ja doÔme sth sunèqei ìti h taÔtish twn apotelesm�twn thc jewrÐac Lant�ou
me aut� thc jewrÐac van der Waals ofeÐletai sto ìti kai oi dÔo jewrÐec antistoiqoÔn sthn
Ðdia prosèggish: aut  thc jewrÐac mèsou pedÐou.)

DÔo eÐnai ta basik� meionekt mata thc jewrÐac Lant�ou:
1. H upìjesh thc analutik c sumperifor�c thc katastatik c sun�rthshc gÔrw apì to
shmeÐo isorropÐac eÐnai polÔ perioristik . Se realistik� sust mata up�rqoun kai mh-
analutikoÐ ìroi, oi opoÐoi suneisfèroun shmantik� stic timèc twn krÐsimwn ekjet¸n.
2. H jewrÐa Lant�ou agnoeÐ tic diakum�nseic thc paramètrou t�xhc mèsa sto ulikì. Aut 
h prosèggish, en¸ eÐnai arket� kal  sth sÔnhjh jermodunamik  isorropÐa, eÐnai teleÐwc
�stoqh gia fusik� sust mata kont� sto krÐsimo shmeÐo. Ja doÔme sth sunèqeia ìti oi
diakum�nseic eÐnai exairetik� èntonec kai ìti to ulikì eÐnai idiaÐtera euaÐsjhto akìma kai
se exairetik� asjeneÐc exwterikèc paremb�seic ìtan brÐsketai sto krÐsimo shmeÐo.

'Askhsh 3.2. Sth jewrÐa Lant�ou up�rqei h perÐptwsh h par�metroc λ(t) sto a-
n�ptugma thc eleÔjerhc enèrgeiac Gibbs na mhdenÐzetai sto krÐsimo shmeÐo. Se aut n thn
perÐptwsh prèpei kaneÐc na sumperil�bei ton ìro trÐthc t�xhc wc proc m2 sto an�ptugma,
dhlad  na gr�yei

g(t,m) =
1

2
µ(t)m2 +

κ(t)

6!
m6 + . . . (25)

Na upologistoÔn oi krÐsimoi ekjètec.
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'Askhsh 3.3. Jermodunamikì sÔsthma qarakthrÐzetai apì bajmwt  par�metro t�xhc
φ, wc proc thn opoÐa h eleÔjerh enèrgeia Gibbs gr�fetai

g(T, φ) =
1

2
φ2 +

a(T )

3!
φ3 +

b(T )

4!
φ4, (26)

ìpou a(T ), b(T ) > 0. Na brejoÔn oi sunj kec pou prèpei na ikanopoioÔn oi sunart seic
a, b ¸ste to sÔsthma na qarakthrÐzetai apì allag  f�shc. Aut  h allag  f�shc eÐnai
pr¸thc t�xhc   suneq c? Exhg ste.

'Askhsh 3.4. Fusikì sÔsthma pou qarakthrÐzetai apì met�bash f�shc perigr�fe-
tai apì mÐa bajmwt  par�metro t�xhc φ ≥ 0. H eleÔjerh sun�rthsh Gibbs sa sun�rthsh
thc paramètrou t�xhc kai thc anhgmènhc jermokrasÐac t = (T − Tc)/Tc (Tc h krÐsimh
jermokrasÐa) eÐnai

g(t, φ) =
1

2
µ(t)φ2 +

a

6
φ3,

ìpou gia timèc tou t kont� sto 0, µ(t) ' bt, b > 0, kai a > 0. H suzug c jermodunamik 
posìthta tou φ kaleÐtai ε, prosdiorÐzetai wc ε = ∂g

∂φ
, antistoiqeÐ se entatik  par�metro

tou sust matoc pou kajorÐzetai exwterik� kai paÐrnei p�nta jetikèc timèc.
a)Epibebai¸ste ìti to t = 0 antistoiqeÐ se met�bash f�shc gia ε = 0 kai deÐxte ìti aut 
eÐnai suneq c.
b) Melet ste th sumperifora thc anhgmènhc jermoqwrhtikìthtac c0 gÔrw apì to krÐsimo
shmeÐo, kai prosdiorÐste ton krÐsimo ekjèth α.
g) BreÐte th sqèsh pou dÐnei to φ sa sun�rthsh tou ε gia t > 0 kai t < 0 kai k�nte ta
antÐstoiqa graf mata φ− ε. Ti sumbaÐnei sto ìrio ε→∞?
d) UpologÐste ton krÐsimo ekjèth γ′.

4 H statistik  mhqanik  perigraf  twn metab�-

sewn f�sewc

UpenjumÐzoume ìti h statistik  mhqanik  basÐzetai sth dunatìthta kataskeu c thc eleÔ-
jerhc enèrgeiac Helmholtz apì th Qamiltonian  pou perigr�fei th mikroskopik  sumperi-
for� twn swmatidÐwn pou apoteloÔn èna jermodunamikì sÔsthma. 'Estw Ĥ h Qamiltonian 
pou antistoiqeÐ sta mikroskopik� sustatik� tou sust matoc. Aut  eÐnai sun�rthsh k�-
poiwn exwterik¸n paramètrwn X, ìpwc gia par�deigma tou ìgkou tou doqeÐou V mèsa sto
opoÐo brÐsketai to aèrio,   enìc exwterikoÔ magnhtikoÔ pedÐou B klp. Oi idiotimèc thc,
Ea, ja eÐnai kai autèc sunart seic twn paramètrwn Q, opìte gr�fontai wc Ea(X). An
to sÔsthma brÐsketai se isorropÐa me mÐa dexamen  jermìthtac T = β−1, h pijanìthta na
brÐsketai to sÔsthma sthn kat�stash a gia dedomènec timèc twn exwterik¸n paramètrwn
X dÐnetai apì thn katanom  Gibbs

ρa =
1

Z(β,X)
e−βEa(X), (27)
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ìpou Z[β,X] =
∑

a e
−βEa(X) h sun�rthsh epimerismoÔ tou sust matoc. H sÔndesh

me th jermodunamik  perigraf  prokÔptei apì thn taÔtish thc eswterik c enèrgeiac tou
sust matoc me th mèsh enèrgeia thc katanom c Gibbs

U(β,X) :=
∑

Ea(X)ρa = − 1

Z(β,X)

(
∂Z(β,X)

∂β

)
X

, (28)

apì thn opoÐa prokÔptei h basik  sqèsh gia thn eleÔjerh enèrgeia Helmholtz F =
U − TS, pou eÐnai h basik  katastatik  jermodunamik  sun�rthsh sto q¸ro (T,Q)

F (β,X) = −β−1 logZ[β,X]. (29)

Apì th gn¸sh tou F mporeÐ na kataskeu�sei pl rwc ìla ta jermodunamik� megèjh
kai na brei thn katastatik  exÐswsh tou sust matoc.

4.1 Sunart seic sÔzeuxhc

H katanom  Gibbs epitrèpei ton prosdiorismì statistik¸n posot twn, per� apì ta fusik�
megèjh thc jermodunamik c. MporoÔme gia par�deigma na upologÐsoume tic jermikèc
diakum�nseic thc eswterik c enèrgeiac

(δE)2 =
∑
a

E2
aρa −

[∑
a

Eaρa

]2

. (30)

Aut  h posìthta ermhneÔetai wc h statistik  diaspor� twn tim¸n thc enèrgeiac, gia
metr seic pou gÐnontai diadoqik� p�nw sto jermodunamikì sÔsthma qwrÐc na metatrèpoun
thn kat�stash isorropÐac.

Sthn pr�xh bèbaia den mporoÔme na metr soume thn tim  ektatik¸n posot twn ìpwc h
enèrgeia: oi metr seic ektatik¸n posot twn se èna jermodunamikì sÔsthma eÐnai kurÐwc
topikèc. Ac jewr soume gia par�deigma èna sÔsthma apì N swm�tia kai ac onom�soume
s mÐa fusik  posìthta pou qarakthrÐzei k�je èna apì aut�. Sto q¸ro twn f�sewn
tou sust matoc ja èqoume sunart seic s1, s2, . . . , sN , k�je mÐa pou ja dÐnei thn tim  thc
posìthtac gia k�je swm�tio. To s mporeÐ na antistoiqeÐ se mÐa sunist¸sa thc jèshc  
thc orm c enìc aerÐou,   sthn kinhtik  tou enèrgeia, en¸ se èna magnhtikì sÔsthma mporeÐ
na eÐnai h probol  tou spin k�je atìmou wc proc ènan �xona. To �jroisma S =

∑N
i=1 si

ja eÐnai h olik  tim  aut c thc posìthtac sto ulikì, p.q. h sunolik  kinhtik  enèrgeia
twn atìmwn gia èna aèrio,   h probol  thc sunolik c magn tishc enìc magnhtikoÔ ulikoÔ
wc proc ènan �xona.

Prof�n¸c mporoÔme kat� analogÐa me th sqèsh (30) na orÐsoume tic diakum�nseic thc
posìthtac S,   akìma kai thc si gia k�je i qwrist�. Perissìtero endiafèron ìmwc èqoun
oi sunart seic sÔzeuxhc gia diaforetikèc timèc tou i, ìpwc

G2
ij =

∑
a

si(a)sj(a)ρa − (
∑
a

si(a)ρa)(
∑

b

sj(b)ρb), (31)
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ìpou si(a) eÐnai h tim  thc posìthtac si ìtan to sÔsthma brÐsketai sthn kat�stash a.
H fusik  ermhneÐa thc parap�nw posìthtac mporeÐ na katanohjeÐ pio eÔkola na jew-

r soume ìti ta si antistoiqoÔn sta atomik� spin enìc magnhtikoÔ ulikoÔ. Se aut n thn
perÐptwsh o deÐkthc i anafèretai sta shmeÐa tou plègmatoc enìc stereoÔ. H sun�rthsh
sÔzeuxhc mac prosdiorÐzei pìso èntona eÐnai susqetismènec oi timèc tou spin se diafore-
tik� shmeÐa tou plègmatoc, dhlad  pìsh plhroforÐa se sqèsh me to spin j mporoÔme na
p�roume an metr soume thn tim  tou spin i. An h sun�rthsh sÔzeuxhc paÐrnei mikrèc timèc
ta spin i kai j de sqetÐzontai metaxÔ touc: an gnwrÐzoume thn tim  tou si den mporoÔme na
k�noume kamÐa ektÐmhsh gia thn tim  tou sj. AntÐjeta, an h sun�rthsh sÔzeuxhc paÐrnei
meg�lh tim , tìte h gn¸sh thc tim c tou si mac prosdiorÐzei (Ðswc kai pl rwc) thn tim 
tou sj. H sun�rthsh sÔzeuxhc epÐshc anafèretai kai sthn allhlepÐdrash twn spin sto
plègma: an h sÔzeuxh metaxÔ i kai j eÐnai èntonh, tìte an sumbeÐ k�ti sto shmeÐo i (p.q.
to spin antistrèyei thn kateÔjunsh tou epeid  allhlepÐdrase me k�poio fwtìnio), tìte
aut  h metabol  mporeÐ na diadojeÐ mèsa sto plègma apì shmeÐo se shmeÐo kai na ft�sei
wc to shmeÐo j.

MporeÐ kaneÐc na orÐsei kai sunart seic sÔzeuxhc uyhlìterhc t�xhc Gn
i1i2...in , oi o-

poÐec anafèrontai sto pìso sqetÐzontai metaxÔ touc n-�dec swmatidÐwn. Up�rqei ènac
algorijmikìc trìpoc na kataskeu�zei kaneÐc tic jermikèc sunart seic sÔzeuxhc apì thn
katanom  Gibbs. 'OrÐzoume thn genn tria sun�rthsh

Z[β, J ] =
∑
a

e−βEa−
∑

i
Jisi(a), (32)

gia k�poiouc arijmoÔc Ji. (EÐnai sa na prosjètoume ènan ìro magnhtik c allhlepÐdra-
shc Ji/β gia k�je spin sth Qamiltonian , opìte h genn tria sun�rthsh tautÐzetai me
th sun�rthsh epimerismoÔ thc nèac Qamiltonian c). MporeÐ kaneÐc na diapist¸sei polÔ
eÔkola ìti oi jermikèc mèsec timèc ginomènwn apì si prokÔptoun apì thn parag¸gish thc
genn triac sun�rthshc

〈si1si2 . . . sin〉 =
∂nZ[β, J ]

∂Ji1∂Ji2 . . . ∂Jin

|J=0. (33)

H jermik  mèsh tim  〈si1si2 . . . sin〉 den apoteleÐ ìmwc swstì mètro thc ènnoiac thc
sÔzeuxhc. ApodeiknÔetai ìti h swst  sun�rthsh sÔzeuxhc prokÔptu an p�rei kaneÐc wc
genn tria sun�rthsh to log�rijmo thc Z[β, J ]. 'Eqoume dhlad 

Gn
i1i2...in =

∂n logZ[β, J ]

∂Ji1∂Ji2 . . . ∂Jin

|J=0. (34)

'Askhsh 4.1. Epibebai¸ste ìti gia n = 2 h sqèsh (34) dÐnei thn (31). Gr�yte epÐshc
th sun�rthsh sÔzeuxhc G3

ijk. Poia eÐnai h fusik  thc shmasÐa?

4.2 KrÐsimoi ekjètec sÔzeuxhc

Se èna stereì, ìpou ta �toma brÐskontai se sugkekrimèna shmeÐa enìc plègmatoc, oi
deÐktec i twn posot twn si anafèrontai se shmeÐa tou plègmatoc, dhlad  se shmeÐa tou
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q¸rou. Se prosèggish suneqoÔc mporoÔme na gr�youme mÐa sun�rthsh sÔzeuxhc, wc
sun�rthsh twn dianusm�twn jèsewc aut¸n twn shmeÐwn. 'Etsi

G2
ij → G2(ri, rj). (35)

Se èna omoiogenèc ulikì, oi fusikèc posìthtec de ja prèpei na exart¸ntai apì thn epilog 
thc arq c twn axìnwn, �ra h sun�rthshG2 ja prèpei na eÐnai sun�rthsh mìno thc diafor�c
r1−r2. An to ulikì eÐnai kai isìtropo h dieÔjunsh tou r1−r2 den paÐzei kanèna rìlo, opìte
h sun�rthsh sÔzeuxhc exart�tai mìno apì to mètro tou kai kat� sunèpeia antistoiqeÐ se
mÐa sun�rthsh G2(r) thc apìstashc metaxÔ dÔo atìmwn.

Ac exeidikeÔsoume t¸ra th suz ths  mac kai ac jewr soume ìti oi posìthtec si oi
opoÐec meletoÔme antistoiqoÔn se k�poia par�metro t�xhc pou sqetÐzetai me mÐa met�bash
f�shc. UpenjumÐzoume ìti oi par�metroi t�xhc orÐzontai en gènei wc pediakèc metablhtèc
me ex�rthsh wc proc to q¸ro. Se èna magnhtikì ulikì h epilog  gia si wc to spin
tou atìmou sth jèsh i eÐnai ousiastik� epilog  thc magn tishc wc par�metro t�xhc,
dedomènou ìti h magn tish proèrqetai apì thn �jroish twn magnhtik¸n rop¸n twn atìmwn,
oi opoÐec eÐnai an�logec tou spin aut¸n5 H sun�rthsh G2 prosdiorÐzetai peiramatik� apì
th skèdash netronÐwn se magnhtik� ulik�: ta netrìnia eÐnai hlektrik� oudètera, all�
èqoun mh-mhdenik  magnhtik  rop  kai ètsi allhlepidroÔn me tic magnhtikèc ropèc twn
atìmwn.

K�tw apì kanonikèc sunj kec h sun�rthsh G2 mhdenÐzetai gr gora ìso aux�nei h
apìstash r. Autì eÐnai eÔlogo dedomènou ìti oi dun�meic allhlepÐdrashc eÐnai mikr c
embèleiac. 'Otan plhsi�zoume sto krÐsimo shmeÐo, h sun�rthsh sÔzeuxhc pèftei perÐpou
ekjetik�

G2(r) ∼ e−r/ξ. (36)

H posìthta ξ èqei diast�seic m kouc, kai kaleÐtai m koc sÔzeuxhc. Blèpoume loipìn ìti
gia r ∼ ξ h sÔzeuxh eÐnai sqetik� èntonh, opìte up�rqoun perioqèc mèsa sto ulikì me
qarakthristikì mègejoc ξ, mèsa stic opoÐec ìla ta spin deÐqnoun sthn Ðdia kateÔjunsh.
To m koc sÔzeuxhc eÐnai sun�rthsh thc jermokrasÐac. 'Otan plhsi�zoume thn krÐsimh
jermokrasÐa aux�nei suneq¸c me ènan ekjetikì nìmo ξ(t) ∼ |t|−ν . O arijmìc ν eÐnai ènac
�lloc krÐsimoc ekjèthc, o opoÐoc sta perissìtera magnhtik� ulik� paÐrnei tim  perÐpou
0.66.

Gia T = Tc, h sumperifor� thc sun�rthshc sÔzeuxhc gia timèc tou r megalÔterec apì
tic endoatomikèc apost�seic proseggÐzetai apì thn èkfrash

G2(r) ∼ 1

r1+η
. (37)

O arijmìc η eÐnai ènac �lloc krÐsimoc ekjèthc, kaleÐtai an¸malh di�stash tou sust -
matoc kai paÐrnei timèc metaxÔ 0 kai 0.1. Blèpoume loipìn ìti sthn krÐsimh jermokrasÐa
to sÔsthma emfanÐzei entonìtath sÔzeuxh. To mègejoc twn perioq¸n tou ulikoÔ pou
qarakthrÐzontai apì thn Ðdia tim  tou spin se k�je �tomo aux�nei suneq¸c, kai mÐa mikr 
metabol  se èna spin mporeÐ na diadojeÐ se exairetik� meg�lh apìstash.

5
Για αέρια το αντίστοιχο της G2(r) είναι η λεγόμενη συνάρτηση ακτινικής κατανομής σωματιδίων, που

προσδιορίζει πόσο συχνά μπορύν να βρεθούν δύο μόρια του αερίου σε απόσταση μεταξύ r και r + dr.
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Sq ma 5: H katanom  twn spin se èna sidhromagnhtikì ulikì sta plaÐsia tou montèlou tou Ising,
gia di�forec timèc thc anhgmènhc jermokrasÐac, t = (T − Tc)/Tc. a) t = −1 , b) t = −0, 75,
c) t = −0, 5, d) t = −0, 25, e) t = 0, f) t > 0. Oi leukèc perioqèc antistoiqoÔn se tm mata
tou ulikoÔ ìpou ta spin èqoun Ðdio prosanatolismì. To mègejìc touc antistoiqeÐ sto m koc
sÔzeuxhc. [Ogita et al, J. Phys. Soc. Japan 26S 145, 1969].

To basikì qarakthristikì thc sumperifor�c thc sun�rthshc sÔzeuxhc p�nw sto krÐ-
simo shmeÐo eÐnai h summetrÐa diaklim�kwshc (scaling symmetry). Autì shmaÐnei ìti h
sumperifor� tou sust matoc paramènei analloÐwth se opoiad pote klÐmaka metr sewn.
An gia par�deigma k�noume èna gr�fhma tou G2(r) thc sqèshc (37) gia apost�seic apì
1− 10µm, kai èna �llo gia apost�seic apì 1− 10mm kai xeq�soume poiec mon�dec qrh-
simopoi same se k�je di�gramma, eÐnai adÔnato na poÔme poio eÐnai poio. To parap�nw
eÐnai idi�zon qarakthristikì twn sunart sewn thc morf c f(r) = ra, kai katadeiknÔei ìti
h sumperifor� tou sust matoc emfanÐzetai me ton Ðdio trìpo se ìlec tic klimakec. Se
antÐjesh, ènac nìmoc ekjetik c pt¸shc, qarakthrÐzetai apì mÐa sugkekrimènh stajer�
me diast�seic m kouc (to m koc sÔzeuxhc), opìte h grafik  par�stash thc antÐstoiqhc
sun�rthshc sumperifèretai me diaforetikì trìpo se diaforetikèc klÐmakec apìstashc.

H summetrÐa diaklim�kwshc eÐnai polÔ sp�nia sth fusik  kai gia autìn to lìgo eÐnai
idiaÐtera axioshmeÐwth h k�je emf�nis  thc. To entupwsiakì thc diaklim�kwshc stic su-
neqeÐc metab�seic f�shc eÐnai ìti to fusikì sÔsthma èqei mÐa engen  klÐmaka apìstashc
(aut  twn endoatomik¸n apost�sewn), h opoÐa faÐnetai na mhn paÐzei kanènan apolÔtwn
rìlo sth fusik  sumperifor� tou sust matoc kat� th met�bash f�shc. Aut  h para-
t rhsh eÐnai ousiastik� h basik  arq  p�nw sthn opoÐa sthrÐqjhke h sÔgqronh jewrÐa
metab�sewn f�shc, mèsw thc opoÐac mpìresan na prosdioristoÔn epakrib¸c oi krÐsimoi
ekjètec.

'Askhsh 4.2. 'Estw ìti mi h magnhtik  rop  enìc atìmou. DeÐxte ìti h diakÔman-
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sh (δM)2 thc olik c magn tishc M =
∑

imi isoÔtai sto suneqèc ìrio me V
∫
d3rG2(r),

ìpou G2(r) h sun�rthsh sÔzeuxhc gia th magn tish. Sth sunèqeia deÐxte ìti (δM)2 ∼ χT

(gr�yte th stajer� analogÐac), katal gontac ètsi sto legìmeno je¸rhma thc grammik c
apìkrishc gia magnhtikì ulikì ∫

d3rG2(r) =
1

ρ

χT

β
, . (38)

ìpou ρ h puknìthta tou ulikoÔ.

'Askhsh 4.3. Oi krÐsimoi ekjètec η, ν den eÐnai metaxÔ touc anex�rthtoi. ProkÔptei
peiramatik� ìti ikanopoioÔn tic sqèseic 3ν + α = 2 kai (2 − η)ν = γ, pou eÐnai gnwstèc
wc nìmoi twn Josephson kai Fisher antÐstoiqa. DeÐxte ìti oi dÔo parap�nw exis¸seic
mporoÔn na paraqjoÔn apì thn upìjesh (pou ofeÐletai ston Kadanoff) ìti h sun�rthsh
sÔzeuxhc dÐnetai apì th sqèsh

G2(r, t) =
f(rt(2−α)/3)

r1+η
, t = |T − Tc|/Tc, (39)

ìpou f sun�rthsh mÐac metablht c.

'Askhsh 4.4. H èkfrash (37) eÐnai asumptwtik  gia timèc tou r polÔ megalÔterec
apì tic endoatomikèc apost�seic. Sth genik  perÐptwsh h sun�rthsh sÔzeuxhc ja eÐnai

thc morf c G2(r) = f(r/a)
r1+η . UpologÐste to metasqhmatismì Fourier thc sun�rthshc sÔ-

zeuxhc
∫
d3rG2(r)e−ik·r kai deÐqte ìti gia mikrèc timèc tou k = |k| sumperifèretai san

k−2+η.

4.3 To montèlo tou Ising

Sth sunèqeia ja melet soume k�poia apl� statistik� montèla me ta opoÐa mporoÔme na
katal�boume kalÔtera th met�bash f�shc sta magnhtik� ulik�. ProtoÔ proqwr soume
se k�poia realistik� montèla ac k�noume pr¸ta k�poiouc poiotikoÔc prosdiorismoÔc.

Gia eukolÐa ja jewr soume to spin san èna klasikì sÔsthma dÔo epipèdwn, dhlad 
ìti antistoiqeÐ se mÐa di�krith posìthta s, h opoÐa paÐrnei timèc −1 kai 1. 'Otan èna
spin brÐsketai se èna magnhtikì pedÐo h enèrgeia allhlepÐdrashc eÐnai −µsB, ìpou µ
mÐa stajer� me diast�seic magnhtik c rop c. Ta spin pou brÐskontai se diaforetik�
�toma allhlepidroÔn en gènei metaxÔ touc me magnhtikèc dun�meic. Ac jewr soume thn
akraÐa perÐptwsh ìpou h metaxÔ touc allhlepÐdrash eÐnai amelhtèa. Tìte h sun�rthsh
epimerismoÔ upologÐzetai eÔkola wc Z = [2 cosh(µβB)]N . H eleÔjerh enèrgeia Helmholtz
eÐnai an�logh tou N , kai kat� sunèpeia h mèsh magn tish an� spin m den exart�tai apì
to N . Sugkekrimèna

m = µ tanh(µβB) (40)

kai gia mikrèc timèc tou B paÐrnoume m = µ2βB. H sumperifor� eÐnai qarakthristik 
enìc paramagnhtikoÔ ulikoÔ.
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Sto �llo ìrio oi allhlepidr�seic metaxÔ twn spin eÐnai tìso isqurèc pou anagk�-
zoun k�je spin na k�nei akrib¸c to Ðdio me to geitonikì tou. Tìte to sÔsthma twn N
spin sumperifèretai san èna meg�lo spin me timèc N,−N . H sun�rthsh epimerismoÔ tì-
te upologÐzetai Z = 2 cosh(NµβB). H magn tish an� spin exart�tai èntona apì to N .
BrÐskoume ìti m = µ tanh(NµB). Ed¸ den èqei nìhma to ìrio twn mikr¸n B. O arijmìc
N eÐnai tìso ter�stioc se èna realistikì sÔsthma (N ' 1023) pou akìma kai gia exai-
retik� mikrèc timec tou B, NµB >> 1, opìte m = µ. Aut  eÐnai xek�jara sumperifor�
sidhromagnhtikoÔ ulikoÔ. Katal goume loipìn sto ex c sumpèrasma: h sidhromagnhtik 
sumperifor� (pou sqetÐzetai me to sp�simo thc summetrÐac) emfanÐzetai ìtan oi allhlepi-
dr�seic twn spin eÐnai tìso èntonec, ¸ste na anagk�zoun ta spin na deÐqnoun sullogik�
proc thn Ðdia kateÔjunsh. Gia na melet soume tic metab�seic f�shc prèpei na prosdio-
rÐsoume montèla allhlepÐdrashc gia geitonik� spin, ta opoÐa na brÐskontai k�pou sto
endi�meso metaxÔ aut¸n twn akraÐwn sumperifor¸n.

An mac endiafèrei kurÐwc h sumperifor� tou sust matoc gÔrw apì to krÐsimo shmeÐo,
de qrei�zetai na kataskeu�soume k�poio realistikì montèlo basismèno se pr¸tec arqèc.
H parathroÔmenh kajolikìthta stic metab�seic f�seic upodhl¸nei ìti arkeÐ èna montèlo
na èqei swst  poiotik  sumperifor� ¸ste na mac prosdiorÐsei axiìpista touc krÐsimouc
ekjètec.

To shmantikìtero kai aploÔstero montèlo pou mporeÐ na perigr�yei th sidhromagnh-
tik  met�bash eÐnai to montèlo tou Ising, to opoÐo orÐzetai gia klasik� spin ìpwc sta
parap�nw mac paradeÐgmata. H Qamiltonian  pou to perigr�fei eÐnai exairetik� apl .

H = −B
∑

i

si +
∑
ij

Jijsisj, (41)

ìpou Jij = J an i, j geitonik� spin, alli¸c Jij = 0.
Gia na kajoristeÐ pl rwc to montèlo tou Ising, prèpei na prosdiorÐsoume to plègma

p�nw sto opoÐo eÐnai topojethmèna ta spin. Upì aut n thn ènnoia to montèlo mporeÐ na
oristeÐ se monodi�stato, disdi�stato   kai trisdi�stato plègma. H teleutaÐa perÐptwsh
eÐnai bèbaia h realistik , all� dustuq¸c sta 85 qrìnia thc Ôparxhc tou montèlou den
èqei brejeÐ akìma analutik  lÔsh. Proseggistikèc kai arijmhtikèc mèjodoi dÐnoun timèc
α = 0, 12, β = 0, 33, γ = 1, 24, δ = 4.8, η = 0.03, ν = 0.63. Autèc oi timèc eÐnai arket�
kont� sta peiramatik� dedomèna, all� ìqi akrib¸c. Antijètwc, up�rqoun analutikèc
lÔseic gia to montèlo tou Ising se 1 kai 2 diast�seic. Gia th mÐa di�stash, h lÔsh dìjhke
apì ton Ðdio ton Ising to 1925 kai to sÔsthma de qarakthrÐzetai apì sidhromagnhtik 
f�sh. Gia tic dÔo diast�seic, h lÔsh dìjhke apì ton Onsager to 1944 gia B = 0 kai
oloklhr¸jhke gia B 6= 0 apì ton Zamalodchikov mìlic to 1989: stic dÔo diast�seic
up�rqei ìntwc sidhromagnhtik  met�bash f�shc.6

Up�rqoun arket� �lla montèla pou èqoun protajeÐ gia th melèth thc sidhromgnhtik c
f�shc (bl. sqetik  bibliografÐa), all� kanèna de ft�nei thn aplìthta tou montèlou tou
Ising kai kanèna apì ta epilÔsima den prosfèrei beltÐwsh wc proc ta apotelèsmata autoÔ.

6
Στη διεύθυνση http://homepages.ed.ac.uk/s0095122/Applet2-page.htm υπάρχει μία πολύ καλή προ-

σομοίωση του μοντέλου του Ising σε δύο διαστάσεις, όπου μπορείτε να δείτε τη συμπεριφορά των μαγνη-
τικών περιοχών για διαφορετικές τιμές της σταθεράς σύζευξης και της θερμοκρασίας.
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4.4 H jewrÐa mèsou pedÐou

H aploÔsterh prosèggish gia thn epÐlush problhm�twn pou sqetÐzontai me suneqeÐc me-
tab�seic f�shc eÐnai h legìmenh prosèggish mèsou pedÐou. Aut  den anafèretai mìno se
metab�seic f�shc, all� qrhsimopoieÐtai en gènei san pr¸th prosèggish gia ton upolo-
gismì jermodunamik¸n posot twn se statistik� sust mata pou den epidèqontai akrib 
lÔsh. H basik  idèa eÐnai na jewr sei kaneÐc ìti se k�je swm�tio askeÐtai mÐa exwterik 
dÔnamh, h opoÐa prokÔptei sa mèsh tim  apì tic dun�meic pou tou askoÔn ìla ta �lla
swm�tia. Autì faÐnetai eÔlogo ex' arq c, all� wc prosèggish de lamb�nei k�ti up' ìyh
thc. An jewr soume ìti èna swm�tion kineÐtai k�tw apì th dr�sh mÐac mèshc dÔnamhc,
xeqn�me to gegonìc ìti sthn pragmatikìthta h dÔnamh pou tou askoÔn ta �lla swm�tia
parousi�zei jermikèc diakum�nseic, pou proèrqontai tìso apì tic allhlepidr�seic twn
�llwn swmatidÐwn metaxÔ touc, all� kai apì th epan�dr�sh tou Ðdiou tou swmatidÐou pou
xeqwrÐsame se aut� pou to perib�lloun. H prosèggish mèsh pedÐou loipìn upotim�, an
den agnoeÐ teleÐwc thn Ôparxh sÔzeuxhc metaxÔ twn diaforetik¸n swmatidÐwn kai gia autì
to lìgo de ja prèpei na perimènei kaneÐc na dÐnei akrib  apotelèsmata gia tic timèc twn
krÐsimwn ekjet¸n.

Ja melet soume thn prosèggish mèsou pedÐou sto montèlo tou Ising. H Qamiltonian 
tou montèlou autoÔ mporeÐ na grafteÐ san

H = −
∑

i

(B −
∑
j

Jijsj)si. (42)

Apì thn parap�nw exÐswsh faÐnetai ìti to spin si brÐsketai k�tw apì th dr�sh e-
nìc energoÔ magnhtikoÔ pedÐou Beff = −∑j Jijsj pou proèrqetai apì tic allhlepidr�-
seic tou me ta �lla spin. H prosèggish mèsou pedÐou sunÐstatai sthn antikat�stash
tou sj sth sqèsh gia to Beff me th jermik  mèsh tim  〈sj〉 autoÔ. Dhlad  gr�foume
Beff = −∑j Jij〈sj〉, opìte paÐrnoume thn energì Qamiltonian Heff = −(B+Beff )

∑
i si.

Wstìso h mèsh tim  〈si〉 prosdiorÐzetai mèsw thc katanom c Gibbs gia thn energì Qamil-
tìnia Heff . PaÐrnoume loipìn

〈si〉 =
eβ(B+Beff ) − e−β(B+Beff )

eβ(B+Beff ) + e−β(B+Beff )
= tanh[β(B +Beff )]

= tanh[β(B −
∑
j

Jij〈sj〉)]. (43)

An jewr soume to sÔsthma omoiogenèc den perimènoume h mèsh tim  tou spin na meta-
b�letai apì shmeÐo se shmeÐo, opìte mporoÔme na tautÐsoumc to 〈si〉 me th stajer  mèsh
magn tish an� spin m. Kat' autìn ton trìpo paÐrnoume

m = tanh[β(B − Jzm)], (44)

ìpou z o arijmìc twn plhsièsterwn geitìnwn se k�je shmeÐo tou plègmatoc (z = 2 se mÐa
di�stash, z = 4 gia tetragwnikì plègma se dÔo diast�seic, z = 3 gia kubikì plègma se
treic diast�seic klp.) Gia B = 0 h exÐswsh (44) epidèqetai lÔsh pèra apì thn tetrimmènh
m = 0 mìno an J < 0. Gr�fontac J = −ε parathroÔme ìti h exÐswsh m = tanh(βεzm)
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apodèqetai mh-mhdenik  lÔsh, mìno ìtan tanh(βεzm) > m gia mikr�m, dhlad  an βεz > 1,
kaj¸c gia timèc tou m > 1, tanh(βεzm) ' 1 < m. Se aut n thn perÐptwsh up�rqei mh
mhdenik  magn tish, �ra kai sidhromagnhtik  f�sh. 'Ara h tim  βc = 1

εz
eÐnai h krÐsimh

jermokrasÐa.

Sq ma 6: H isìthta x = tanh(ax), epidèqetai mÐa mh-mhdenik  lÔsh an a > 1.

H prosèggish mèsou pedÐou eÐnai teleÐwc �stoqh gia to montèlo Ising sth mÐa di�stash,
afoÔ ekeÐ h akrib c lÔsh deÐqnei ìti den up�rqei allag  f�shc. Stic dÔo diast�seic h
prosèggish mèsou pedÐou problèpei βc = 0.25ε−1, en¸ h akrib c lÔsh dÐnei βc = 0.44ε−1.
Stic treic diast�seic p�li h prosèggish mèsou pedÐou dÐnei βc = 0.133ε−1, en¸ h arijmhtik 
melèth tou montèlou dÐnei βc = 0.222ε−1.

Gia na upologÐsoume touc krÐsmouc ekjètec gr�foume t = (T −Tc)/Tc, b = βB, opìte
h exÐswsh (44) gr�fetai wc

m = tanh(
m

1 + t
+ b). (45)

AnaptÔssontac tanh(x) = x− 1
3
x3 + . . . brÐskoume gia b = 0: m = m

1+t

(
1− m2

3(1+t)2

)
,

h opoÐa apodèqetai th mh-mhdenik  lÔsh: m2 = −3t(1 + t)2, gia t < 0. Opìte gia mikrì
|t|, m ∼ |t|1/2. 'Ara o krÐsimoc ekjèthc β = 1/2.

Gia t > 0, arkeÐ na krat sei kaneÐc ton pr¸to ìro tou anaptÔgmatoc thc uperbolik c
efaptomènhc, opìte m = b + m

1+t
, apì to opoÐo prokÔptei ìti h magnhtik  diaperatìthta

χ ∼ t−1. O ekjèthc γ isoÔtai loipìn me 1. Me an�logo trìpo deÐqnei kaneÐc ìti kai gia
t < 0, o ekjèthc γ′ = 1. (H apìdeixh af netai san �skhsh).

Gia t = 0 to an�ptugma thc uperbolik c efaptomènhc dÐnei m = m + b − 1
3
(m + b)3,

opìte m + b = (3b)1/3. Gia timèc tou b polÔ kont� sto 0, b << b1/3, opìte paÐrnoume
3b = m3. 'Ara o krÐsimoc ekjèthc δ = 3.

Gia na upologÐsoume th mèsh tim  thc enèrgeiac, qrhsimopoioÔme thn energì Qamiltìnia
Heff , apì thn opoÐa prokÔptei tetrimmèna ìti h mèsh enèrgeia an� spin (�ra kai h eswterik 
enèrgeia an� spin u) dÐnetai apì th sqèsh

u = −(B + εzm)m. (46)

Gia B = 0, paÐrnoume u = −εzm2. 'Otan t > 0, m = 0, opìte u = 0 kai kat� sunèpeia
cB = 0. Gia t < 0 qrhsimopoioÔme thn tim  thc mh mhdenik c lÔshc m2 ' −3t, opìte
u = −3εzt. Kaj¸c gia t = 0, h eswterik  enèrgeia mhdenÐzetai, h met�bash eÐnai suneq c,
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en¸ paragwgÐzontac brÐskoume ìti up�rqei peperasmènh asunèqeia tou cB sto t = 0. 'Ara
o krÐsimoc ekjèthc α = 0.

O upologismìc twn ekjet¸n ν, η eÐnai arket� pio polÔplokoc kai dÐdetai upì th morf 
thc �skhshc 4.6. ParathroÔme ìti ta apotelèsmata gia touc krÐsimouc ekjètec gia th
jewrÐa mèsou pedÐou tautÐzontai me aut� thc jewrÐac Lant�ou. Autì den eÐnai sÔmptw-
sh: oi upojèseic thc jewrÐac Lant�ou eÐnai to antÐstoiqo thc jewrÐac mèsou pedÐou sto
epÐpedo twn jermodunamik¸n sunart sewn. Sth jewrÐa mèsou pedÐou agnoÔme th sunei-
sfor� twn diakum�nsewn thc paramètrou t�xewc melet¸ntac mìno th mèsh thc tim  m. Oi
exis¸seic (44) den odhgoÔn se lÔseic pou na antistoiqoÔn se apeirismoÔc twn katastati-
k¸n sunart sewn, �ra oi basikèc proôpojèseic thc prosèggishc Lant�ou ikanopoioÔntai.
Gia autì to lìgo tautÐzontai kai ta apotelèsmata. Opoiad pote prìodoc pèra apì th
jewrÐa pedÐou, prèpei na lamb�nei upìyh kai tic sunart seic sÔzeuxhc thc paramètrou t�-
xhc. H jewrÐa pou epitrèpei autì kaleÐtai jewrÐa epakanonikopoÐhshc (renormalization),
oi problèyeic thc opoÐac gia touc krÐsimouc ekjètec brÐskontai pèra apì ta plaÐsia tou
sugkekrimènou maj matoc

'Askhsh 4.5. Upologismìc twn ekjet¸n ν, ε sth jewrÐa mèsou pedÐ-
ou. O upologismìc twn parap�nw ekjet¸n eÐnai idiaÐtera polÔplokoc, dedomènou ìti h
mèsh jewrÐa pedÐou faÐnetai na agnoeÐ th suneisfor� twn sunart sewn sÔzeuxhc. Mpo-
roÔme ìmwc na kataskeu�soume tic sunart seic sÔzeuxhc qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma
thc grammik c apìkrishc. Ta b mata eÐnai ta akìlouja.
a) Jewr ste to montèlo Ising me anomoiogenèc spin, dhlad  jewr ste ìti to magnhtikì
pedÐo metab�lletai apì shmeÐo se shmeÐo tou plègmatoc. (AntÐ gia B èqoume xeqwrist 
tim  tou Bi gia k�je i. ApodeÐxte th sqèsh grammik c apìkrishc upì th morf 

G2
ij = β−1∂〈si〉

∂Bj

. (47)

b) H prosèggish mèsou pedÐou parousÐa tou anomoiogenoÔc magnhtikoÔ pedÐou dÐnei

〈si〉 = tanh

β(Bi + ε
γειτ∑

j

〈sj〉)

 , (48)

ìpou h �jroish sto dexÐ mèroc thc exÐswshc anafèretai sta geitonik� spin. Jewr ste
pr¸ta thn perÐptwsh t > 0. Jewr¸ntac mikrèc timèc thc magn tishc krat ste mìno to
grammikì ìro sto an�ptugma. Ja l�bete èna sÔnolo grammik¸n exis¸sewn. ParagwgÐste
wc proc Bj gia na p�rete mÐa èkfrash gia th sun�rthsh sÔzeuxhc b�sei thc sqèshc gram-
mik c apìkrishc. P�rte to suneqèc ìrio antistoiqÐzontac 〈si〉 → m(ri). Jewr ste kubikì
plègma se treic diast�seic me qarakthristikì b ma a. Apì touc ìrouc sto �jroisma proc
ta geitonik� spin krat ste mìno tic parag¸gouc thc qamhlìterhc t�xhc pou suneisfèrei
mh-mhdenik�. Ja kataskeu�sete ètsi mÐa grammik  diaforik  exÐswsh gia to G2(r − r′).
BreÐte th lÔsh thc me metasqhmatismì Fourier. Apì th morf  thc metasqhmatismènhc ka-
t� Fourier sun�rthshc sÔzeuxhc prosdiorÐste to m koc sÔzeuxhc. DeÐxte ìti o krÐsimoc
ekjèthc ν = 1

2
. Gia t = 0 prosdiorÐste to η qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma thc �skhshc

4.3.
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g) Epanal�bete to b ma (b) gia t < 0. Se aut n thn perÐptwsh anaptÔxte to 〈si〉 gÔrw
apì th mèsh tim  tou m wc 〈si〉 = m + δi. P�rte èna sÔsthma grammik¸n exis¸sewn a-
naptÔsswntac thn uperbolik  efaptomènh wc proc δi. Ta upìloipa b mata eÐnai an�loga
me thn perÐptwsh (b).

'Askhsh 4.6 Ja anaptÔxoume ed¸ mÐa �llh morf  thc jewrÐac mèsou pedÐou gia magnh-
tik� ulik�. Xekin� kaneÐc apì thn kbantik  èkfrash thc allhlepÐdrashc N spin megèjouc
s (ìqi aparaÐthta s = 1/2) me to magnhtikì pedÐo:

Ĥ = −µ
∑
i=1

Ŝi · B̂. (49)

To ginìmeno Ŝi·B̂ paÐrnei tic 2s+1 diaforetikèc timèc (ms)iB,ms = −s,−s+1, . . . , s−1, s.

a) DeÐxte ìti h sun�rthsh epimerismoÔ dÐnetai apì th sqèsh Z =
[

sinh((s+ 1
2
)βµB)

sinh( 1
2
βµB)

]N
. Pro-

fan¸c dedomènou ìti de l�bame upìyh mac allhlepidr�seic metaxÔ twn spin, h sumperifor�
tou sust matoc antistoiqeÐ se aut  enìc paramagnhtikoÔ ulikoÔ. Gr�yte ekpefr�smèna
thn katastatik  exÐswsh, dhlad  th sqèsh thc magn tishc an� spin m me to magnhtikì
pedÐo.
b) Sth sunèqeia epeisèrqetai h upìjesh mèsou pedÐou. JewroÔme ìti to sunolikì apo-
tèlesma thc allhlepÐdrashc metaxÔ twn spin mporeÐ na dojeÐ apì mÐa metabol  thc tim c
tou pedÐou pou dr� se k�je spin xeqwrist� kat� Beff , ìpou Beff = λNm, ìpou λ mÐa
fainomenologik  stajer�. Antikajist¸ntac sthn katastatik  exÐswsh tou skèlouc (a)
thn tim  B + Beff sth jèsh tou B gr�yte mÐa exÐswsh, pou sundèei th magn tish m me
to pedÐo B. DeÐxte ìti gia s = 1

2
aut  h sqèsh tautÐzetai me th sqèsh (44). BreÐte

tic timèc tou β gia tic opoÐec up�rqei sidhromagnhtik  f�sh kai prosdiorÐste thn krÐsimh
jermokrasÐa.
g) UpologÐste touc krÐsimouc ekjètec α, β, γ, δ. To apotèlesma de ja prèpei na sac
ekpl ssei.
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