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Η έννοια του Συντηρητικού Πεδίου
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Υπολογίζουμε το έργο της βαρυτικής δύναμης κατά μήκος 

μιας τυχαίας διαδρομής από το σημείο Α στο ΒΒαρυτικό Πεδίο

Συντηρητική Δύναμη

Έργο βαρυτικής δύναμης
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𝑾𝑨→𝑩 = 𝑨

𝑩
𝑭 ∙ 𝒅Ԧ𝒍= 𝑨

𝑩
−𝑮

𝑴𝒎

𝒓𝟐 Ƹ𝒊 ∙ 𝒅𝒍መ𝒍 =

− 𝑮𝑴𝒎 𝑨

𝑩 𝒅𝒍

𝒓𝟐 Ƹ𝒊 ∙ መ𝒍 = −𝑮𝑴𝒎 𝑨

𝑩 𝒅𝒍

𝒓𝟐 𝒄𝒐𝒔𝜽

Αλλά 𝒅𝒍𝒄𝒐𝒔𝜽 = 𝒅𝒓 Οπότε:

−𝑮𝑴𝒎 𝑨

𝑩 𝒅𝒍

𝒓𝟐 𝒄𝒐𝒔𝜽 = −𝑮𝑴𝒎 𝒓𝑨

𝒓𝑩 𝒅𝒓

𝒓𝟐
Τελικά:

𝑾𝑨→𝑩 = −
𝑮𝑴𝒎

𝒓𝑨
− −

𝑮𝑴𝒎

𝒓𝑩
= 𝑼𝑨 − 𝑼𝑩

Το έργο της βαρυτικής δύναμης είναι ανεξάρτητο της διαδρομής και εξαρτάται μόνο από 

την αρχική και τελική θέση
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Η έννοια του συντηρητικού πεδίου

➢ Συντηρητικό πεδίο ονομάζεται το πεδίο εκείνο στο οποίο το έργο που παράγεται από 

τη δύναμη του πεδίου εξαρτάται μόνο από την αρχική και την τελική θέση και όχι από τη 

διαδρομή που ακολουθείται.

➢  Συντηρητικό πεδίο ονομάζεται το πεδίο εκείνο στο οποίο το έργο της δύναμης του 

πεδίου κατά μήκος μιας κλειστής διαδρομής είναι μηδέν.

➢Υπάρχουν άπειρες διαδρομές που ενώνουν δύο σημεία του πεδίου. Το έργο της δύναμης 

του πεδίου κατά μήκος όλων αυτών των διαδρομών είναι το ίδιο.

➢ ΤΟ ΒΑΡΥΤΙΚΟ ΚΑΙ ΤΟ ΗΛΕΚΤΡΟΣΤΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ ΕΙΝΑΙ ΣΥΝΤΗΡΗΤΙΚΑ ΠΕΔΙΑ.
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Συντηρητικές και μη Συντηρητικές δυνάμεις

➢ Το έργο που παράγει μια συντηρητική δύναμη σε ένα 

σωματίδιο, το οποίο κινείται μεταξύ δύο οποιωνδήποτε 

σημείων, (i) είναι ανεξάρτητο από την τροχιά που ακολουθεί 

το σωματίδιο και (ii) μηδενικό όταν η τροχιά είναι κλειστή. 

(Βαρύτητα, δύναμη ελατηρίου, ηλεκτροστατική δύναμη).

➢ Οι μη συντηρητικές δυνάμεις (τριβή) δεν ικανοποιούν τις 

ιδιότητες αυτές.

➢ Επειδή το έργο που παράγεται στο βιβλίο εξαρτάται από τη 

διαδρομή, η τριβή είναι μια μη συντηρητική δύναμη.
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Η έννοια του συντηρητικού πεδίου - Δυναμική Ενέργεια

➢ ΤΟ ΒΑΡΥΤΙΚΟ ΕΙΝΑΙ ΣΥΝΤΗΡΗΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ.
Το έργο της δύναμης του πεδίου ισούται με τη ΔΙΑΦΟΡΑ ΤΩΝ ΔΥΝΑΜΙΚΩΝ ΕΝΕΡΓΕΙΩΝ UA – UB

στα σημεία Α και Β του πεδίου.

→

 
= − − 

 

1 1
A B

A B

W GMm
r r

Εάν rΒ στο άπειρο τότε:

A B A B

A B

1 1
W U U GMm

r r
→

 
= − = − − 

 

A

A

GMm
U

r
= −
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Η έννοια του συντηρητικού πεδίου – Αρχή διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας
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Έχουμε ήδη αποδείξει ότι:

→
= −

A B A B
W U U

→    
= − = −  

A B . . . .
W U U K

   
+  = +

. . . .
U U K

ΑΡΧΗ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

𝑾𝑨→𝑩 = 𝑲𝑩-𝑲𝑨



Βαρυτική δυναμική ενέργεια

( )

( )

ασκ.

ˆ ˆ( ) f i

f i

W

W mg y y

W mg y mg y

=  

 =  −
 

= −

F r

j j

εξωτ.

εξωτ.

εξωτ.

( )f iy y ˆ = −r j

Παράγουμε έργο στο σύστημα ανυψώνοντας κατακόρυφα το βιβλίο.

Η μετατόπιση του βιβλίου είναι:

Το έργο που παράγεται στο σύστημα εκδηλώνεται ως αύξηση της ενέργειας του 

συστήματος.

 

Η βαρυτική δυναμική ενέργεια είναι η ενέργεια που έχει ένα σώμα σε μια 

δεδομένη θέση πάνω από την επιφάνεια της Γης.

Ug = mgy (J),βαθμωτό μέγεθος



Η έννοια της Βαθμίδας Δυναμικής Ενέργειας



Η έννοια της Βαθμίδας Δυναμικής Ενέργειας

Βαρυτικό Πεδίο

− =  =  = −  = −    
B A B A A

A B
A B A B B

U U F d dU F d dU F d dU F d

= − = − = −x y z

dU dU dU
F , F , F

dx dy dz
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= + + = − + + 

   

   
= − + + 

   

x y z

U U Uˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆF F i F j F k i j k
x y z

ˆ ˆ ˆF i j k U
x y z

ˆ ˆ ˆi j k
x y z

   
 = + + 

   

ΒΑΘΜΙΔΑ ΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

F U= −

𝑑𝑈 = −𝐹𝑥𝑑𝑥



Βαρυτικό Πεδίο

ˆ ˆ ˆi j k
x y z

   
 = + + 
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Η έννοια της Βαθμίδας Δυναμικής Ενέργειας

Δίδεται η συνάρτηση Δυναμικής Ενέργειας ενός σωματίου:

Να υπολογίσετε τη δύναμη F σε ένα τυχαίο σημείο (x,y) που 

δέχεται το σωμάτιο. 

Λύση

Υπολογίσουμε κάθε παράγωγο ξεχωριστά

Ԧ𝐹= − 9𝑥2𝑦 − 7 Ƹ𝒊 − 3𝑥3 Ƹ𝒋

F U= −

Σε μία διάσταση 

Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥
Fy=-

𝑑𝑈

𝑑𝑦
Fz=-

𝑑𝑈

𝑑𝑧

Fr=-
𝑑𝑈

𝑑𝑟

𝐹𝑥=−
𝑑𝑈

𝑑𝑥
= −

𝑑

𝑑𝑥
3𝑥3𝑦 − 7𝑥 =− 9𝑥2𝑦 − 7

𝐹𝑦=−
𝑑𝑈

𝑑𝑦
= −

𝑑

𝑑𝑦
3𝑥3𝑦 − 7𝑥 =− 3𝑥3 − 0 = −3𝑥3

𝑈 𝑥, 𝑦 =3𝑥3𝑦 − 7𝑥



Βαρυτικό Πεδίο

ˆ ˆ ˆi j k
x y z

   
 = + + 
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Η έννοια της Βαθμίδας Δυναμικής Ενέργειας

U 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 3𝑥2y + 2xz – xyz2

Δίδεται η συνάρτηση Δυναμικής Ενέργειας μιας μάζας M μέσα σε 

ένα βαρυτικό πεδίο.

Να υπολογίσετε τη δύναμη F που ασκείται στη μάζα Μ από το 

βαρυτικό πεδίο. 

Λύση

Υπολογίσουμε κάθε παράγωγο ξεχωριστά

Ԧ𝐹= − (6xy+2z-yz2) Ƹ𝒊 − (3x2−xz2) Ƹ𝒋 − (2x−2xyz)𝒌

F U= −

Σε μία διάσταση 

Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥
Fy=-

𝑑𝑈

𝑑𝑦
Fz=-

𝑑𝑈

𝑑𝑧

Fr=-
𝑑𝑈

𝑑𝑟

𝐹𝑥=−
𝑑𝑈

𝑑𝑥
= −

𝑑

𝑑𝑥
3𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑧 − 𝑥𝑦𝑧2 =− 6𝑥𝑦 + 2𝑧 − 𝑦𝑧2

𝐹𝑦=−
𝑑𝑈

𝑑𝑦
= −

𝑑

𝑑𝑦
3𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑧 − 𝑥𝑦𝑧2 =− 3𝑥2 − 𝑥𝑧2

𝐹𝑧=−
𝑑𝑈

𝑑𝑧
= −

𝑑

𝑑𝑧
3𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑧 − 𝑥𝑦𝑧2 =− 2𝑥 − 2𝑥𝑦𝑧



Βαρυτικό Πεδίο

ˆ ˆ ˆi j k
x y z

   
 = + + 
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Η έννοια της Βαθμίδας Δυναμικής Ενέργειας

Δίδεται η συνάρτηση Δυναμικής Ενέργειας μιας μάζας Μ που 

βρίσκεται σε μια τυχαία θέση στο γήινο βαρυτικό πεδίο.

Να υπολογίσετε τη δύναμη F που ασκείται στη μάζα m από 

το γήινο βαρυτικό πεδίο. 

Λύση

Γνωρίζουμε ότι:

F U= −

Σε μία διάσταση 

Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥
Fy=-

𝑑𝑈

𝑑𝑦
Fz=-

𝑑𝑈

𝑑𝑧

Fr=-
𝑑𝑈

𝑑𝑟

= −
GMm

U
r

 
= −  = − −  

 

 
=  = −  

 

= −

r r

r r 2

r 2

dU d GMm
F F

dr dr r

d 1 1
F GMm F GMm

dr r r

GMm
F

r
= −

r 2

GMm
ˆF r

r

Νόμος της 

Παγκόσμιας έλξης



Διαγράμματα Δυναμικής Ενέργειας
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Η θέση x = 0 είναι θέση ευσταθούς ισορροπίας.

 Οποιαδήποτε μετατόπιση μακριά από τη 

συγκεκριμένη θέση προκαλεί μια δύναμη με 

κατεύθυνση προς τη θέση x = 0.

Οι διατάξεις ευσταθούς ισορροπίας αντιστοιχούν 

στις θέσεις εκείνες για τις οποίες η U(x) έχει ελάχιστη 

τιμή.

Στη θέση x = 0, Fx = 0, άρα το σωματίδιο βρίσκεται σε 
ισορροπία.

Για οποιαδήποτε άλλη τιμή του x, το σωματίδιο 
απομακρύνεται από τη θέση ισορροπίας.

Αυτό είναι ένα παράδειγμα ασταθούς ισορροπίας.

Οι διατάξεις ασταθούς ισορροπίας αντιστοιχούν σε 
εκείνες τις θέσεις για τις οποίες η U(x) έχει μέγιστη 
τιμή.

16

F U= −

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-1
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Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-2
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Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-3
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Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-4
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Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-5
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Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-6
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Fx=-
𝑑𝑈

𝑑𝑥

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-7



Βαρυτικό Πεδίο
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U 𝑥 = −
1

3 
𝑥3+

1

2 
𝑥2 + 2𝑥

Έστω ότι η δυναμική ενέργεια αλληλοεπίδρασης μεταξύ δύο σωματίων είναι:

Να υπολογίσετε: i) τη δύναμη F αλληλοεπίδρασης, ii) Τις θέσεις ισορροπίας 

και iii) Το είδος ισορροπίας.

Λύση
Υπολογίσουμε την F(x)

Ԧ𝐹= − −𝑥2 + 𝑥 + 2 Ƹ𝒊 = 𝑥2 − 𝑥 − 2 Ƹ𝒊

F U= −

𝐹𝑥 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑥

𝐹𝑦 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑦

𝐹𝑧 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑧

𝐹𝑥=−
𝑑𝑈

𝑑𝑥
= −

𝑑

𝑑𝑥
−

1

3 
𝑥3+

1

2 
𝑥2 + 2𝑥 =− −𝑥2 + 𝑥 + 2

i)

ii) Οι θέσεις ισορροπίας προσδιορίζονται από 
𝑑𝑈

𝑑𝑥
= 0. 

Οπότε:
−𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 ⇒ ቊ

𝑥 = 2
𝑥 = −1

Στις θέσεις αυτές η συνάρτηση της δυναμικής 

ενέργειας παρουσιάζει ακρότατα.

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-8

𝑑𝑈

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
−

1

3 
𝑥3+

1

2 
𝑥2 + 2𝑥 = −𝑥2 + 𝑥 + 2



Βαρυτικό Πεδίο
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U 𝑥 = −
1

3 
𝑥3+

1

2 
𝑥2 + 2𝑥

Έστω ότι η δυναμική ενέργεια αλληλοεπίδρασης μεταξύ δύο σωματίων 

είναι:

Να υπολογίσετε: i) τη δύναμη F αλληλοεπίδρασης, ii) Τις θέσεις 

ισορροπίας και iii) Το είδος ισορροπίας.

Λύση – Συνέχεια… 

Πρέπει να ελέγξουμε εάν τα ακρότατα αυτά είναι μέγιστα ή ελάχιστα. Επομένως 

υπολογίζουμε την τιμή της 2ης παραγώγου της δυναμικής ενέργειας στις θέσεις που 

μηδενίζεται η 1η παράγωγος.

F U= −

𝐹𝑥 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑥

𝐹𝑦 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑦

𝐹𝑧 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑧

iii)

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 =
𝑑

𝑑𝑥
−𝑥2 + 𝑥 + 2 = −2𝑥 + 1

Επομένως για x=2 έχουμε:
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 ==(-2∗ 2+1)= −3 < 0

για x=-1 έχουμε:
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2 =(-2∗ −1 +1)= 3 > 0

ΜΕΓΙΣΤΟ

ΕΛΑΧΙΣΤΟ

ΜΕΓΙΣΤΟ:ΘΕΣΗ ΑΣΤΑΘΟΥΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΕΛΑΧΙΣΤΟ:ΘΕΣΗ ΕΥΣΤΑΘΟΥΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-9

𝑑𝑈

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
−

1

3 
𝑥3+

1

2 
𝑥2 + 2𝑥 = −𝑥2 + 𝑥 + 2
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U 𝑟 = 𝑟𝑒−𝑎𝑟

Έστω ότι η δυναμική ενέργεια αλληλοεπίδρασης μεταξύ δύο σωματίων δίδεται από τη σχέση:

Όπου α>0 μία σταθερά και r η απόσταση μεταξύ τους. Να υπολογίσετε: i) τη δύναμη F αλληλοεπίδρασης, ii) 

τις θέσεις ισορροπίας και iii) το είδος ισορροπίας.

Λύση

Πρέπει να ελέγξουμε εάν τα ακρότατα αυτά είναι μέγιστα ή ελάχιστα. Επομένως υπολογίζουμε την τιμή της 2ης 

παραγώγου της δυναμικής ενέργειας στις θέσεις που μηδενίζεται η 1η παράγωγος.

i) 𝐹𝑟=−
𝑑𝑈

𝑑𝑟
Ƹ𝑟 = − 1 − 𝑎𝑟 𝑒−𝑎𝑟 Ƹ𝑟 = 𝑎𝑟 − 1 𝑒−𝑎𝑟 Ƹ𝑟

Διαγράμματα ενέργειας και ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας-10

𝑑𝑈

𝑑𝑟
=

𝑑

𝑑𝑥
𝑟𝑒−𝑎𝑟 = 1 − 𝑎𝑟 𝑒−𝑎𝑟

ii) Οι θέσεις ισορροπίας προσδιορίζονται από 
𝑑𝑈

𝑑𝑟
= 0. 

Οπότε:

1 − 𝑎𝑟 𝑒−𝑎𝑟 = 0 ⇒ ቐ
𝑟 = ∞

𝑟 =
1

𝑎
Στις θέσεις αυτές η συνάρτηση της δυναμικής ενέργειας παρουσιάζει ακρότατα.

iii)

𝑑2𝑈

𝑑𝑟2 =
𝑑

𝑑𝑟
1 − 𝑎𝑟 𝑒−𝑎𝑟 =

𝑑

𝑑𝑟
𝑒−𝑎𝑟 −

𝑑

𝑑𝑟
𝑎𝑟𝑒−𝑎𝑟 = −𝑎𝑒−𝑎𝑟 − 𝑎𝑒−𝑎𝑟 +𝑎2𝑟𝑒−𝑎𝑟=−2𝑎𝑒−𝑎𝑟+𝑎2𝑟𝑒−𝑎𝑟

Επομένως για 𝑟 =
1

𝑎
 έχουμε:

𝑑2𝑈

𝑑𝑟2 = −2𝑎𝑒−
1

𝑎
𝑎
+𝑎2 1

𝑎
𝑒−𝑎

1

𝑎 =
−2𝑎

𝑒
+

𝑎

𝑒
= −

𝑎

𝑒
<0 ΜΕΓΙΣΤΟ

ΘΕΣΗ ΑΣΤΑΘΟΥΣ 

ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ
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U 𝑥 = 4𝜀
𝜎

𝑥

12
−

𝜎

𝑥

6

1) Η Δυναμική Ενέργεια που σχετίζεται με τη δύναμη μεταξύ δύο ουδέτερων ατόμων σε ένα μόριο δίδεται 

από τη σχέση:

Όπου ε και σ δύο σταθερές, μεγαλύτερες του μηδενός. Να υπολογίσετε: i) τη δύναμη F αλληλοεπίδρασης,

 ii) τις θέσεις ισορροπίας και iii) το είδος ισορροπίας.

Ασκήσεις για εξάσκηση

2) Σε ένα σωμάτιο ασκείται συντηρητική  δύναμη της μορφής: Ԧ𝐅 = −𝑨𝒙 + 𝑩𝒙𝟐 Ƹ𝒊 . i) Να υπολογίσετε τη 

δυναμική ενέργεια του σωματίου σε μια τυχαία θέση η οποία απέχει από την αρχή των αξόνων (χ=0) 

απόσταση Χ. Δίδεται U=0 J για x=0m. ii) Να υπολογίσετε τη μεταβολή της δυναμικής ενέργειας ΔU του 

σωματίου καθώς μετακινείται από την θέση x=2m στη θέση x=3m. iii) να υπολογίσετε επίσης τη μεταβολή 

της κινητικής του ενέργειας ΔK.

3) Ένα σωμάτιο μάζας m=4Kgr κινείται κατά τον άξονα x. Η θέση του περιγράφεται από την εξίσωση:

𝒙 = 𝒕 + 𝟐𝒕𝟑 , όπου το x είναι μέτρα και το t σε sec. Να υπολογίσετε: i) Την κινητική του ενέργεια μια τυχαία 

χρονική στιγμή t. ii) Την επιτάχυνσή του α. iii) Τη δύναμη F που εξασκείται σε αυτό και iv) Το έργο που 

παράγει η δύναμη F κατά το χρονικό διάστημα t=0s έως t=2s.



Ευχαριστώ

Καλό διάβασμα…
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