
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ – ΓΕΝΙΚΑ  
Διαφορική εξίσωση n-τάξης : 1( , ,...., , , ) ( )n nf y y y y y R x− ʹ́ ʹ =  
Αν ( ) 0R x =  τότε οµογενής ΔΕ 

• Η γενική λύση µιας ΔΕ περιέχει τόσες αυθαίρετες παραµέτρους όσο και η 
τάξη της 

• Η γενική λύση µιας γραµµικής ΔΕ [ ( )y x ] ισούται µε το άθροισµα της γενικής 
λύσης της αντίστοιχης οµογενούς [ ( )oy x ] και µίας ειδικής λύσης της µη-
οµογενούς  [ ( )py x ] 

ΠΡΩΤΟΤΑΞΙΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  
1. Διαχωρίσιµη    ( ) ( )y A x B yʹ =  

Η λύση δίνεται από την εξίσωση       ( )
( )
dy A x dx
B y

=∫ ∫  

2. Οµογενής      ( )xy f
y

ʹ =  

Θέτουµε xu
y

=  και η εξίσωση µετατρέπεται στην 1 ( ( ) )u f u u
x

ʹ = − , η οποία 

είναι διαχωρίσιµη 
3. Γραµµική οµογενής ( ) 0y P x yʹ+ =  

Η προφανής γενική λύση είναι yo = c ⋅e
− P (x )dx∫  

4. Γραµµική µη-οµογενής ( ) ( )y P x y R xʹ+ =  

η λύση δίνεται από την σχέση ( )
o

o

R xy y dx
y

= ∫   όπου ( )P x dx
oy e−∫=  

5. Εξίσωση Bernoulli (µη-γραµµική ΔΕ)  ( ) ( ) vy a x y b x yʹ = +  
Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε vy−  και θέτουµε 1 vu y −=  οπότε 
παίρνουµε τελικά την εξίσωση (1 ) ( ) (1 ) ( )u v a x u v b xʹ − − = −  η οποία είναι 
γραµµική µη-οµογενής (περίπτωση 4) 

6. Εξίσωση Ricatti (µη-γραµµική ΔΕ)  2( ) ( ) ( )y a x y b x y c xʹ = + +  
Καταρχάς βρίσκουµε µία ειδική λύση h  και ύστερα θέτουµε y gY h= + . 
Αντικαθιστούµε στην ΔΕ και απαιτούµε πάλι ο συντελεστής του όρου Y να 

ισούται µε το µηδέν, δηλαδή 2g b ah
g
ʹ
= +  και υπολογίζουµε τη συνάρτηση g  

(περίπτωση 3). Στο τέλος η συνάρτηση Y υπολογίζεται από την διαχωρίσιµη 

ΔΕ:    2 1
( ) ( )

Y agY Y
a x g x dx

ʹ = ⇒ = −
∫

   

ΔΕΥΤΕΡΟΤΑΞΙΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
7. Γραµµική οµογενής µε σταθερούς συντελεστές 
      0ay by cyʹ́ ʹ+ + =  όπου , ,a b c  πραγµατικοί αριθµοί.  
      Αναζητούµε λύσεις της µορφής ( ) xy x eρ= . Αντικαθιστώντας στην ΔΕ     
καταλήγουµε στην εξίσωση 2 0a b cρ ρ+ + = . Αν υπάρχουν δύο λύσεις 1 2,ρ ρ  
τότε η γενική λύση της ΔΕ είναι 1 2

1 2( ) x xy x c e c eρ ρ= + . Αν η διακρίνουσα είναι 



ίση µε µηδέν και υπάρχει µόνο µία ρίζα ρ , τότε η γενική λύση της ΔΕ είναι 
y(x) = c1e

ρx + c2xe
ρx . 

8. Γραµµική µη-οµογενής µε σταθερούς συντελεστές 
      ( )ay by cy R xʹ́ ʹ+ + =   
Λύνουµε την αντίστοιχη οµογενή σύµφωνα µε το 7. Για την ειδική λύση της 
µη οµογενούς ψάχνουµε λύση py  που έχει την ίδια µορφή µε την ( )R x . 
Αντικαθιστούµε στην ΔΕ και θέτουµε τους συντελεστές κάθε συνάρτησης του 
x  ίσους µε το µηδέν.  
Π.Χ. i) αν ( ) cos(3 )R x x=  ή ( ) sin(3 )R x x=  τότε ( ) cos(3 ) sin(3 )py x A x B x= +  

         ii)        αν 2( ) xR x e=  τότε  2( ) x
py x Ae=  

iii) αν 2 3( ) x xR x e e−= +  τότε  2 3( ) x x
py x Ae Be−= +   

iv) αν 2( ) 2 4R x x= +  τότε  2( )py x Ax Bx C= + +  

v) αν 2 2( ) sin(2 ) 2 4xR x e x x= + + +  τότε  
2 2( ) cos(2 ) sin(2 )x

py x Ae B x C x Dx Ex F= + + + + +  
9. Γραµµική οµογενής του Euler 

2 0ax y bxy cyʹ́ ʹ+ + =  όπου , ,a b c  πραγµατικοί αριθµοί.  
Αναζητούµε λύσεις της µορφής ( ) sy x x= . Αντικαθιστώντας στην ΔΕ 
καταλήγουµε µε την εξίσωση 2 ( ) 0as b a s c+ − + = . Αν υπάρχουν δύο λύσεις 

1 2,s s  τότε η γενική λύση της ΔΕ είναι 1 2
1 2( ) s sy x c x c x= + . Αν η διακρίνουσα 

είναι ίση µε µηδέν και υπάρχει µόνο µία ρίζα s , τότε η γενική λύση της ΔΕ 
είναι y(x) = c1x

s + c2x
s ln x . 

10. Γραµµική οµογενής  ( ) ( ) 0y P x y Q x yʹ́ ʹ+ + =    αν γνωρίζουµε µία λύση 1y . 

Καταρχάς υπολογίζουµε την Βροσκιανή ( )
( )

P x dxW x e−∫= .  

Η δεύτερη λύση δίνεται από την σχέση 2 1 2
1

( )W xy y dx
y

= ∫  και η γενική λύση 

1 1 2 2y c y c y= +  
11. Γραµµική µη-οµογενής ( ) ( ) ( )y P x y Q x y R xʹ́ ʹ+ + =   αν γνωρίζουµε µία λύση 

1y  της αντίστοιχης οµογενούς. Καταρχάς λύνουµε την οµογενή εξίσωση όπως 
στο 10. Η µερική λύση της µη-οµογενούς δίνεται από την σχέση 

1 2
2 1p
Ry Ryy y dx y dx
W W

= −∫ ∫ , όπου W = y1y2́− y2 y1́  η Βροσκιανή.   

ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ  ΔΕ  ΜΕ ΣΤΑΘΕΡΟΥΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ 

12. Οµογενής ΔΕ  0Ly =   όπου  
1 2

1 2 1 01 2...
n n

n nn n

d d d dL a a a a a
dx dx dx dx

−

− −
= + + + + +  

µε τους συντελεστές 1 2 1 0, ,..., , ,n na a a a a−  ανεξάρτητους  του x . 
Αναζητούµε λύσεις της µορφής xeρ όπου τα ρ  είναι ρίζες της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης   

1 2
1 2 1 0( ) ... 0n n

n nF a a a a aρ ρ ρ ρ ρ−
−= + + + + + = . Αν µία από τις ρίζες, η 0ρ , 

είναι πολλαπλότητας r  τότε είναι λύσεις και οι 0 , 0,1,..., 1xkx e k rρ = − . 



13. Μη-οµογενής ΔΕ  ( )Ly R x= . 
Η ειδική λύση ( )py x  εξαρτάται από την µορφή της ( )R x  

• Αν η ( )R x  είναι εκθετικό της µορφής xeλ τότε η ειδική λύση είναι 
1( )
( )

x
py x e

F
λ

λ
= . Αν τολ συντονίζεται µε την ρίζα 0ρ  πολλαπλότητας r , 

τότε η ειδική λύση που αναζητάµε είναι η ( )( )
( )

r x

p r

x ey x
F

λ

λ
= . 

• Αν η ( )R x  είναι πολυώνυµο, αναζητούµε µερική λύση που είναι πολυώνυµο 
ιδίου βαθµού. 

• Αν η ( )R x  είναι ένα πολυώνυµο επί ένα εκθετικό, αναζητούµε ειδική λύση 
που είναι επίσης γινόµενο ενός πολυωνύµου ιδίας τάξης µε το ίδιο εκθετικό. 

• Σε περίπτωση που η ( )R x  είναι γραµµικός συνδυασµός των παραπάνω 
περιπτώσεων, ο ίδιος γραµµικός συνδυασµός θα δίνει και την  ( )py x . 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAPLACE 

Ορισµός : 
0

( ) L{ ( )} ( )stF S f t e f t dt
∞

−= = ∫  

Γραµµικότητα : 1 1 2 2 1 1 2 2L{ ( ) ( )} L{ ( )} L{ ( )}c f t c f t c f t c f t+ = +  
Θεώρηµα Παραγώγων : ( ) 1 2 ( 1)L{ ( )} ( ) (0) (0)... (0)n n n n nf t s F s s f s f f− − −ʹ= − − −  

Θεώρηµα Συνέλιξης :  1 2 1 2
0

L{ ( ) ( ) } ( ) ( )
t

f t t f t dt F s F sʹ ʹ ʹ− =∫  

Βασικές Ιδιότητες: L{ ( )} ( )ate f t F s a= − ,  ( )L{ ( )} ( 1) ( )n n nt f t F s= −  
Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό Laplace στην ΔΕ, ενσωµατώνοντας τις αρχικές 
συνθήκες και την λύνουµε. Με τον ανάστροφο µετασχ. Laplace βρισκουµε την f(t). 
 Βασικοί Μετασχηµατισµοί   [ ( ), ( )]f t F s  : 
1[1, ]
s

, 1[ , ]ate
s a−

, 2 2[sin , ]aat
s a+

, 2 2[cos , ]sat
s a+

, 2 2[sinh , ]aat
s a−

, 2 2[cosh , ]sat
s a−

, 

1

![ , ]n
n

nt
s +

, 2 2[ sin , ]
( )

at be bt
s a b− +

, 2 2[ cos , ]
( )

at s ae bt
s a b

−

− +
,  1

![ , ]
( )

n at
n

nt e
s a +−

 

ΔΕ 2ης τάξης µε συµµετρίες, που ανάγονται σε ΔΕ 1ης τάξης 
1. Συµµετρία µετατόπισης ως προς y (αµετάβλητες όταν y à y+α):  ʹ́y = F (x, ʹy )  
Θέτουµε   u = ʹy ,   ʹu = ʹ́y  ⇒ ʹu = F (x,u)  

2. Συµµετρία κλίµακας ως προς y (αµετάβλητες όταν y à λy) 
Θέτουµε  Y = eY ,   ʹy = ʹY eY ,   ʹ́y = ( ʹ́Y + ʹY 2 )eY  ⇒ ʹ́Y = F (x, ʹY )    (περίπτωση 1) 

3. Συµµετρία µετατόπισης ως προς x (αµετάβλητες όταν x à x+α):  ʹ́y = F (y, ʹy )  

(αυτόνοµες εξισώσεις). Θέτουµε  u ≡ u(y) = ʹy ,   ʹ́y = u du
dy

 ⇒ u du
dy

= F (y,u)  

4. Συµµετρία κλίµακας ως προς x  (αµετάβλητες όταν x à λx) 

Θέτουµε  dy
dx

=
1
x
u(y),   d

2 y
dx2

=
1
x2
u du
dy

−u
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΙΙΙ 
 

ΒΑΣΙΚΟΙ ΤΥΠΟΙ ΣΤΙΣ ΣΕΙΡΕΣ FOURIER 
 

Θεώρηµα σειρών Fourier 
 

Εάν µια συνάρτηση ( )f x  και η ( )f xʹ  είναι τµηµατικά συνεχείς στο ( , )L L− , τότε το 
ανάπτυγµα της ( )f x  σε σειρά Fourier στο διάστηµα ( , )L L− , είναι: 
 

0

1
( ) cos sin

2 n n
n

a n x n xf x a b
L L
π π∞

=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 
όπου οι συντελεστές Fourier na  και nb  δίνονται από: 

0
1 1 1( ) ,      ( )cos ,       ( )sin

L L L

n n
L L L

n x n xa f x dx a f x dx b f x dx
L L L L L

π π

− − −

= = =∫ ∫ ∫  

 
Αν το x είναι σηµείο συνέχειας της συνάρτησης, τότε η σειρά Fourier συγκλίνει στην τιµή ( )f x . 

Αν το x είναι σηµείο ασυνέχειας, τότε η σειρά Fourier συγκλίνει στο  1
2
[ f (x+ )+ f (x− )]  

 

Εναλλακτικός τύπος συντελεστών Fourier 
 
Αν η ( )f x  είναι περιοδική µε περίοδο 2L , οι συντελεστές Fourier δίνονται και από τις σχέσεις: 

 
2 2 2

0
1 1 1( ) ,      ( ) cos ,        ( )sin
c L c L c L

n n
c c c

n x n xa f x dx a f x dx b f x dx
L L L L L

π π+ + +

= = =∫ ∫ ∫  

 
όπου c είναι ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. 

Σειρές ηµιτόνων και συνηµιτόνων 
Μια σειρά ηµιτόνων είναι µια σειρά Fourier που περιέχει µόνο ηµίτονα, στην οποία 
αναπτύσσεται µια περιττή συνάρτηση ( )f x   [δηλ. ( ) ( )f x f x− = −  ] : 

1
( ) sinn

n

n xf x b
L
π∞

=

=∑                  µε          
0

2 ( )sin
L

n
n xb f x dx

L L
π

= ∫  

 
Μια σειρά συνηµιτόνων είναι µια σειρά Fourier που περιέχει µόνο συνηµίτονα, στην οποία 
αναπτύσσεται µια άρτια συνάρτηση ( )f x   [δηλ. ( ) ( )f x f x− =  ] : 

0

1
( ) cos

2 n
n

a n xf x a
L
π∞

=

= +∑         µε    0
0

2 ( )
L

a f x dx
L

= ∫   και  
0

2 ( ) cos
L

n
n xa f x dx

L L
π

= ∫  

Ταυτότητα του Parseval 
2

2 2 20

1

1 [ ( )] ( )
2

L

n n
nL

af x dx a b
L

∞

=−

= + +∑∫  

Μιγαδική µορφή σειράς Fourier 

( ) exp( / )n
n

f x c in x Lπ
∞

=−∞

= ∑     όπου    cn =
1
2L

f (x)exp(−inπ x / L)dx
−L

L

∫  
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