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Άσκηση 1
Άσκηση 1: Να εξαχθεί η καταστατική εξίσωση ενός μοντέλου Maxwell

Λύση:





Άσκηση 2
Άσκηση 2: Τι προβλέπει το μοντέλο Maxwell για τον ερπυσμό?

Λύση:



Άσκηση 2 (συνέχεια)



Άσκηση 3
Άσκηση 3: Τι προβλέπει το μοντέλο Maxwell για την χαλάρωση?

Λύση:



Άσκηση 3 (συνέχεια)



Άσκηση 4
Άσκηση 4. Τι προβλέπει το μοντέλο Maxwell στην περίπτωση σταθερής ταχύτητας 
παραμόρφωσης?

Λύση:



Άσκηση 4 (συνέχεια)



Άσκηση 5
Άσκηση 4. Τι προβλέπει το μοντέλο Maxwell στην περίπτωση σταθερής ταχύτητας τάσης?

Λύση:



Άσκηση 5 (συνέχεια)



Άσκηση 6
Άσκηση 6. Ένα σώμα διεγείρεται με την 
ανάπτυξη σταθερής τάσης σ=σ0. Αν την 
χρονική στιγμή t=t1 αφαιρέσουμε την 
διέγερση, να δείξετε γραφικά, την 
καμπύλη της διέγερσης συναρτήσει του 
χρόνου καθώς και της απόκρισής του, αν 
υποθέσουμε ότι αυτό συμπεριφέρεται α) 
Ελαστικά, β) Πλαστικά, και γ) 
Βισκοελαστικά. 

Απάντηση:



Άσκηση 7
Άσκηση 7. Σε ένα πείραμα ερπυσμού και 
επανάταξης μετά από τον ερπυσμό, ενός 
πολυμερούς, να σχεδιαστούν τα 
διαγράμματα α) Διέγερσης σ=f(t), β) 
απόκρισης ε = f(t) και γ) ταχύτητας 
παραμόρφωσης dε/dt =f(t).

Λύση:

Στο διπλανό σχήμα φαίνονται τα τρία 
διαγράμματα. Με μπλε χρώμα φαίνεται η 
απόκριση σε ερπυσμό αν δεν είχαμε 
επανάταξη και με πράσινο χρώμα φαίνεται η 
απόκριση κατά την επανάταξη. Η επανάταξη 
συμβαίνει στο σημείο D της καμπύλης ε=f(t).



Άσκηση 8

Άσκηση 8: Να εξαχθεί η καταστατική εξίσωση ενός μοντέλου Voigt

Λύση:

Το μοντέλο Voigt (ή Kelvin–Voigt) είναι ένα απλό ρεολογικό
μοντέλο γραμμικής ιξωδοελαστικότητας και αποτελείται 
από: ένα ελατήριο (μέτρο ελαστικότητας E) και έναν 
αποσβεστήρα (dashpot) με ιξώδες η, συνδεδεμένα 
παράλληλα.



Άσκηση 8 (συνέχεια)

Κινηματικές και δυναμικές συνθήκες

Λόγω της παράλληλης σύνδεσης ισχύει:

1. Ίδια παραμόρφωση στα δύο στοιχεία

𝜀 = 𝜀𝑠 = 𝜀𝑑

2. Συνολική τάση ίση με το άθροισμα των τάσεων

𝜎 = 𝜎𝑠 + 𝜎𝑑



Άσκηση 8 (συνέχεια)

Καταστατικές σχέσεις επιμέρους στοιχείων

•Για το ελατήριο (Hooke):

𝜎𝑠 = 𝐸 𝜀

•Για τον αποσβεστήρα (Newton):

𝜎𝑑 = 𝜂 ሶ𝜀

όπου ሶ𝜀 = 𝑑𝜀

𝑑𝑡



Άσκηση 8 (συνέχεια)

Καταστατική εξίσωση μοντέλου Voigt

Αντικαθιστώντας:
𝜎 = 𝐸 𝜀 + 𝜂 ሶ𝜀

Τελική μορφή

𝜎 𝑡 = 𝐸 𝜀 𝑡 + 𝜂
𝑑𝜀 𝑡

𝑑𝑡

Αυτή είναι η καταστατική εξίσωση του μοντέλου Voigt.



Άσκηση 8 (συνέχεια)

Παρατηρήσεις

• Το μοντέλο περιγράφει καλά ερπυσμό (creep).

• Δεν περιγράφει σωστά χαλάρωση τάσης (stress 
relaxation).

• Χρησιμοποιείται συχνά για πολυμερή, βιοϋλικά και εδάφη.



Άσκηση 9
Άσκηση 9. Τι προβλέπει το μοντέλο Voigt στην περίπτωση του ερπυσμού?

Λύση:

Θεωρούμε μοντέλο Voigt (Kelvin–Voigt) με καταστατική 
εξίσωση:

𝜎 𝑡 = 𝐸 𝜀 𝑡 + 𝜂 ሶ𝜀 𝑡

Φόρτιση βήματος (step stress)
Επιβάλλεται σταθερή τάση:

𝜎 𝑡 = 𝜎0 𝐻 𝑡
όπου 𝐻 𝑡 η συνάρτηση Heaviside και αρχική συνθήκη:

𝜀 0 = 0
Για 𝑡 > 0, η εξίσωση γίνεται:

𝜂 ሶ𝜀 𝑡 + 𝐸 𝜀 𝑡 = 𝜎0



Άσκηση 9 (συνέχεια)
Λύση της διαφορικής εξίσωσης

Η γενική λύση είναι:

𝜀 𝑡 = 𝐶 𝑒
−
𝐸
𝜂𝑡 +

𝜎0
𝐸

Εφαρμόζοντας την αρχική συνθήκη 𝜀 0 = 0
:

0 = 𝐶 +
𝜎0
𝐸

⇒ 𝐶 = −
𝜎0
𝐸

Τελική λύση (ερπυσμός)

𝜀 𝑡 =
𝜎0
𝐸

1 − 𝑒
−
𝐸
𝜂
𝑡



Άσκηση 9 (συνέχεια)

Χαρακτηριστικός χρόνος

Ορίζεται:

𝜏 =
𝜂

𝐸
οπότε:

𝜀 𝑡 =
𝜎0
𝐸

1 − 𝑒−𝑡/𝜏

Φυσική ερμηνεία
• 𝜀 0 = 0→ καμία στιγμιαία παραμόρφωση
• 𝜀 ∞ = 𝜎0/𝐸 → ασυμπτωτική ελαστική παραμόρφωση
• Το υλικό παρουσιάζει ερπυσμό, αλλά όχι μόνιμη ροή



Άσκηση 9 (συνέχεια)



Άσκηση 10
Άσκηση 10. Τι προβλέπει το μοντέλο voigt για την χαλάρωση τάσης?

Λύση:

Θεωρούμε το μοντέλο Voigt (Kelvin–Voigt) με καταστατική 
εξίσωση:

𝜎 𝑡 = 𝐸 𝜀 𝑡 + 𝜂 ሶ𝜀 𝑡

Πρόβλημα χαλάρωσης τάσης (stress relaxation)

Επιβάλλεται βηματική παραμόρφωση:

𝜀 𝑡 = 𝜀0 𝐻 𝑡
δηλαδή:

𝜀 𝑡 = ቊ
0, 𝑡 < 0
𝜀0, 𝑡 ≥ 0



Άσκηση 10 (συνέχεια)

Υπολογισμός της τάσης

Για 𝑡 > 0:
ሶ𝜀 𝑡 = 0

Άρα από την καταστατική εξίσωση:

𝜎 𝑡 = 𝐸 𝜀0
δηλαδή:

𝜎 𝑡 = 𝐸 𝜀0 = σταθερη
ˊ



Άσκηση 10 (συνέχεια)

Τι συμβαίνει στο 𝑡 = 0;

Η παράγωγος της παραμόρφωσης είναι:

ሶ𝜀 𝑡 = 𝜀0 𝛿 𝑡
οπότε:

𝜎 𝑡 = 𝐸 𝜀0 + 𝜂 𝜀0 𝛿 𝑡

εμφανίζεται άπειρη τάση (κρουστική) στο 𝑡 = 0.



Άσκηση 10 (συνέχεια)

Συμπέρασμα – Γιατί αποτυγχάνει το Voigt

1.Καμία χαλάρωση τάσης
Η τάση δεν μειώνεται με τον χρόνο:

𝜎 𝑡 = 𝐸𝜀0 σταθερη
ˊ

2.Μη φυσική συμπεριφορά στο 𝑡 = 0
Απαιτείται:

𝜎 0 = ∞

για να επιβληθεί στιγμιαία παραμόρφωση, κάτι μη 
ρεαλιστικό.



Άσκηση 10 (συνέχεια)

Φυσική ερμηνεία

•Στο Voigt, το ιξώδες στοιχείο είναι παράλληλο → εμποδίζει 
στιγμιαία παραμόρφωση

•Για να συμβεί βήμα παραμόρφωσης, ο αποσβεστήρας 
απαιτεί άπειρη τάση

•Άρα το μοντέλο:

• περιγράφει ερπυσμό
• δεν περιγράφει χαλάρωση τάσης



Άσκηση 10 (συνέχεια)
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