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Πρόλογος 2ης έκδοσης

Σ΄ αυτήν τη δεύτερη έκδοση έγιναν αλλαγές στη µορφοποίηση του κειµένου,
µερικές στοχευµένες µικρές παρεµβάσεις σε διάφορα σηµεία και διορθώθηκαν
κάποια τυπογραφικά λάθη. Επιπλέον, προστέθηκαν στο Κεφάλαιο 2 οι µεθο-
δολογίες που αφορούν στην επίλυση διαφορικών εξισώσεων Clairaut, Lagrange,
καθώς και διαφορικών εξισώσεων που ανάγονται σε χωριζοµένων µεταβλητών ή
οµογενείς πρώτης τάξης.

Ακόµη κρίθηκε αναγκαία η προσθήκη του πέµπτου µέρους που αφορά στη
χρήση του λογισµικού Mathematica για την επίλυση και µελέτη ϑεµάτων που
άπτονται των διαφορικών εξισώσεων. Το πέµπτο αυτό µέρος αποτελείται από τρία
κεφάλαια, όπου περιγράφονται κάποιες χρήσιµες εντολές του Mathematica
σχετικές µε ϑέµατα που διαπραγµατεύεται το παρόν σύγγραµµα. Η παρουσίαση
αυτών των εντολών γίνεται συνοπτικά και ϑεωρείται δεδοµένη η εξοικείωση του
αναγνώστη µε το Mathematica.

Η συγγραφέας ϑα ήθελε και από αυτή τη ϑέση να εκφράσει τις ευχαριστίες
της, προς όλους τους ϕοιτητές και όλες τις ϕοιτήτριες που διδάχθηκαν το παρόν
σύγγραµµα την τελευταία δεκαετία περίπου. Οι εύστοχες παρατηρήσεις τους,
καθώς και οι εποικοδοµητικές συζητήσεις που είχαµε, συνέβαλαν σηµαντικά στη
ϐελτίωση του παρόντος συγγράµµατος.

Πάτρα, 2025

Ευγενία Ν. Πετροπούλου

Πρόλογος 1ης έκδοσης

Οι διαφορικές εξισώσεις αποτελούν ένα πολύ σηµαντικό µέρος των Μαθηµα-
τικών και ειδικά των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών, δεδοµένου ότι µε τη ϐοήθεια
αυτών µπορούµε να περιγράψουµε τα περισσότερα ϕυσικά προβλήµατα και στη
συνέχεια να τα µελετήσουµε εκτενώς και να αντλήσουµε πολλές πληροφορίες.
Με λίγα λόγια, µη αυστηρά, ϑα λέγαµε ότι µια διαφορική εξίσωση είναι µια ε-
ξίσωση µε άγνωστη ποσότητα µια συνάρτηση, η οποία εµφανίζεται στην εξίσωση
µαζί µε τουλάχιστον µία παράγωγό της. Οι διαφορικές εξισώσεις διακρίνονται σε
δύο µεγάλες κατηγορίες : στις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις και στις διαφορι-
κές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους, ανάλογα µε το αν η άγνωστη συνάρτηση
είναι συνάρτηση µίας ή περισσοτέρων µεταβλητών, αντίστοιχα.

Υπάρχουν εκατοντάδες, ακόµη και χιλιάδες ϐιβλία, τόσο στην ελληνική όσο
και στη διεθνή ϐιβλιογραφία, που αφορούν στις διαφορικές εξισώσεις, µερικά εκ
των οποίων έχουν συµπεριληφθεί στη ϐιβλιογραφία στο τέλος του ϐιβλίου, η ο-
ποία έχει κυρίως ενδεικτικό χαρακτήρα και έχει κατανεµηθεί σε πέντε τµήµατα.



Αν και αρκετά από τα αναφερόµενα ϐιβλία ϑα µπορούσαν να ενσωµατωθούν σε
δύο από αυτά τα τµήµατα, εντούτοις έχουν καταχωρηθεί µόνο σε ένα, ανάλογα
µε το που δίνεται περισσότερη ϐαρύτητα. Τα περισσότερα ϐιβλία εστιάζουν µόνο
σε µία από τις δυο ϐασικές κατηγορίες διαφορικών εξισώσεων που αναφέραµε,
κάτι που είναι απόλυτα κατανοητό, δεδοµένου ότι το αντικείµενο που πρέπει να
καλυφθεί είναι πραγµατικά «τεράστιο». Επίσης, άλλα ϐιβλία εστιάζουν σε αναλυ-
τικούς τρόπους επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, άλλα σε αριθµητικές µεθόδους
επίλυσής τους και άλλα, στην ποιοτική µελέτη των λύσεών τους.

Το παρόν σύγγραµµα πραγµατεύεται τη ϐασική ύλη των διαφορικών εξισώσε-
ων, συνήθων και µε µερικές παραγώγους, που καλύπτεται συνήθως σε διάφορα
πανεπιστηµιακά µαθήµατα, κυρίως τµηµάτων πολυτεχνικών σχολών και ϐασι-
κός στόχος του είναι να ανταποκριθεί στις ανάγκες του µαθήµατος «Εφαρµοσµέ-
να Μαθηµατικά ΙΙΙ», του Τµήµατος Πολιτικών Μηχανικών, του Πανεπιστηµίου
Πατρών. Εντούτοις, έχει καταβληθεί προσπάθεια να συµπεριληφθούν και άλλα
σχετικά ϑέµατα που δεν εµπίπτουν στην ύλη του εν λόγω µαθήµατος, τόσο για
λόγους αυτοτέλειας του ϐιβλίου, όσο και για την καλύτερη και πιο ολοκληρωµέ-
νη παρουσίασή του.

Η ύλη του ϐιβλίου επιµερίζεται σε τέσσερα µέρη: Το πρώτο µέρος είναι αφιε-
ϱωµένο στις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις και αποτελείται από επτά κεφάλαια.
Τα πρώτα δύο κεφάλαια πραγµατεύονται ϐασικές έννοιες, καθώς και τις κυριό-
τερες µεθόδους επίλυσης διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. Στο τρίτο και
πέµπτο κεφάλαιο παρατίθεται η γενική ϑεωρία και οι ϐασικές µέθοδοι επίλυ-
σης γραµµικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης, συµπεριλαµβανοµένης
και της µεθόδου των δυναµοσειρών, ενώ το τέταρτο κεφάλαιο πραγµατεύεται
τις ϐασικές µεθόδους επίλυσης συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων. Στο έκτο
κεφάλαιο παρατίθενται τα κύρια χαρακτηριστικά των προβληµάτων συνοριακών
τιµών µε ταυτόχρονη αναφορά σε συστήµατα ορθογωνίων συναρτήσεων και σει-
ϱών Fourier. Τέλος, στο έβδοµο κεφάλαιο έχουν συµπεριληφθεί στοιχεία ειδικών
συναρτήσεων και ορθογωνίων πολυωνύµων, που ικανοποποιούν στην πλειοψη-
ϕία τους συνήθεις διαφορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης, αφενός µεν λόγω των
πολλών εφαρµογών τους, αφέτερου δε λόγω της σύνδεσής τους µε πολλές δια-
ϕορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους.

Το δεύτερο µέρος είναι αφιερωµένο στις διαφορικές εξισώσεις µε µερικές πα-
ϱαγώγους και αποτελείται από τέσσερα κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο παρατί-
ϑενται οι ϐασικές έννοιες, ενώ στα υπόλοιπα τρία οι κυριότερες µεθόδοι επίλυσής
τους και συγκεκριµένα, η µέθοδος των χαρακτηριστικών καµπυλών, η µέθοδος
του d’Alembert, η µέθοδος της χαρακτηριστικής εξίσωσης και η µέθοδος χωρι-
σµού των µεταβλητών.



Μια ακόµη δηµοφιλής µέθοδος επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, ιδιαίτερα
αξιοποίησιµη από µηχανικούς, είναι εκείνη που κάνει χρήση κατάλληλων ολο-
κληρωτικών µετασχηµατισµών, κυρίως µετασχηµατισµών Laplace και Fourier.
Οι ολοκληρωτικοί µετασχηµατισµοί είναι πολύ χρήσιµα «εργαλεία» και για άλ-
λους τοµείς, όπως π.χ. για τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων ή για την επίλυση
ολοκληρωτικών εξισώσεων, δηλαδή εξισώσεων όπου η άγνωστη ποσότητα είναι
συνάρτηση και εµφανίζεται τουλάχιστον εντός ενός ολοκληρώµατος. Επιπλέον,
η γενική ϕιλοσοφία εφαρµογής ολοκληρωτικών µετασχηµατισµών για την επί-
λυση εξισώσεων είναι η ίδια, ανεξάρτητα από το είδος της εξίσωσης. Γι΄ αυτό,
το τρίτο µέρος του ϐιβλίου είναι αφιερωµένο στους ολοκληρωτικούς µετασχη-
µατισµούς και αποτελείται από τρία κεφάλαια που πραγµατεύονται τα γενικά
στοιχεία των ολοκληρωτικών µετασχηµατισµών, το µετασχηµατισµό Laplace και
το µετασχηµατισµό Fourier.

Τέλος, το τέταρτο µέρος του ϐιβλίου που αποτελείται από τρία κεφάλαια, εί-
ναι αφιερωµένο στις εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων, των ολοκληρωτικών
εξισώσεων καθώς και των ειδικών συναρτήσεων που άπτονται κυρίως προβληµά-
των της επιστήµης του πολιτικού µηχανικού. Εντούτοις έχουν συµπεριληφθεί
και άλλες εφαρµογές που είτε µπορούν να ϑεωρηθούν κλασικές είτε αρκετά
ενδιαφέρουσες. Επιπλέον, αρκετές από αυτές τις εφαρµογές µπορεί να είναι
ενδιαφέρουσες και για ένα µηχανόλογο µηχανικό ή χηµικό µηχανικό. Για τις
εφαρµογές, δίνεται περισσότερο έµφαση στον τρόπο επίλυσης των εµφανιζόµε-
νων εξισώσεων και σε κάποιες περιπτώσεις και στις πληροφορίες που µπορούµε
να αντλήσουµε από τη λύση τους, και λιγότερο στο πως καταλήγουµε σε αυτές
τις εξισώσεις. Προς ϐοήθεια του αναγνώστη έχει συµπεριληφθεί ένα ευρετήριο
εφαρµογών, όπου οι εφαρµογές έχουν κατηγοριοποιηθεί ανάλογα µε τον τρόπο
επίλυσής τους.

Ανεκτίµητης ϐοήθειας για τη συγγραφή του τέταρτου µέρους ήταν τα ϐιβλία
του πολυαγαπηµένου µου καθηγητή Παναγιώτη ∆. Σιαφαρίκα, «Εφαρµογές των
Συνήθων ∆ιαφορικών Εξισώσεων» Τόµος Ι και ΙΙ, ο οποίος µε µύησε στον κόσµο
των διαφορικών εξισώσεων όταν έκανα τα πρώτα µου ερευνητικά ϐήµατα. Εξίσου
ανυπολόγιστης αξίας ήταν και τα ϐιβλία του οµότιµου καθηγητή του Πανεπιστη-
µίου Πατρών κ. Ν. Ι. Ιωακειµίδη, «Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά ΙΙ για Πολιτικούς
Μηχανικούς» και «Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά ΙΙΙ για Πολιτικούς Μηχανικούς»,
ο οποίος δίδαξε επί σειρά ετών τα µαθήµατα «Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά ΙΙ» και
«Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά ΙΙΙ» του τµήµατος Πολιτικών Μηχανικών του Πανε-
πιστηµίου Πατρών. Είχα τη χαρά και την τιµή να συνεργαστώ µαζί του και ϑα
ήθελα και από αυτή τη ϑέση να τον ευχαριστήσω για τις πολύτιµες συζητήσεις
που είχαµε.



Ο ϐασικός στόχος του ϐιβλίου είναι να ϐοηθήσει τον αναγνώστη να µάθει πως
να λύνει αναλυτικά διαφορικές εξισώσεις, καθώς και πως να χειρίζεται τους ϐα-
σικούς ολοκληρωτικούς µετασχηµατισµούς Laplace και Fourier. Γι΄ αυτό έχει
δοθεί έµφαση περισσότερο στις µεθόδους επίλυσης διαφορικών εξισώσεων και
λιγότερο σε ϑέµατα ποιοτικής συµπεριφοράς των λύσεών τους, ενώ δεν έχουν
συµπεριληφθεί καθόλου ϑέµατα που αφορούν στην αριθµητική επίλυση των
διαφορικών εξισώσεων. Σε αρκετές περιπτώσεις δε, «ϑυσιάζεται» η µαθηµατική
αυστηρότητα ή παραλείπονται αποδείξεις ϑεωρηµάτων. Επίσης, δεν εµβαθύ-
νουµε στους µετασχηµατισµούς Laplace και Fourier, αλλά περιοριζόµαστε στις
ϐασικές τους ιδιότητες και στη χρήση τους για τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων
και την επίλυση εξισώσεων. Τέλος, να επισηµάνουµε ότι περιοριζόµαστε µόνο
σε πραγµατικές λύσεις των διαφορικών εξισώσεων. Για την καλύτερη κατανόηση
της ύλης που πραγµατεύεται το παρόν σύγγραµµα, υπάρχουν σε όλες τις ενότη-
τες αρκετά λυµένα παραδείγµατα, καθώς και άλυτες ασκήσεις µε τις απαντήσεις
τους.

∆εδοµένης της ύλης του παρόντος ϐιβλίου, είναι επιθυµητή η εξοικείωση του
αναγνώστη µε τις στοιχειώδεις έννοιες του διαφορικού λογισµού των συναρτή-
σεων, τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων και τη ϑεωρία πινάκων και γραµµικών
αλγεβρικών συστηµάτων. Εντούτοις, για λόγους αυτοτέλειας έχει συµπεριληφθεί
ένα εκτενές παράρτηµα µε τα ϐασικά στοιχεία της ϑεωρίας πινάκων και γραµ-
µικών αλεγεβρικών συστηµάτων, καθώς και ένα σύντοµο παράρτηµα µε τους
ορισµούς και τις ϐασικές ιδιότητες των συναρτήσεων Heaviside και Dirac.

Η συγγραφέας ϑα ήθελε και από αυτή τη ϑέση να εκφράσει τις ευχαριστίες
της στον Επίκουρο Καθηγητή του Τµήµατος Πολιτικών Μηχανικών του Πανεπι-
στηµίου Πατρών, κ. Π. Οικονόµου, για την πολύτιµη ϐοήθειά του σε ϑέµατα
που αφορούν στη στοιχειοθεσία σε LaTeX.

Πάτρα, 2017
Ευγενία Ν. Πετροπούλου
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