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1 Διαφορικές εξισώσεις αναγόμενες σε χωριζομένων

μεταβλητών

΄Εστω μια ΣΔΕ της μορφής:

y′ = f(ax+ by + c), y = y(x), (1.1)

όπου f γνωστή συνάρτηση, a, b, c γνωστές σταθερές και y(x) η άγνωστη συ-

νάρτηση. Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι:

• a 6= 0, διότι διαφορετικά η (1.1) είναι μια ΣΔΕ χωριζομένων μεταβλητών

και

• b 6= 0, διότι διαφορετικά η (1.1) επιλύεται απευθείας με μία ολοκλήρωση.

Για να επιλύσουμε την (1.1) θέτουμε

w(x) = ax+ by(x) + c, (1.2)

απ΄ όπου βρίσκουμε

w′(x) = a+ by′(x)⇒ y′(x) =
w′(x)− a

b
. (1.3)

΄Ετσι η (1.1) ανάγεται στην

w′(x)− a
b

= f(w)⇒ w′(x) = bf(w) + a, (1.4)

που είναι μια ΣΔΕ χωριζομένων μεταβλητών, δεδομένου ότι μπορεί να ξαναγραφεί

στη μορφή:

dw

bf(w) + a
= dx. (1.5)

Παράδειγμα 1.1. Να βρεθεί η γενική λύση της ΣΔΕ

y′ = cos(x+ y) (1.6)

όπου y = y(x).



Λύση. Θέτουμε

x+ y = w ⇒ 1 + y′ = w′ ⇒ y′ = w′ − 1

και η (1.6) γίνεται

w′ − 1 = cosw ⇒ dw

1 + cosw
= dx,

απ΄ όπου με ολοκλήρωση βρίσκουμε

tan
w

2
= x+ C ⇒ tan

x+ y

2
= x+ C,

όπου C αυθαίρετη σταθερά ή

y = −x+ 2 arctan(x+ C),

που είναι η γενική λύση της (1.6).

2 Διαφορικές εξισώσεις αναγόμενες σε ομογενείς

΄Εστω μια ΣΔΕ της μορφής:

y′ = f

(
ax+ by + c

dx+ ky +m

)
, y = y(x), (2.1)

όπου f γνωστή συνάρτηση, a, b, c, d, k, m γνωστές σταθερές και y(x) η

άγνωστη συνάρτηση. Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι:

• ότι οι σταθερές a και d δεν είναι ταυτόχρονα μηδέν, διότι διαφορετικά η
(2.1) είναι μια ΣΔΕ χωριζομένων μεταβλητών,

• ότι οι σταθερές b και k δεν είναι ταυτόχρονα μηδέν, διότι διαφορετικά η
(2.1) επιλύεται απευθείας με μία ολοκλήρωση,

• ότι οι σταθερές c και m δεν είναι ταυτόχρονα μηδέν, διότι διαφορετικά η
(2.1) είναι μια ομογενής ΣΔΕ,



• ότι οι σταθερές d και k δεν είναι ταυτόχρονα μηδέν, διότι διαφορετικά η
(2.1) είναι μια ΣΔΕ που ανάγεται σε ΣΔΕ χωριζομένων μεταβλητών και

• ότι οι σταθερές a και b δεν είναι ταυτόχρονα μηδέν, διότι διαφορετικά η
(2.1) είναι μια ΣΔΕ που ανάγεται σε ΣΔΕ χωριζομένων μεταβλητών.

Για να επιλύσουμε τη (2.1) θέτουμε

x = X + h1, y = Y + h2, (2.2)

όπου h1, h2 σταθερές που θα προσδιορισθούν στην πορεία. ΄Ετσι με χρήση της

(2.2), η (2.1) γίνεται:

Y ′(X) = f

(
a(X + h1) + b(Y + h2) + c

d(X + h1) + k(Y + h2) +m

)
⇒

⇒ Y ′(X) = f

(
aX + bY + ah1 + bh2 + c

dX + kY + dh1 + kh2 +m

)
. (2.3)

Στη συνέχεια απαιτούμε οι σταθερές h1 και h2 να ικανοποιούν τις εξισώσεις

ah1 + bh2 + c = 0

dh1 + kh2 +m = 0

}
. (2.4)

Γι΄ αυτές τις τιμές των h1, h2, η (2.3) γίνεται μια ομογενής ΣΔΕ, η οποία επιλύεται

κατά τα γνωστά.

Αναφορικά με το αλγεβρικό, γραμμικό σύστημα (2.4), διακρίνουμε τις εξής

δύο περιπτώσεις:

• Αν

∣∣∣∣∣ a b

d k

∣∣∣∣∣ 6= 0, το σύστημα (2.4) έχει μοναδική λύση και οι σταθερές h1,

h2 προσδιορίζονται μονοσήμαντα.

• Αν

∣∣∣∣∣ a b

d k

∣∣∣∣∣ = 0, έπεται ότι

ak − db = 0⇒ a

d
=
b

k
= σταθερά, έστω λ,



απ΄ όπου προκύπτει a = λd, b = λk και η (2.1) ξαναγράφεται ως εξής:

y′ = f

(
λ(dx+ ky) + c

dx+ ky +m

)
. (2.5)

Θέτοντας dx+ ky = w ⇒ d+ ky′ = w′, η (2.5) γίνεται

w′ − d
k

= f

(
λw + c

w +m

)
⇒ w′ = d+ kf

(
λw + c

w +m

)
,

που είναι μια ΣΔΕ χωριζομένων μεταβλητών.

Παράδειγμα 2.1. Να βρεθεί η γενική λύση της ΣΔΕ

y′ =

(
x+ y − 1

2x− 4

)2

, (2.6)

όπου y = y(x).

Λύση. Κατ΄ αρχήν ελέγχουμε την τιμή της ορίζουσας

∣∣∣∣∣ 1 1

2 0

∣∣∣∣∣. Είναι∣∣∣∣∣ 1 1

2 0

∣∣∣∣∣ = 0− 2 = −2 6= 0.

Στη συνέχεια επιλύουμε το σύστημα

x+ y − 1 = 0

2x− 4 = 0

}
,

βρίσκοντας x = 2 και y = −1.

Θέτοντας x = X + 2 και y = Y − 1, η (2.6) γίνεται:

Y ′(X) =

(
X + 2 + Y − 1− 1

2X + 4− 4

)2

⇒

⇒ Y ′(X) =

(
X + Y

2X

)2

, (2.7)



που είναι ομογενής ΣΔΕ, δεδομένου ότι η συνάρτηση

(
X + Y

2X

)2

είναι ομογενής

μηδενικού βαθμού. Θέτοντας

u =
Y

X
⇒ Y = Xu⇒ Y ′ = u+Xu′ (2.8)

η (2.7) γίνεται:

u+Xu′ =
(u+ 1)2

4
⇒ Xu′ =

u2 − 2u+ 1

4
⇒ 4du

(u− 1)2
=
dX

X
,

απ΄ όπου με ολοκλήρωση βρίσκουμε

− 4

u− 1
= ln |X|+ C,

όπου C αυθαίρετη σταθερά ή

4X

X − Y
= ln |X|+ C ⇒ 4(x− 2)

y − x+ 3
= ln |x− 2|+ C,

που είναι η γενική λύση της (2.6).

Παράδειγμα 2.2. Να βρεθεί η γενική λύση της ΣΔΕ

y′ =
4x+ 6y + 3

6x+ 9y + 2
, (2.9)

όπου y = y(x).

Λύση. Κατ΄ αρχήν ελέγχουμε την τιμή της ορίζουσας

∣∣∣∣∣ 4 6

6 9

∣∣∣∣∣. Είναι∣∣∣∣∣ 4 6

6 9

∣∣∣∣∣ = 36− 36 = 0.

Παρατηρούμε ότι η (2.9) ξαναγράφεται στη μορφή:

y′ =
2(2x+ 3y) + 3

3(2x+ 3y) + 2
. (2.10)



Επομένως, θέτοντας

2x+ 3y = w ⇒ 2 + 3y′ = w′ ⇒ y′ =
w′ − 2

3
,

η (2.10) γίνεται:

w′ − 2

3
=

2w + 3

3w + 2
⇒ w′ =

12w + 13

3w + 2
⇒ 3w + 2

12w + 13
dw = dx,

απ΄ όπου με ολοκλήρωση βρίσκουμε

w − 5

12
ln |12w + 13| = 4x+ C,

όπου C αυθαίρετη σταθερά ή

2x+ 3y − 5

12
ln |12(2x+ 3y) + 13| = 4x+ C,

που είναι η γενική λύση της (2.9).

3 Διαφορικές εξισώσεις Clairaut

Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις της μορφής:

y = xy′ + f(y′), y = y(x), (3.1)

όπου f γνωστή συνάρτηση, καλούνται ΣΔΕ τύπου Clairaut.

Για την επίλυση εξισώσεων της μορφής (4.1), θέτουμε προς χάριν ευκολίας

y′ = p και στη συνέχεια παραγωγίζουμε την προκύπτουσα σχέση ως προς x

βρίσκοντας:

y = xp+ f(p)⇒ y′ = p+ xp′ + f ′(p)p′ ⇒

⇒ p = p+ xp′ + f ′(p)p′ ⇒ [x+ f ′(p]p′ = 0.

Από την ανωτέρω σχέση είναι εμφανές ότι είτε

p′ = 0, (3.2)

είτε

x+ f ′(p) = 0. (3.3)



Εκ της (3.2) προκύπτει p = C, όπου C αυθαίρετη σταθερά και με αντικατάσταση

στην (4.1) βρίσκουμε

y = xC + f(C),

που είναι η γενική λύση της (4.1).

Εκ της (3.3) προκύπτει x = −f ′(p) και με αντικατάσταση στην (4.1) βρίσκου-
με

y = −pf ′(p) + f(p).

Οι σχέσεις

x = −f ′(p), y = −pf ′(p) + f(p)

δίνουν μια ιδιάζουσα λύση της (4.1) σε παραμετρική μορφή.

Παράδειγμα 3.1. Να λυθεί η ΣΔΕ τύπου Clairaut

y = xy′ + ln y′ (3.4)

όπου y = y(x).

Λύση. Θέτοντας y′ = p, η (3.4) γίνεται:

y = xp+ ln p, (3.5)

απ΄ όπου παραγωγίζοντας ως προς x βρίσκουμε

p = p+ xp′ +
p′

p
⇒
(
x+

1

p

)
p′ = 0⇒

⇒ p′ = 0 ή x+
1

p
= 0⇒

⇒ p = C ή x = − 1

p
,

όπου C αυθαίρετη σταθερά. Επομένως, η γενική λύση της (3.4) είναι

y = xC + lnC.

Θέτοντας στην (3.4) x = − 1

p
βρίσκουμε

y = −1 + ln p.



Οι σχέσεις

x = − 1

p
, y = −1 + ln p

δίνουν μια ιδιάζουσα λύση της (3.4) σε παραμετρική μορφή. Απαλείφοντας την

παράμετρο p από αυτές τις δύο σχέσεις βρίσκουμε:

y = −1 + ln(−x−1).

4 Διαφορικές εξισώσεις Lagrange

Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις της μορφής:

y = xg(y′) + f(y′), y = y(x), (4.1)

όπου f , g γνωστές συναρτήσεις, καλούνται ΣΔΕ τύπου Lagrange.

Για την επίλυση εξισώσεων της μορφής (;;), θέτουμε προς χάριν ευκολίας

y′ = p και στη συνέχεια παραγωγίζουμε την προκύπτουσα σχέση ως προς x

βρίσκοντας:

y = xg(p) + f(p)⇒ y′ = g(p) + xg′(p)p′ + f ′(p)p′ ⇒

⇒ p = g(p) + xg′(p)p′ + f ′(p)p′ ⇒ [xg′(p) + f ′(p]p′ = p− g(p)⇒

⇒ p′ =
p− g(p)

xg′(p) + f ′(p
⇒ dx

dp
=
xg′(p) + f ′(p

p− g(p)
⇒

⇒ dx

dp
− g′(p)

p− g(p)
x =

f ′(p

p− g(p)
,

που είναι γραμμική ΣΔΕ ως προς x(p).

Από τη σχέση p − g(p) = 0 προκύπτουν ιδιάζουσες λύσεις της (4.1), αν

υπάρχουν.

Παράδειγμα 4.1. Να λυθεί η ΣΔΕ τύπου Lagrange

y = −xy′ + 1

5
(y′)5 (4.2)

όπου y = y(x).



Λύση. Θέτοντας y′ = p, η (4.2) γίνεται:

y = −xp+
p5

5
, (4.3)

απ΄ όπου παραγωγίζοντας ως προς x βρίσκουμε

p = −p− xp′ + p4p′ ⇒ 2p = (p4 − x)p′ ⇒

⇒ dp

dx
=

2p

p4 − x
⇒ dx

dp
=
p4 − x

2p
⇒

⇒ x′(p) +
1

2p
x(p) =

p3

2
, (4.4)

που είναι γραμμική ΣΔΕ ως προς x(p) με ολοκληρωτικό παράγοντα:

µ(p) = e
∫

1
2p

dp = e
ln p
2 = eln p1/2 =

√
p.

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (4.4) με τον ολοκληρωτικό παράγοντα

µ(p) =
√
p καταλήγουμε στην

d

dp
[x(p) · √p] =

p7/2

2
,

απ΄ όπου ολοκληρώνοντας προκύπτει:

x · √p =
p9/2

9
+ c⇒ x =

p4

9
+ cp−1/2, (4.5)

όπου c αυθαίρετη σταθερά.

Αντικαθιστώντας την (4.5) στην (4.3) βρίσκουμε

y =
4p5

45
− cp1/2. (4.6)

Οι σχέσεις (4.6) και (4.5) δίνουν τη γενική λύση της (4.2) σε παραμετρική μορφή

Από τη σχέση p− g(p) = 0, όπου g(p) = −p προκύπτει:

2p = 0⇒ p = 0⇒ y = 0,

που είναι ιδιάζουσα λύση της (4.2).
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