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Ê Å Ö Á Ë Á É Ï A2
ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÃÉÁ ÔÏÍ ÐÏËÉÔÉÊÏ ÌÇ×ÁÍÉÊÏ

ÐÅÑÉËÇØÇ ÔÏÕ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÕðÜñ÷ïõí åêáôïíôÜäåò (ßóùò êáé ÷éëéÜäåò) ðñïâëÞìáôáóôçí ÅðéóôÞìç ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý
óå ðÜñá ðïëëïýò ôïìåßò ôçò äñáóôçñéüôçôÜò ôïõ üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöåñèïýìå óå ðÝíôå ôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá üðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé
óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé èá êáôáóôñþóïõìå ôéò åîéóþóåéò áõôÝò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí
Åíüôçôá Á2.1 èá áíáöåñèïýìå óôéò êëáóéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ áöïñïýí óå ìéá óõíÞèç
äïêü (Ýíá ôüóï óçìáíôéêü êáé ÷ñÞóéìï ãñáììéêü öïñÝá óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý)
óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Ó÷åôéêÞ ãåíßêåõóç ãßíåôáé åðßóçò óå
äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (èåìåëéþóåùò, èåìåëßïõ, üðùò åßíáé ôï Ýäáöïò) óýìöùíá ìå ôçí êëá-
óéêÞ õðüèåóç ôïõWinkler (1867) ãéá ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò óôç äïêü. ÔÝôïéåò äïêïß
åßíáé ïé ðåäéëïäïêïß óôéò ÊáôáóêåõÝò êáé ïé óéäçñïôñï÷éÝò óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ. Óôçí Åíüôçôá Á2.2
èá áíáöåñèïýìå óôéò Ôáëáíôþóåéò êáé èá êáôáóôñþóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí åëåýèåñùí
ôáëáíôþóåùí ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ ìÝóù åíåñãåéáêÞò
ìåèüäïõ êáé ü÷é ìÝóù ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá. Óôçí Åíüôçôá Á2.3 èá áíáöåñèïýìå óôéò
Èåìåëéþóåéò êáé óôçí êáôÜóôñùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ éó÷ýåé ãéá èëéðôéêÞ áîïíéêÞ
öüñôéóç êáôáêüñõöïõ ðáóóÜëïõ óôï Ýäáöïò. Óôçí Åíüôçôá Á2.4 èá áíáöåñèïýìå óôç Ñåõóôï-
ìç÷áíéêÞ óôçí êáôáíïìÞ ôçò ôá÷ýôçôáò (ðñïêýðôåé ðáñáâïëéêÞ, ü÷é ïìïéüìïñöç) óå ìüíéìç ñïÞ
Íåõôþíåéïõ (ü÷é éäåáôïý) ñåõóôïý óå óùëÞíá êõêëéêÞò äéáôïìÞò. ÔÝëïò óôçí Åíüôçôá Á2.5 èá
áíáöåñèïýìå óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ éó÷ýåé êáôÜ ôçí êßíçóç
ñýðïõ óå ìüíéìç ñïÞ óå õäáôüññåõìá ìå ìåôáãùãÞ ôïõ ñýðïõ êáé ôáõôü÷ñïíç áðïäüìçóÞ ôïõ.

A2.1. ÌÇ×ÁÍÉÊÇ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ: ÓÕÍÇÈÇÓ ÄÏÊÏÓ ÓÅ ÊÁÌØÇ

A2.1.1. Ç óõíÞèçò äïêüò êáé ïé äõíáôüôçôåò óôçñßîåþò ôçò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óôéò ôüóï óôïé÷åéþäåéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ðïõ äéÝðïõí ôï ðñüâëçìá ôçò óõíÞèïõò äïêïý óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò Äïêþí óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. ËÝãïíôáò óõíÞèç äïêü óõìöùíïýìå íá åííïïýìå åäþ ìéá áðëÞ, áñêåôÜ
ëåðôÞ, åõèýãñáììç äïêü ìÞêïõò L êáôÜ ìÞêïò ôïõ ÜîïíáOx (óõíÞèùò ìå 0 ≤ x ≤ L) áðü ïìïãåíÝò,
éóüôñïðï êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ìå óôáèåñÞ äéáôïìÞ êáè’ üëï ôï ìÞêïò ôçò êáé, öõóéêÜ, ìå
äýï Üêñá: óõíÞèùò x = 0 êáé x = L. Ç óõíÞèçò áõôÞ äïêüò (ðïõ åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò öïñÝáò)
èåùñåßôáé üôé âñßóêåôáé õðü ôçí åðßäñáóç êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò óôáôéêÞò öïñôßóåùò p = p(x)
(óå N/m Þ ìÜëëïí óå kN/m).1 Ãéá ôéò óôçñßîåéò ôçò äïêïý áõôÞò èåùñïýìå üôé, åÜí õðÜñ÷ïõí,

1Ðïëý óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï óýìâïëï q áíôß ôïõ p óôç ÓôáôéêÞ. ¼ìùò óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ôï
óýìâïëï q èá ÷ñçóéìïðïéçèåß óå Üëëç ðåñßðôùóç, óõãêåêñéìÝíá ãéá ôéò êýñéåò óõíôåôáãìÝíåò qn(t) óôéò ôáëáíôþóåéò
äïêþí óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Áõôü ôï èÝìá åîåôÜæåôáé ëåðôïìåñÝóôåñá óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.
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ðåñéïñßæïíôáé óôá Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L (äåí õðÜñ÷ïõí äçëáäÞ åíäéÜìåóåò óôçñßîåéò). Ãéá
ôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò ßäéáò äïêïý õðÜñ÷ïõí ïé åîÞò ôÝóóåñéò êõñéüôåñåò êáé áðüëõôá
áðïäåêôÝò áðü óôáôéêÞò áðüøåùò äõíáôüôçôåò:

1. ÐáêôùìÝíï (ìå ðÜêôùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.
Ôüôå ç äïêüò êáëåßôáé ðñüâïëïò.

2. ÐáêôùìÝíï (ìå ðÜêôùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé ìå êýëéóç ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.
Ôüôå ç äïêüò êáëåßôáé ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêüò.

3. ÐáêôùìÝíá (ìå ðÜêôùóç) êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L. Ôüôå ç äïêüò êáëåßôáé áìößðáêôç
(áìößðáêôç äïêüò).

4. ÁñèñùìÝíï (ìå Üñèñùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé ìå êýëéóç ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.
Ôüôå ç äïêüò (ðïõ Ý÷åé áðëÝò óôçñßîåéò êáé óôá äýï Üêñá ôçò) êáëåßôáé áìöéÝñåéóôç (áìöéÝ-
ñåéóôç äïêüò).

Óçìåéþíåôáé üôé ç ðñþôç êáé ç ôÝôáñôç áðü ôéò ðéï ðÜíù óôáôéêÜ áðïäåêôÝò äõíáôüôçôåò áíá-
öÝñïíôáé óå éóïóôáôéêÝò äïêïýò, åíþ ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç óå õðåñóôáôéêÝò äïêïýò.

ÕðÜñ÷ïõí åðßóçò êáé ïé åîÞò ôÝóóåñéò áðáñÜäåêôåò áðü óôáôéêÞò áðüøåùò äõíáôüôçôåò:

1. ÁñèñùìÝíï (ìå Üñèñùóç) ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.

2. Ìå êýëéóç ôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 êáé åëåýèåñï ôï äåîéü x = L Þ áíôßóôñïöá.

3. Ìå êýëéóç êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L.

4. Åëåýèåñá êáé ôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L.

Ïé äõíáôüôçôåò áõôÝò äåí åîáóöáëßæïõí ôç óôáôéêÞ éóïññïðßá óôç ÓôáôéêÞ, ãéáôß ïé óôçñßîåéò ôçò
äïêïý åßíáé óôáôéêÜ åëëéðåßò. Ìðïñåß åðïìÝíùò íá õðÜñîåé êßíçóç ôçò äïêïý, ðåñéóôñïöéêÞ (óôçí
1ç äõíáôüôçôá) Þ ìåôáöïñéêÞ (óôçí 3ç äõíáôüôçôá) Þ/êáé ôá äýï ôáõôü÷ñïíá (óôç 2ç êáé óôçí
4ç äõíáôüôçôá). Áíôßèåôá óôç ÄõíáìéêÞ åðéôñÝðïíôáò ôçí êßíçóç ôçò äïêïý (õðü ðåñéïñéóìïýò
Þ áðüëõôá åëåýèåñç) üëåò áõôÝò ïé äõíáôüôçôåò åßíáé êáè’ üëá áðïäåêôÝò.

A2.1.2. Ôá âáóéêÜ ìåãÝèç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý

Óôçí ðáñïýóá óõíÞèç äïêü õðü óôáôéêÞ öüñôéóç p = p(x) ôá åîÞò ìåãÝèç åßíáé óçìáíôéêÜ
êáôÜ ìÞêïò ôçò (0 ≤ x ≤ L):

• Ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x), ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý, üðùò áðïêáëåß
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ôï ó÷Þìá, ôç ìïñöÞ ðïõ ðáßñíåé ç äïêüò ìåôÜ ôçí ðáñáìüñöùóÞ
ôçò åîáéôßáò ôçò êÜìøåþò ôçò.2

• Ç êëßóç v′ = v′(x) ôçò äïêïý êáé ç ó÷åôéêÞ ìå áõôÞ ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ áðëÜ
óôñïöÞ) è = è(x). Ç ó÷Ýóç ðïõ ôéò óõíäÝåé åßíáé ðñïöáíþò ç åîÞò:

v′(x) = tan è(x). (2.1.1)

• Ç êáìðõëüôçôá ê = ê(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (ìåôÜ ôçí ðáñáìüñöùóÞ ôçò öõóéêÜ).
Ç ó÷åôéêÞ áêôßíá êáìðõëüôçôáò R = R(x) (ðïõ õðïôßèåôáé åäþ èåôéêÞ) õðïëïãßæåôáé áðü ôï
ãíùóôü ôýðï

R(x) = 1
|ê(x)| . (2.1.2)

2Óõìâïëßæïõìå åäþ ôï âÝëïò êÜìøåùò ìå v, ãéáôß ðáñéóôÜíåé ôç ìåôáôüðéóç êáôÜ ôïí Üîïíá Oy (êÜèåôç, åãêÜñóéá
ìåôáôüðéóç ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï Üîïíá ôçò äïêïý, äçëáäÞ ùò ðñïò ôéò íïçôÝò ßíåò ôçò ðïõ ïýôå åöåëêýïíôáé, áëë’
ïýôå èëßâïíôáé êáôÜ ôçí êÜìøç) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Ãåíéêüôåñá ïé ìåôáôïðßóåéò êáôÜ ôïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé Oz
óõìâïëßæïíôáé óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ìå u, v êáé w áíôßóôïé÷á. Åßíáé êáôáíïçôü âÝâáéá üôé ôï ßäéï óýìâïëï v
äçëþíåé óå ðñïâëÞìáôá ÊéíçìáôéêÞò--ÄõíáìéêÞò êáé ôçí ôá÷ýôçôá õëéêïý óçìåßïõ. Åíôïýôïéò åëðßæåôáé íá ìçí õðÜñîåé
óýã÷õóç: v = v(x) (áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ç èÝóç x) ôï âÝëïò êÜìøåùò óå äïêïýò, åíþ v = v(t) (áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ
ï ÷ñüíïò t) ç ôá÷ýôçôá õëéêïý óçìåßïõ.
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• Ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M = M(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.

• Ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q = Q(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.3

• Ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p = p(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, óôçí ïðïßá Þäç áíáöåñèÞ-
êáìå. Óõ÷íÜ ó’ áõôÞí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óõìðåñéëáìâÜíåé ìå êáôÜëëçëï ôñüðï óõãêå-
íôñùìÝíá öïñôßá Pk êáé ñïðÝò Mk êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. (ËåðôïìÝñåéåò ãéá ôï ðþò ìðïñåß
íá åðéôåõ÷èåß áõôü èá áíáöåñèïýí óôéò Åíüôçôåò Á11.14 êáé Á11.15 ôïõ Êåöáëáßïõ Á11.)

Ðáñáôçñïýìå ðùò áðü ôá Ýîé ðéï ðÜíù ìåãÝèç ôá ôñßá ðñþôá, äçëáäÞ: (á) ôï âÝëïò êÜì-
øåùò v(x), (â) ç êëßóç v′(x) êáé ç ó÷åôéæüìåíç ìå áõôÞ ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ áðëÜ
óôñïöÞ) è(x) êáèþò êáé (ã) ç êáìðõëüôçôá ê(x) åßíáé ãåùìåôñéêÞò öýóåùò. (Áöïñïýí äçëáäÞ óôç
Ãåùìåôñßá ôçò äïêïý ðïõ ëüãù ôçò êÜìøåþò ôçò Ý÷åé ðáñáìïñöùèåß.) Áíôßèåôá ôá ôñßá ôåëåõôáßá
ìåãÝèç, äçëáäÞ: (á) ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), (â) ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìç-
ôéêÞ äýíáìç) Q(x) êáé (ã) ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) åßíáé ìç÷áíéêÞò öýóåùò. (Áöïñïýí
äçëáäÞ óå óôáôéêÜ, ìç÷áíéêÜ ìåãÝèç êáôÜ ìÞêïò ôçò ðáñáìïñöùèåßóáò äïêïý.)

A2.1.3. Ïé ãåùìåôñéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Áò õðåíèõìßóïõìå êáé ðÜëé üôé óôï ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ëÝãïíôáò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò áíáöåñüìáóôå óôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. ÁõôÝò åßíáé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ìå ìßá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, üðùò åßíáé åäþ ç èÝóç x êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý: 0 ≤ x ≤ L.

Êáôáñ÷Þí, ç Þäç áíáöåñèåßóá ó÷Ýóç (2.1.1)

v′(x) = tan è(x) (2.1.3)

áðïôåëåß ìéá ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý: 0 < x < L. Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîß-
óùóç óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) (óôï áñéóôåñü ìÝëïò) ìå ôç ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò
Þ óôñïöÞ) è(x) óôï äåîéü ìÝëïò. ÕðïèÝôïõìå ôç ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ óôñïöÞ) è(x)
ãíùóôÞ óõíÜñôçóç êáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) Üãíùóôç. ¸ôóé äéáðéóôþíïõìå áìÝóùò üôé ðñüêåé-
ôáé ãéá ìéá ðÜñá ðïëý áðëÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (êáé ðñþôïõ âáèìïý
öõóéêÜ) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáé ãíùóôÞ ôç ãùíßá óôñïöÞò è(x).

Óå ìéá áñ÷éêÜ åõèýãñáììç äïêü, üðùò åî õðïèÝóåùò åßíáé ç ðáñïýóá óõíÞèçò äïêüò, áñ÷éêÜ
ìå v(x) ≡ 0, ç åëáóôéêÞ ðáñáìüñöùóÞ ôçò åîáéôßáò ôçò êÜìøåþò ôçò ïäçãåß óõíÞèùò óå ðïëý
ìéêñÝò ãùíßåò óôñïöÞò è(x), ïðüôå äå÷üìáóôå üôé

tan è(x) ≈ è(x). (2.1.4)

Áõôü åßíáé åýëïãï, üðùò Þäç îÝñïõìå êáé üðùò ðñïêýðôåé êáé áðü ôç ãíùóôÞ óåéñÜ Maclaurin
(óåéñÜ Taylor óôï óçìåßï è = 0) ôçò óõíáñôÞóåùò tan è. ÁõôÞ ç óåéñÜ Maclaurin Ý÷åé ôç ìïñöÞ

tan è = è + è3

3
+ 2 è5

15
+ 17 è7

315
+ 62 è9

2835
+ O(è11) (2.1.5)

ìå ðñþôï üñï ôï è.

ÅðïìÝíùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.3) ðáßñíåé ôçí êÜðùò áðëïýóôåñç ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ

v′(x) = è(x). (2.1.6)

ÁõôÞ åßíáé ç ìïñöÞðïõ õðïèÝôåé óõíÞèùò üôé éó÷ýåé ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò êáé óôçí ïðïßá åêðñï-
èÝóåùò (ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò) áíôéêáôáóôÞóáìå ôï óýìâïëï ôçò ðñïóåããßóåùò ≈ ìå ôï óýìâïëï
ôçò éóüôçôáò= . ÂÝâáéáðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìüíï åÜí ç ãùíßá óôñïöÞò è(x) åßíáé ãíù-
óôÞ óõíÜñôçóç êáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) (ç ðáñÜãùãüò ôïõ v′(x) åßíáé ç êëßóç ôçò äïêïý, üðùò

3Óõ÷íÜ ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï óýìâïëï V áíôß ôïõQ éäßùò óôçí ÁìåñéêáíéêÞ âéâëéïãñáößá.
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áíáöÝñáìå) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Ôüôå ðñÝðåé íá ëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.3),
ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x). Áíôßèåôá åßíáé äõíáôüí ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) íá
åßíáé áõôü ðïõ åßíáé ãíùóôü êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, Ýóôù áðü ìåôñÞóåéò óôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôçò, äçëáäÞ óôï ó÷Þìá ôçò ðáñáìïñöùìÝíçò äïêïý ìåôÜ ôçí êÜìøç ôçò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
æçôåßôáé ç ãùíßá óôñïöÞò è(x) êáé ç åîßóùóç (2.1.3) äåí áðïôåëåß ðéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, åðåéäÞ
ç ðáñÜãùãïò v′(x) èåùñåßôáé ãíùóôÞ (ìå ðáñáãþãéóç ôïõ ãíùóôïý âÝëïõò êÜìøåùò v(x)). Ôüôå
ç åîßóùóç (2.1.3) åßíáé áðëÜ Ýíáò ôýðïò ðïõ ìáò äßíåé åýêïëá ôç ãùíßá óôñïöÞò è(x).

Óôçí ðåñßðôùóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6) ðñüêåéôáé ãéá ìéá éäéáßôåñá áðëÞ ãñáì-
ìéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ç ïðïßá åýêïëá ëýíåôáé ìå êáôåõèåßáí ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò ôç èÝóç x.
Ç ïëïêëÞñùóç áõôÞ ìáò äßíåé áìÝóùò

v(x) =
∫ x

0
è(î) dî + C (2.1.7)

öõóéêÜ ìå ôçí õðüèåóç üôé ç ãíùóôÞ ãùíßá óôñïöÞò è(x) åßíáé êáôÜëëçëç ðñïò ïëïêëÞñùóç
óõíÜñôçóç, ð.÷. ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. ÊÜôé ôÝôïéï (ç äõíáôüôçôá ïëïêëçñþóåùò ôçò
ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò è(x)) óôá ìåí ìáèçìáôéêÜ áðïôåëåß áðëÜ õðüèåóç, óôç äå Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí áíáãêáßá áðáßôçóç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óå Ýíá êáëÜ ïñéóìÝíï (êáëÜ ôïðïèåôçìÝíï)
ðñüâëçìá äïêïý êáé èåùñåßôáé üôé éó÷ýåé.

Óôç ëýóç áõôÞ (2.1.7) ôï ìåí ïëïêëÞñùìá ãñÜöôçêå óáí Ýíá óõíçèéóìÝíï ïëïêëÞñùìá, áëë’
åäþ ìå ôï Üíù üñéï ïëïêëçñþóåùò x ìåôáâëçôü. Óáí êÜôù üñéï ïëïêëçñþóåùò ôÝèçêå ôï x = 0
èåùñþíôáò óáí áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý ôï óçìåßï x = 0. Ãéá íá áðïöåõ÷èåß óýã÷õóç ìåôáîý
ôïõ ìåôáâëçôïý Üíù ïñßïõ ïëïêëçñþóåùò x êáé ôçò ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò, ÷ñçóéìïðïéÞèçêå
ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò ôï íÝï, âïçèçôéêü óýìâïëï î, ðïõ êáé áõôü âÝâáéá äçëþíåé èÝóç
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Ðñïöáíþò 0 ≤ î ≤ x óôï ïëïêëÞñùìá ôçò ëýóåùò (2.1.7).

Áò óçìåéùèåß ó÷åôéêÜ üôé óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ç ìáèçìá-
ôéêÞ ó÷Ýóç

v(x) =
∫ x

0
è(x) dx + C (2.1.8)

èá èåùñåßôáé ìáèçìáôéêü ëÜèïò. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç ìåôáâëçôÞ ïëïêëçñþóåùò x ðñÝðåé
íá ìåôáâÜëëåôáé óôï äéÜóôçìá [0, x] ìå äåîéü Üêñï ôï óçìåßï x êáé ôïýôï ðñïêáëåß ßóùò óýã÷õóç.
Áíáãíùñßæåôáé åíôïýôïéò üôé, áí êáé ìáèçìáôéêÜ åóöáëìÝíç, ç ó÷Ýóç (2.1.8) óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
óôçí ôå÷íéêÞ (êáé ü÷é ìüíï) âéâëéïãñáößá áíôß ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç óùóôÞ ó÷Ýóç (2.1.7).

Óôçí ßäéá ëýóç (2.1.7) ðñïóôÝèçêå âÝâáéá êáé ìéá óôáèåñÜ ïëïêëçñþóåùò: ç C. Áõôü åßíáé
åýëïãï ìåôÜ ôçí ïëïêëÞñùóç êáé áíáãêáßï, þóôå ç ëýóç áõôÞ íá áðïôåëåß ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6), ðïõ ìðïñåß Ýôóé êé áëëéþò íá åðáëçèåõèåß ìå ðáñáãþãéóç. Ôüôå,
äçëáäÞðáñáãùãßæïíôáòùòðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x, åýêïëá åðéóôñÝöïõìåáðüôç ãåíéêÞ ëýóç (2.1.7)
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.6), áðü ôçí ïðïßá îåêéíÞóáìå.

ÂÝâáéá ó÷åäüí ðÜíôïôå ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò äåí åíäéáöÝñåôáé ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6), áëëÜ ìüíï ãéá ìéá ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò üðïõ äå èá õðåéóÝñ÷åôáé êáìßá óôáèåñÜ. ¸ôóé, õðïèÝôïíôáò åäþ üôé ãíùñßæïõìå ôçí
ôéìÞ v0 ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý, äçëáäÞ üôé

v(0) = v0, (2.1.9)

åýêïëá äéáðéóôþíïõìå (èÝôïíôáò x = 0) üôé ç ãåíéêÞ ëýóç (2.1.7) ðáßñíåé óôï Üêñï x = 0 ôç ìïñöÞ

v(0) = v0 = 0 + C = C �⇒ C = v0. (2.1.10)
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¢ñá (ìå C = v0) ðñïêýðôåé ç åîÞò ìåñéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.6), ðïõ óõìðåñé-
ëáìâÜíåé ôþñá êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (2.1.9):

v(x) = v0 +
∫ x

0
è(î) dî. (2.1.11)

Ôç óõãêåêñéìÝíç áõôÞ ëýóç ôçí áðïêáëïýìå åðßóçò êáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôé-
ìÞò (2.1.6) êáé (2.1.9), äçëáäÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò

v′(x) = è(x), v(0) = v0. (2.1.12)

Ôï ðñüâëçìá áõôü áðïôåëåßôáé áðü ìßá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò (ôçí åîß-
óùóç (2.1.6)) êáé ìßá áñ÷éêÞ óõíèÞêç (ôç óõíèÞêç (2.1.9)). ÖõóéêÜ, áí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Þôáí
äåõôÝñáò ôÜîåùò, èá ÷ñåéáæüìáóôáí äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áí Þôáí ôñßôçò, ôñåéò óõíèÞêåò, êëð.

ÎåêéíÞóáìå áðü ôçí ðÜñá ðïëý áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.3) êáé ôçí áíôßóôïé÷Þ ôçò ðñï-
óåããéóôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.6), ðïõ áöïñïýí óå ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý:
óôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) êáé óôçí áíôßóôïé÷ç ãùíßá óôñïöÞò (Þ ãùíßá êëßóåùò Þ áðëÜ óôñïöÞ) è(x).
Ðéóôåýïõìå üôé ôá ìåãÝèç áõôÜ åßíáé êáôáíïçôÜ óáí Ýííïéåò áðü ôç ãåùìåôñßá áêüìç êáé óôïí
ðñùôïåôÞ öïéôçôÞ/óôçí ðñùôïåôÞ öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

Ëßãï äõóêïëüôåñç Ýííïéá, ãåùìåôñéêÞ êáé áõôÞ ðÜíôùò, åßíáé ç êáìðõëüôçôá ê = ê(x) ìéáò
êáìðýëçò (åäþ ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôçò äïêïý). Åßíáé ãíùóôü áðü ôïí Áðåéñïóôéêü Ëïãéóìü
óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ É üôé ç êáìðõëüôçôá ê = ê(x) ìéáò êáìðýëçò y = y(x) äßíåôáé áðü
ôïí ôýðï

ê(x) = y ′′(x)[
1 + y ′ 2(x)

] 3/2 ≡ y ′′(x)[√
1 + y ′ 2(x)

] 3 (2.1.13)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ ôçò ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò.

Ãéá ôçí ðáñïýóá óõíÞèç äïêü, áðëÜ ãñÜöïíôáò v áíôß y, åðáíáëáìâÜíïõìå ôïí ðéï ðÜíù
ôýðï óôç ìïñöÞ

ê(x) = v′′(x)[
1 + v′ 2(x)

] 3/2 ≡ v′′(x)[√
1 + v′ 2(x)

] 3 . (2.1.14)

Ï ôýðïò áõôüò ìáò äßíåé ôçí êáìðõëüôçôá ê(x) ôçò ðáñáìïñöùìÝíçò (ëüãù ôçò êÜìøåþò ôçò)
äïêïý óå êÜèå óçìåßï ôçò x ìå 0 ≤ x ≤ L (ìå L, åðáíáëáìâÜíåôáé, ôï ìÞêïò ôçò äïêïý). Áðü
ôçí áíôßóôñïöç Üðïøç, ðïõ ðñïò ôï ðáñüí ßóùò óõíáíôÜ ôçí áäéáöïñßá (Þ áêüìç êáé ôç äõ-
óáñÝóêåéá) ôïõ ðñùôïåôïýò öïéôçôÞ êáé ôçò ðñùôïåôïýò öïéôÞôñéáò Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (êáé
ôïýôï åßíáé êáôáíïçôü), ï ßäéïò ôýðïò (2.1.14) ìðïñåß íá áðïôåëåß ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝ-
ñáò ôÜîåùò. Óôçí åîßóùóç áõôÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç v(x) (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ ç v) êáé
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ç x. ÊÜôé ôÝôïéï éó÷ýåé, üôáí åßíáé ãíùóôÞ ç êáìðõëüôçôá ê(x) êáé Üãíùóôï
ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x), äçëáäÞ åßíáé Üãíùóôç ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý. Äå öôÜíåé ðïõ åßíáé
äåõôÝñáò ôÜîåùò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç åîßóùóç (2.1.14), åßíáé åðéðëÝïí êáé ìç ãñáììéêÞ ëüãù ôïõ
ìç ãñáììéêïý üñïõ v′ 2(x) óôç ñßæá ôïõ ðáñïíïìáóôÞ. Áò óçìåéùèåß âÝâáéá ðáñåíèåôéêÜ üôé ìå
ôçí åîÞò áëëáãÞ ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò: z = v′ (ïðüôå êáé z′ = v′′) ç ôÜîç ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò (2.1.14) ìåéþíåôáé áìÝóùò áðü äåýôåñç óå ðñþôç, ãéáôß ôþñá

ê(x) = z′(x)[
1 + z2(x)

] 3/2 ≡ z′(x)[√
1 + z2(x)

] 3 . (2.1.15)

¼ìùò óôéò óõíÞèåéò äïêïýò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå, ç êëßóç ôïõò v′(x) ìåôÜ ôçí êáìðôéêÞ
ðáñáìüñöùóÞ ôïõò (ïðüôå ðáßñíïõí ôï ó÷Þìá ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôïõò óôç óõãêåêñéìÝíç
êÜìøç ôïõò) åßíáé ðïëý ìéêñÞ, áò ðïýìå |v′(x)| < 1/10. Ôüôå ôï ôåôñÜãùíü ôçò åßíáé ðïëý--ðïëý
ìéêñüôåñï, óõãêåêñéìÝíá v′ 2(x) < 1/100 ãéá |v′(x)| < 1/10. ÅðïìÝíùò, óõãêñéíüìåíï ìå ôç ìï-
íÜäá óôçí ôåôñáãùíéêÞ ñßæá ôïõ ðáñïíïìáóôÞ óôç ó÷Ýóç (2.1.14), áðëÜ ìðïñåß íá áãíïçèåß êáé
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ðñáãìáôéêÜ ðÜíôïôå áãíïåßôáé áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç ìç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.14) ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí áíôßóôïé÷ç êáé ôüóï áðëÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç

ê(x) = v′′(x) ⇐⇒ v′′(x) = ê(x). (2.1.16)

Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ôçò ðñïóåããéóôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìéáò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò áðü ãñáììéêÞ ïíïìÜæåôáé ãñáììéêïðïßçóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. Ç ãñáììéêïðïßçóç
åßíáé õðïëïãéóôéêÜ ðïëý ùöÝëéìç, åðåéäÞ ïé ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõíÞèùò ëýíïíôáé
ðïëý ðéï åýêïëá áðü ôéò ìç ãñáììéêÝò. Áíôßèåôá ïé ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò óõíÞèùò
äå ìðïñïýí íá åðéëõèïýí ìå êëåéóôü ôýðï, áëëÜ êáé áñéèìçôéêÜ åßíáé ðïëý ðéï äýóêïëåò óôçí
åðßëõóÞ ôïõò áðü ôéò ãñáììéêÝò. Ôïíßæåôáé åðßóçò üôé, üðùò Þäç äéåõêñéíßóèçêå, ôï óöÜëìá óôçí
ðáñáðÜíù ðñïóÝããéóç (2.1.16) åßíáé êõñéïëåêôéêÜ åëÜ÷éóôï ãéá áñ÷éêÜ åõèýãñáììåò äïêïýò õðü
óõíçèéóìÝíç åëáóôéêÞ êáìðôéêÞ êáôáðüíçóç. ¢ñá ç ãñáììéêïðïßçóç äåí åéóÜãåé êáèüëïõ óçìá-
íôéêü óöÜëìá óôéò óõíÞèåéò (êáé áñ÷éêÜ åõèýãñáììåò) äïêïýòðïõ óõíáíôÜ ïÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò.
ÐñÝðåé åðïìÝíùò áõôüò íá èåùñåß ôïí åáõôü ôïõ ðïëý ôõ÷åñü áð’ áõôÞò ôçò áðüøåùò.

ÁõôÞ åßíáé ç åîßóùóç ôçí ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéïýìå áðü äù êáé ðÝñá: ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (2.1.16), ç ïðïßá ðñïÝêõøå áðü ôç ãñáììéêïðïßçóç ôçò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (2.1.14). Áí êáé ç åîßóùóç (2.1.16) åßíáé ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò,
åíôïýôïéò êáìßá õðïëïãéóôéêÞ äõóêïëßá äåí ðáñïõóéÜæåé. ÁðëÜ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí åýñåóç ôçò
ãåíéêÞò ëýóåþò ôçò v(x) äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò, êáôÜ ôéò ïðïßåò ðáñïõóéÜæïíôáé ðñïöá-
íþò êáé äýï óôáèåñÝò ïëïêëçñþóåùò C1 êáé C2. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ç ðñþôç ïëïêëÞñùóç ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.16) ïäçãåß óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

v′(x) =
∫ x

0
ê(î) dî + C1 (2.1.17)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò âïçèçôéêÞò ìåôáâëçôÞò, ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò î. Óôç óõíÝ÷åéá ç äåýôåñç
ïëïêëÞñùóç ïäçãåß óôç ãåíéêÞ ëýóç

v(x) =
∫ x

0

[ ∫ ç

0
ê(î) dî

]
dç + C1x + C2 (2.1.18)

ìå ôç ÷ñÞóç êáé äåýôåñçò âïçèçôéêÞò ìåôáâëçôÞò, ìåôáâëçôÞò ïëïêëçñþóåùò ç óôç äåýôåñç
ïëïêëÞñùóç óôï äéáäï÷éêü ïëïêëÞñùìá áõôÞò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò (2.1.18).

Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí äýï óôáèåñþí C1 êáé C2 ìðïñåß åýêïëá íá ãßíåé ìå ôç ÷ñÞóç äýï óõíèç-
êþí, ð.÷. ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí

v(0) = v0, v′(0) = è0 (2.1.19)

(âÝëïò êÜìøåùò êáé ãùíßá óôñïöÞò áíôßóôïé÷á) óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý ðïõ åîåôÜ-
æïõìå õðü ôçí ðáñáäï÷Þ (2.1.6) (v′(x) = è(x)) ðïõ Þäç Ýãéíå. ÅðïìÝíùò, åîáéôßáò ôçò äåýôåñçò
áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (2.1.19), ç åíäéÜìåóç ó÷Ýóç (2.1.17) ðáßñíåé ôçí åîÞò ìïñöÞ óôï Üêñï x = 0:

v′(0) = è0 = 0 + C1 = C1 �⇒ C1 = è0 �⇒ v′(x) =
∫ x

0
ê(î) dî + è0. (2.1.20)

Óôç óõíÝ÷åéá, åîáéôßáò êáé ôçò ðñþôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò (2.1.19), ç ãåíéêÞ ëýóç (2.1.18) ìáò
äßíåé óôï Üêñï x = 0

v(0) = v0 = 0+0+C2 = C2 �⇒ C2 = v0 �⇒ v(x) =
∫ x

0

[ ∫ ç

0
ê(î) dî

]
dç+è0x+ v0, (2.1.21)

üðïõðÞñáìå ôï èÜññïò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ôçí Þäç åõñåèåßóá ôéìÞC1 = è0 ôçò óôáèåñÜòC1.
ÅðïìÝíùò ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.16) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò
äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (2.1.19) Þ, ìå Üëëåò ëÝîåéò, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí

v′′(x) = ê(x), v(0) = v0, v′(0) = è0 (2.1.22)
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åßíáé ç åîÞò:

v(x) = v0 + è0x +
∫ x

0

[ ∫ ç

0
ê(î) dî

]
dç. (2.1.23)

Óôç ëýóç áõôÞ ðÞñáìå ôçí ðñùôïâïõëßá íá áëëÜîïõìå êáé ôç óåéñÜ ôùí ðñïóèåôÝùí óôï äåîéü
ìÝëïò, þóôå íá ôáéñéÜæåé ìå ôç ìïñöÞ ðïõ èá Þèåëå íá Ý÷åé ìðñïóôÜ ôïõ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò.

Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ç ëýóç áõôÞ (2.1.23) åðáëçèåýåé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0, üðùò
ðñïêýðôåé áìÝóùò èÝôïíôáò ó’ áõôÞí x = 0. Ðáñáãùãßæïíôáò ôçí ßäéá ëýóç ìßá öïñÜ ùò ðñïò x
(ìç ëçóìïíþíôáò âÝâáéá ôá ôçò ðáñáãùãßóåùò åíüò ïëïêëçñþìáôïò ìå ìåôáâëçôü ôï Üíù üñéï
ïëïêëçñþóåùò, åäþ ôï x), ïäçãïýìáóôå óôçí ðáñÜãùãï

v′(x) = è0 +
∫ x

0
ê(î) dî, (2.1.24)

ðïõ Þäç åß÷áìå óôç ó÷Ýóç (2.1.20). Áðü ôçí ðáñÜãùãï áõôÞ äéáðéóôþíïõìå Üìåóá (èÝôïíôáò êáé
ðÜëé x = 0) ôçí éó÷ý êáé ôçò äåýôåñçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò v′(0) = è0. Êáé ìßá áêüìç ðáñáãþãéóç,
áõôÞí ôç öïñÜ ôçò ó÷Ýóåùò (2.1.24), ìáò ïäçãåß óôçí ôåëéêÞ ó÷Ýóç

v′′(x) = ê(x), (2.1.25)

äçëáäÞ óôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç (2.1.16) (ôçí ðñþôç áðü ôéò åîéóþóåéò (2.1.22)).

Åðáëçèåýèçêå åðïìÝíùò ç ëýóç (2.1.23) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (2.1.22) êáé ùò ðñïò
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ùò ðñïò ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. H åðáëÞèåõóç áõôÞ ðïõ êÜíáìå
Þôáí áñêåôÜ áðëÞ ßóùò ìå åîáßñåóç ôçí ðáñáãþãéóç ôïõ ïëïêëçñþìáôïò. Eíôïýôïéò ï Ðïëéôéêüò
Ìç÷áíéêüò Ý÷ïíôáò íá åðéôåëÝóåé ôüóï õðåýèõíï ôå÷íéêü Ýñãï ðñÝðåé ðÜíôïôå íá åðáëçèåýåé
ôéò ëýóåéò ðïõ âñßóêåé óôá ôå÷íéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áíôéìåôùðßæåé. Ç åðáëÞèåõóç áõôÞ ìðïñåß
íá åßíáé åßôå Üìåóç, üðùò Ýãéíå åäþ, åßôå ìå ôç ÷ñÞóç ìéáò åíôåëþò äéáöïñåôéêÞò ìåèüäïõ åðé-
ëýóåùò, ðïõ ðñÝðåé üìùò íá ïäçãåß ïõóéáóôéêÜ óôá ßäéá áðïôåëÝóìáôá. Ç ÷ñÞóç äéáöïñåôéêÞò
ìåèüäïõ ìðïñåß íá áöïñÜ, ð.÷. óôçí åðßëõóç ìéáò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (üðùò ç ðá-
ñïýóá) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, óôçí ïðïßá üìùò äåí Ý÷ïõìå áêüìç áíáöåñèåß.
ÕðÜñ÷åé åðßóçò ç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò êáé ìéáò Üëëçò åíôåëþò äéáöïñåôéêÞò ìáèçìáôéêÞò ìïíôå-
ëïðïéÞóåùò ôïõ ôå÷íéêïý ðñïâëÞìáôïò, ð.÷. ìå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç4 áíôß ãéá äéáöïñéêÞ óôï
ðáñüí ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. ÁíÜëïãá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ìÝèïäïò ôùí Óõíïñéáêþí
Óôïé÷åßùí ãéá ôçí åðáëÞèåõóç áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñÝèçêáí ìå ôç ìÝèïäï ôùí ÐåðåñáóìÝíùí
Óôïé÷åßùí (Þ ôï áíôßóôñïöï), ð.÷. ó’ Ýíá äßóêï (åðßðåäï ìÝóïí ÷ùñßò êÜèåôç öüñôéóç), óå ìéá
ðëÜêá (áõôÞ êáé ìå êÜèåôç öüñôéóç) Þ ó’ Ýíá êÝëõöïò óå ìéá êáôáóêåõÞ, êëð.

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï íá êÜíïõìå êáé ôéò åîÞò ôñåéò ðáñáôçñÞóåéò:

(á) Åííïåßôáé üôé óå üëåò ôéò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò êáé ôéò ëýóåéò ôïõò ç ìåôáâëçôÞ x
ìåôáâÜëëåôáé ìüíï êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý óôï äéÜóôçìá 0 ≤ x ≤ L. ÅÜí Ý÷ïõìå êÜðïéá ðáñÜãùãï
óôá Üêñá ôçò äïêïý x = 0 êáé x = L, ðñÝðåé íá ôçí åñìçíåýóïõìå óáí ìïíüðëåõñç (ü÷é äßðëåõñç
üðùò óõíÞèùò) ðáñÜãùãï, äçëáäÞ ðáñÜãùãï áðü ôá äåîéÜ óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý x = 0
êáé ðáñÜãùãï áðü ôá áñéóôåñÜ óôï äåîéü Üêñï ôçò äïêïý x = L. Ç äïêüò ìáò åßíáé ðåðåñáóìÝíç
(0 ≤ x ≤ L): äåí Ý÷åé åðïìÝíùò êáíÝíá íüçìá íá ÷ñçóéìïðïéïýìå óçìåßá x (Þ î Þ ç) åêôüò áõôÞò.

(â) Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ôï äéáäï÷éêü ïëïêëÞñùìá óôç ëýóç (2.1.23) ìðïñåß áñêåôÜ åýêïëá
íá ìåôáôñáðåß óå áðëü ïëïêëÞñùìá ìå ôç ÷ñÞóç ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

(ã) Áò óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ðÝñá áðü ôéò äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.6) (ôçí åîßóùóç
v′(x) = è(x)) êáé (2.1.16) (ôçí åîßóùóç v′′(x) = ê(x)), éó÷ýåé êáé ç åîßóïõ áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

è′(x) = ê(x). (2.1.26)

4Ïé ïëïêëçñùôéêÝò åîéóþóåéò áðïôåëïýí ìÝñïò ôçò ýëçò ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉÉ. Ç ìåëÝôç
ôïõò êáé åöáñìïãÝò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðåñéëáìâÜíïíôáé óôï ÌÝñïò Ã ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí.
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Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ðñïêýðôåé Üìåóá ðáñáãùãßæïíôáò ôçí åîßóùóç (2.1.6) êáé áíôéêáèé-
óôþíôáò ôï áðïôÝëåóìá v′′(x) = è′(x) óôçí åîßóùóç (2.1.16). Åííïåßôáé üôé åßíáé êáé áõôÞ ðñïóåããé-
óôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ üìùò éó÷ýåé áñêåôÜ êáëÜ óå ðñïâëÞìáôá óõíÞèùí äïêþí. Èá Þôáí
üìùò ëÜèïò íá éó÷õñéóèïýìå üôé åßíáé éäéáßôåñá ÷ñÞóéìç óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü áðü ðñáêôéêÞò
áðüøåùò: äåí åßíáé! Åäþ ôçí áíáöÝñáìå áðëÜ ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò ôçò ðáñáãñÜöïõ áõôÞò
ùò ðñïò ôá ôñßá ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç: v(x) (âÝëïò êÜìøåùò), è(x) (ãùíßá óôñïöÞò Þ ãùíßá êëßóåùò
Þ óôñïöÞ) êáé ê(x) (êáìðõëüôçôá) êáôÜ ìÞêïò ôçò êáìöèåßóáò óõíÞèïõò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå.

A2.1.4. Ïé óôáôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôç ÷ñÞóç êáé ôùí ôñéþí óôáôéêþí, ìç÷áíéêþí ìåãåèþí êáôÜ ìÞ-
êïò ôçò äïêïý: ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò (Þ ñïðÞò êÜìøåùò) M(x) (óõ÷íÜ óå kNm), ôçò ôÝìíïõóáò
äýíáìçò Q(x) (óõ÷íÜ óå kN) êáé ôçò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x) (óõ÷íÜ óå kN/m)
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Ïé ó÷åôéêÝò âáóéêÝò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé ãíùóôÝò áðü ôï
ìÜèçìá ôçò Ôå÷íéêÞòÌç÷áíéêÞò--ÓôáôéêÞò ôïõ 1ïõ ÅîáìÞíïõ Óðïõäþí. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò ðñïÝñ-
÷ïíôáé áðü ôç óôáôéêÞ éóïññïðßá óôïé÷åéþäïõò, áðåéñïóôïý ôìÞìáôïò dx ôçò äïêïý. Ðñüêåéôáé
ãéá ôçí åîßóùóç

M′(x) = Q(x), (2.1.27)

ðïõ åêöñÜæåé ôçí éóïññïðßá ôùí êáìðôéêþí ñïðþí (ñïðþí êÜìøåùò) óôï óôïé÷åßï ìÞêïõò dx
ôçò äïêïý, êáèþò êáé ôçí åîßóùóç

Q′(x) = p(x), (2.1.28)

ðïõ äçëþíåé ôçí éóïññïðßá ôùí êÜèåôùí äõíÜìåùí: ôçò êÜèåôçò êáôáíåìçìÝíçò öïñôßóåùò p(x)
êáé ôùí ôåìíïõóþí äõíÜìåùí Q(x) (Þ V (x)) óôï ßäéï óôïé÷åéþäåò ìÞêïò dx ôçò äïêïý. (Õðïôßèåôáé
âÝâáéá üôé äåí õðÜñ÷åé áîïíéêÞ öüñôéóç Í ôçò äïêïý ïýôå åöåëêõóôéêÞ, áëë’ ïýôå êáé èëéðôéêÞ.)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò äýï áõôÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.27) êáé (2.1.28), äçëáäÞ ðáñáãùãßæï-
íôáò ôçí ðñþôç (ùò ðñïò ôç èÝóç x öõóéêÜ, 0 ≤ x ≤ L) êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôÝìíïõóá
äýíáìç Q(x) óôç äåýôåñç, ðñïêýðôåé êáé ç åîÞò ôñßôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

M′′(x) = p(x). (2.1.29)

Êáé óôïõò ôñåéò áõôïýò ôýðïõò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) õðïèÝôïõìå âÝâáéá üôé ç óõíÜñ-
ôçóç óôï áñéóôåñü ìÝëïò åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç êáé ç óõíÜñôçóç óôï äåîéü ìÝëïò ç ãíùóôÞ
óõíÜñôçóç. Ôüôå ìüíï ìðïñïýìå íá ìéëÜìå ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.

Êáé ïé ôñåéò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) åßíáé áðëÝò ãñáììéêÝò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ Üìåóá ìðïñïýí íá åðéëõèïýí ìå ìßá êáôåõèåßáí ïëïêëÞñùóç ãéá ôéò äýï
ðñþôåò: ôéò (2.1.27) êáé (2.1.28) êáé ìå äýï äéáäï÷éêÝò ïëïêëçñþóåéò ãéá ôçí ôñßôç: ôç (2.1.29).
ÁõôÜ åßíáé åíôåëþò áíÜëïãá ìå ü,ôé Þäç ðáñïõóéÜóèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç ÐáñÜãñáöï Á2.1.3
åêåß ãéá ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.6), (2.1.26) êáé (2.1.16), ðïõ õðïëïãéóôéêÜ åßíáé åíôåëþò
áíÜëïãåò ìå ôéò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) áíôßóôïé÷á.

A2.1.5. Ïé ôåëéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

Óôï óçìåßï áõôü ðñÝðåé âÝâáéá íá óçìåéùèåß üôé ïé ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.6), (2.1.26)
êáé (2.1.16) áöïñïýóáí óôá ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç v(x), è(x) êáé ê(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý (0 ≤ x ≤ L).
Áíôßèåôá ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (2.1.27), (2.1.28) êáé (2.1.29) áöïñïýí óôá ìç÷áíéêÜ, óôáôéêÜ
ìåãÝèç M(x), Q(x) êáé p(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò ßäéáò äïêïý. ÁðïìÝíåé ç óýíäåóç, ï óõíäåôéêüò êñßêïò
ìåôáîý ãåùìåôñéêþí êáé óôáôéêþí ìåãåèþí, ç ïðïßá åßíáé åöéêôÞ ìå ôï èåìåëéþäç ôýðï

ê(x) = M(x)
EI

⇐⇒ M(x) = ÅÉ ê(x). (2.1.30)
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Èá Þôáí áíåéëéêñéíÞò ï äéäÜóêùí, åÜí éó÷õñéæüôáí üôé ï ôýðïò áõôüò åßíáé ãíùóôüò áðü ôçí
Ôå÷íéêÞ Ìç÷áíéêÞ--ÓôáôéêÞ: äåí åßíáé! Åßíáé ôýðïò ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí óôï 4ï ÅîÜìçíï
Óðïõäþí, áëë’ åßíáé ôüóï áðëüò, éäßùò áí ðáñáëåéöèåß ç ìåôáâëçôÞ x, äçëáäÞ áí ãñÜøïõìå

ê = M
EI

⇐⇒ M = ÅÉê. (2.1.31)

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óôïé÷åéþäç ãñáììéêü ôýðï (êáé ÷ùñßò ðáñáãþãïõò âÝâáéá), ðïõ ìáò ëÝåé ðùò
ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (ñïðÞ êÜìøåùò) Ì åßíáé áíÜëïãç ôçò êáìðõëüôçôáò ê ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò
ôçò óõíÞèïõò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå. Ï óõíôåëåóôÞò áíáëïãßáò EI åßíáé ç êáëïýìåíç äõóêáìøßá
(êáé ü÷é áêáìøßá5) ôçò åëáóôéêÜ ðáñáìïñöïýìåíçò ðáñïýóáò óõíÞèïõò äïêïý õðü óõíèÞêåò
êÜìøåùò. Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí áðïäåéêíýåôáé üôé ç äõóêáìøßá EI ôçò ðáñïýóáò óõíÞèïõò
äïêïý åßíáé ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E (ðïõ ìåôñéÝôáé óå Pa = N/m2 Þ óå ðïëëáðëÜ-
óéÜ ôïõ, ð.÷. óå kPa) ôïõ ïìïãåíïýò, éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò åðß ôç ñïðÞ
áäñáíåßáò É (ðïõ ìåôñéÝôáé óå m4) ôçò äéáôïìÞò ôçò ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò êáôÜ ôçí
êÜìøç. Óôéò óõíÞèåéò äïêïýò ç äõóêáìøßá EI õðïôßèåôáé óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý.

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ï ðéï ðÜíù èåìåëéþäçò ôýðïò (2.1.30) (Þ (2.1.31)) ðñïêýðôåé óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí õðü ïñéóìÝíåò áðëïðïéçôéêÝò ðáñáäï÷Ýò ãéá ôç äïêü êáé ôçí êáìðôéêÞ
êáôáðüíçóÞ ôçò. ÁõôÝò üìùò ãßíïíôáé ãåíéêÜ äåêôÝò óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óõíÞèùí
äïêþí áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ðïëý áêñéâÝóôåñïé ôýðïé ðñïêýðôïõí óôçí áíôéìåôþðéóç
äïêþí óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ìÝóù ôçò ÌáèçìáôéêÞò Èåùñßáò ôçò Åëáóôéêüôçôáò áíôß ôçò
ðïëý áðëïýóôåñçò Ôå÷íéêÞò Èåùñßáò ôçò ÊÜìøåùò. Äåí õðÜñ÷åé üìùò ëüãïò óôï ðáñüí ìÜèçìá
ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ íá õðåéóÝëèïõìå óå ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò. Äå ìáò áöïñïýí!

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ãñáììéêü ôýðï (2.1.30) (éóïäýíáìá (2.1.31)), ðïõ
óõíäÝåé ôçí êáìðõëüôçôá ê(x) ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), ìðïñïýìå ðëÝïí
ðïëý åýêïëá íá êáôáóêåõÜóïõìå êáé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ óõíäÝïõí ãåùìåôñéêÜ êáé óôáôéêÜ
ìåãÝèç. Ç ðéï óçìáíôéêÞ áðü áõôÝò ðñïêýðôåé, ìüëéò èÝóïõìå ê(x) = M(x)/(EI) (ôýðïò (2.1.30))
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.16) (v′′(x) = ê(x)) êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

v′′(x) = M(x)
EI

. (2.1.32)

Ðñüêåéôáé ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóçðïõ óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞM(x)
êáé åßíáé ðñáãìáôéêÜ ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. ÐáñáãùãßæïíôÜò ôçí (ùò ðñïò x
åííïåßôáé) êáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç (2.1.27) (M′(x) = Q(x)) ìåôáîý êáìðôéêÞò
ñïðÞò M(x) êáé ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x), âñßóêïõìå áìÝóùò üôé

v′′′(x) = Q(x)
EI

. (2.1.33)

Ìå áêüìç ìßá ðáñáãþãéóç ùò ðñïò x êáé ðáßñíïíôáò õðüøç êáé ôç ó÷Ýóç (2.1.28) (Q′(x) = p(x)),
ðïõ óõíäÝåé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) ìå ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x), ïäçãïýìáóôå
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EIv′′′′(x) = p(x), éóïäýíáìá v′′′′(x) = p(x)
EI

. (2.1.34)

5Ïé ëÝîåéò Üêáìðôïò êáé áêáìøßá áíáöÝñïíôáé óå Ýíá áðüëõôá óôåñåü óþìá, ðïõ äå ìðïñåß íá êáìöèåß êáèüëïõ,
åßíáé áðáñáìüñöùôï. Áíôßèåôá, ïé ëÝîåéò äýóêáìðôïò êáé äõóêáìøßá áíáöÝñïíôáé óå Ýíá ðáñáìïñöþóéìï óôåñåü
óþìá, üðùò ç ðáñïýóá óõíÞèçò äüêïò, ðïõ äåí åßíáé áðüëõôá óôåñåü êáé ìðïñåß åðïìÝíùò íá êáìöèåß, ðáñüëï
âÝâáéá ðïõ ðáñïõóéÜæåé ìéêñÞ Þ ìåãÜëç áíôßóôáóç óôçí êÜìøç åîáéôßáò ôçò äõóêáìøßáò ôïõ. Åäþ óôçí ðåñßðôùóç
åíüò áðëïý ãñáììéêïý öïñÝá: ôçò óõíÞèïõò äïêïý, ôï ìÝôñï äõóêáìøßáò ôçò äïêïý éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï EI, ðïõ ãéá
áðëüôçôá êáëåßôáé êáé áõôü äõóêáìøßá (áíôß ìÝôñï äõóêáìøßáò). ×ñçóéìïðïéåßôáé äçëáäÞ ï ßäéïò üñïò: äõóêáìøßá
ôüóï ãéá ôçí éäéüôçôá ôçò äõóêáìøßáò üóï êáé ôï ìÝôñï ôçò éäéüôçôáò áõôÞò, åäþ, óôç äïêü, ôï ãéíüìåíï EI. ÁíÜëïãá êáé
óå åðéöáíåéáêïýò öïñåßò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý: ðëÜêåò êáé êåëýöç, ðïõ ðáñïõóéÜæïõí êáé áõôïß äõóêáìøßá (ìå
åíôåëþò äéáöïñåôéêÜ ìÝôñá äõóêáìøßáò öõóéêÜ!), êëð. Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ç êÜìøç ôçò äïêïý
åßíáé áõôÞ ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò v(x), äçëáäÞ ôï ó÷Þìá ôçò, ôç ìïñöÞ ôçò ìåôÜ ôçí ðáñáìüñöùóç.
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ÖõóéêÜ ïé ðáñÜãùãïé óå üëåò áõôÝò ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìðïñïýí êÜëëéóôá íá ãñáöïýí
êáé ìå ôï ðéï åðßóçìï óýìâïëï d ãéá ôç óõíÞèç ðáñáãþãéóç, äçëáäÞ

d2v(x)
dx2

= M(x)
EI

,
d3v(x)
dx3

= Q(x)
EI

,
d4v(x)
dx4

= p(x)
EI

. (2.1.35)

ÅÜí ðáñáëåßøïõìå ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ x (ðïõ äçëþíåé ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý:
0 ≤ x ≤ L) óôéò ìåôáâëçôÝò ôùí óõíáñôÞóåùí v = v(x), M = M(x), Q = Q(x) êáé p = p(x), ïé ßäéåò
äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðáßñíïõí ôéò êÜðùò áðëïýóôåñåò (áëë’ áðüëõôá éóïäýíáìåò) ìïñöÝò ôïõò

d2v
dx2

= M
EI

,
d3v
dx3

= Q
EI

,
d4v
dx4

= p
EI

. (2.1.36)

Áõôü ôï êÜíïõìå ìå ôçí åëðßäá üôé äå èá õðÜñîåé êÜðïéá ðáñåñìçíåßá, ð.÷. ç ðáñåñìçíåßá ðùò
ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p = p(x) åßíáé áðëÜ ìéá óôáèåñÜ óôçí ôñßôç áðü ôéò äéáöïñéêÝò
áõôÝò åîéóþóåéò.

ÄéáèÝôïõìå ëïéðüí ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x)
óå óõíÞèç äïêü õðü êÜìøç. Ðïéá èá ðñÝðåé íá ðñïôéìÞóåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò; Ç ãíþìç ôïõ
ãñÜöïíôá åßíáé ç åîÞò: åêåßíç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ïðïßáò îÝñåé ôï äåîéü ìÝëïò, äçëáäÞ:
(á) ÅÜí áñ÷éêÜ ãíùñßæåé ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, ôçí
ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.32), (â) ÅÜí áñ÷éêÜ ãíùñßæåé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìçQ(x), ôç äåýôåñç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.33), êáé (ã) ÅÜí áñ÷éêÜ ãíùñßæåé ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x),
ôçí ôñßôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.34). ÁõôÞ åßíáé ç ãíþìç ôïõ ãñÜöïíôá êáé ðïëëþí Üëëùí.

ÕðÜñ÷åé áóöáëþò (êáé åßíáé êáé áñêåôÜ äçìïöéëÞò ìÜëéóôá) êáé ç áíôßèåôç ãíþìç, ðïõ ðáñï-
ôñýíåé ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü íá ÷ñçóéìïðïéåß ðÜíôïôå ôçí ðñþôç áðü ôéò ôñåéò áõôÝò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò, ôçí åîßóùóç (2.1.32), ãéáôß åßíáé ìüëéò äåõôÝñáò ôÜîåùò (Ýíáíôé ôñßôçò êáé ôåôÜñôçò ôùí
åðüìåíùí äýï áíôßóôïé÷á). Ç äåýôåñç áõôÞ äõíáôüôçôá áðáéôåß âÝâáéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò
êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x) áðü ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) (áí åßíáé ãíùóôÞ) ìå ïëïêëÞñùóç (áíáëõ-
ôéêÜ Þ êáé ãñáöéêÜ). Áí åßíáé ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ç áñ÷éêÜ ãíùóôÞ óõíÜñôçóç,
áðáéôïýíôáé äýï ïëïêëçñþóåéò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x) ðñéí áðü ôçí
ðñáãìáôéêÞ ÷ñÞóç ôçò ðñþôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2.1.32): áõôÞò ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞM(x)
óôï äåîéü ìÝëïò ôçò. Áõôïíüçôï åßíáé âÝâáéá üôé ç ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç áðü ôéò (2.1.35)
Þ (2.1.36) (ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.32)) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (ôçò åëá-
óôéêÞò ãñáììÞò) v(x) áðáéôåß ôç ÷ñÞóç äýï óõíèçêþí (åðåéäÞ åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò), ç äåýôåñç
ôñéþí óõíèçêþí (åðåéäÞ åßíáé ôñßôçò ôÜîåùò) êáé ç ôñßôç ôåóóÜñùí óõíèçêþí, åðåéäÞ åßíáé ôåôÜñ-
ôçò ôÜîåùò. Ïé óõíèÞêåò áõôÝò åßíáé áðüëõôá áíáãêáßåò, þóôå íá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôç æçôïýìåíç
ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá óõíÞèïõò äïêïý ðïõ åîåôÜæïõìå, êáé èá
áíáöåñèïýìå åêôåíþò ó’ áõôÝò áìÝóùò ðéï êÜôù.

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé óå üëåò ôéò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ïé èåôéêÝò öïñÝò èåùñÞèç-
êáí ðñïò ôá åðÜíù (äçëáäÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óõíçèéóìÝíï óýóôçìá Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝ-
íùíOxy). ÐÜñáðïëëÝò öïñÝò üìùò óå äïêïýò (áëëÜ êáé óå ðëÜêåò) ï ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò èåùñåß
ôïí Üîïíá Oy ðñïò ôá êÜôù (óå ðëÜêåò ôïí Üîïíá Oz). ¸ôóé Ý÷åé ðéï óõ÷íÜ èåôéêÜ âÝëç êÜìøåùò
êáé åðßóçò ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) Ý÷åé èåôéêü ðñüóçìï, üôáí êáôåõèýíåôáé ðñïò ôá
êÜôù, üðùò êáé ðñáãìáôéêÜ óõíÞèùòóõìâáßíåé óôçíðñÜîç ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. Áò ãßíåé êá-
ôáíïçôü üôé ó’ áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ïñéóìÝíá ðñüóçìá óôéò ðñïçãïýìåíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
áëëÜæïõí, ãßíïíôáé ðëçí (−) áíôß óõí (+). Åäþ ôá ðñÜãìáôá åßíáé ðéï áðëÜ áðü ôçò ìáèçìáôéêÞò
óêïðéÜò (äõóôõ÷þò üìùò ü÷é êáé áðü ôçò êáèáñÜ ôå÷íéêÞò óêïðéÜò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý):
óõíå÷þò ðñüóçìï óõí (+) êáé óõíçèéóìÝíï Êáñôåóéáíü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Oxy, üðùò ôï
îÝñïõìå óôá ÌáèçìáôéêÜ. Áõôü ðñïôéìÞèçêå êáé ßóùò íá åßíáé êáëýôåñá Ýôóé!
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A2.1.6. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò äïêïý

Ó÷åäüí ðÜíôïôå (êáé óôç ÓôáôéêÞ ðÜíôïôå) ìéá óõíÞèçò äïêüò åßíáé óôåñåùìÝíç, þóôå íá ìç
ìðïñåß íá êéíçèåß. Åäþ ðåñéïñéæüìáóôå óôçí ðïëý áðëÞ ðåñßðôùóç óôçñßîåùò ôçò äïêïý ìüíï
óôá Üêñá ôçò Þ ìå ðÜêôùóç óôï Ýíá Üêñï ôçò êáé ìå åëåýèåñï ôï Üëëï Üêñï ôçò. Óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ áíáöåñèÞêáìå Þäç ðñïçãïõìÝíùò óôçí ðñþôç ÐáñÜãñáöï Á2.1.1 ôïýôçò ôçò åíüôçôáò.

¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôñåéò ðåñéðôþóåéò Üêñùí äïêïý (èåùñþíôáò åíäéÜìåóá ôç äïêü áðüëõôá
åëåýèåñç), åßôå áñéóôåñþí åßôå äåîéþí Üêñùí óôç äïêü, êáé ôéò ó÷åôéêÝò óõíèÞêåò, ðïõ êáëïýíôáé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, åöüóïí áöïñïýí êáé óôá äýï Üêñá (óôá «üñéá», óôá «óýíïñá») ôçò äïêïý.

1. ¢êñï x = a ìå ðÜêôùóç (ðáêôùìÝíï Üêñï), ïðüôå

v(a) = 0 êáé è(a) = 0 ⇐⇒ v(a) = 0 êáé v′(a) = 0 (2.1.37)

åîáéôßáò ôïõ ôýðïõ (2.1.6): è(x) = v′(x).

2. ¢êñï x = a ìå Üñèñùóç (áñèñùìÝíï Üêñï) Þ ìå êýëéóç (êõëéüìåíï Üêñï), ïðüôå

v(a) = 0 êáé M(a) = 0 ⇐⇒ v(a) = 0 êáé v′′(a) = 0 (2.1.38)

åîáéôßáò ôïõ ôýðïõ (2.1.32): M(x) = EI v′′(x) ìå EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý. Áò óçìåéùèåß
åäþ üôé ç Üñèñùóç êáé ç êýëéóç åßíáé éóïäýíáìåò áðü áðüøåùò óõíïñéáêþí óõíèçêþí óå
äïêü ðïõ êÜìðôåôáé, áëëÜ ÷ùñßò áîïíéêÞ öüñôéóç.

3. Åëåýèåñï Üêñï x = a (Üêñï ÷ùñßò êáìßá óôÞñéîç)

M(a) = 0 êáé Q(a) = 0 ⇐⇒ v′′(a) = 0 êáé v′′′(a) = 0 (2.1.39)

åîáéôßáò êáé ôùí äýï ôýðùí (2.1.32): M(x) = EI v′′(x) êáé (2.1.33): Q(x) = EI v′′′(x). Åííïåßôáé
âÝâáéá üôé åÜí ôï Ýíá Üêñï x = a ìéáò äïêïý åßíáé åëåýèåñï, ôï Üëëï Üêñï x = b (ìå b > a
Þ b < a) ðñÝðåé íá åßíáé ðáêôùìÝíï ãéá éóïóôáôéêÞ äïêü. Ìéá ôÝôïéá äïêüò (ìå ôï Ýíá Üêñï
ðáêôùìÝíï êáé ôï Üëëï åëåýèåñï) êáëåßôáé ðñüâïëïò, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå óôçí ðñþôç
ÐáñÜãñáöï Á2.1.1 áõôÞò åäþ ôçò Åíüôçôáò Á2.1.

ÁõôÝò åßíáé ïé óõíèÞêåò: óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ ðñÝðåé íá óõíïäåýïõí ôç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (2.1.34): v′′′′(x) = p(x)/(EI) ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý êáôÜ ôçí åðßëõóÞ ôçò êáé óôï
Ýíá Üêñï ôçò (Ýóôù ôï x = 0) êáé óôï Üëëï (Ýóôù ôï x = L). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò Ýíá ðñüâëçìá
óõíïñéáêþí ôéìþíðïõáðïôåëåßôáé áðüìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò,
áíÜ äýï óôï êÜèå Üêñï ôçò äïêïý. Åßíáé áðüëõôá óùóôü áõôü, ãéáôß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.34)
åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé åðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðåñéÝ÷åé ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ci

(i = 1, 2, 3, 4). ¢ñá áðáéôïýíôáé ôÝóóåñéò óõíèÞêåò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò. Èá ìðïñïýóáí íá Þóáí
ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý (áíÜëïãá êáé óôï äåîéü). Óôçí ðñÜîç
üìùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé äéáèÝóéìåò óå óõíÞèåéò äïêïýò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
(áíÜ äýï êáé óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý). ÁõôÝò äéáöÝñïõí ìÜëéóôá áíÜëïãá ìå ôá åßäç ôùí äýï
óôçñßîåùí ôçò äïêïý óôá Üêñá ôçò (Þ ôçò åëëåßøåùò óôçñßîåùò óôï Ýíá áðü áõôÜ óå ðñüâïëï):
(á) ðÜêôùóç: óõíèÞêåò (2.1.37) Þ (â) Üñèñùóç Þ êýëéóç: óõíèÞêåò (2.1.38) Þ, ôÝëïò, (ã) åëåýèåñï
Üêñï (÷ùñßò êáìßá óôÞñéîç) óå ðñüâïëï: óõíèÞêåò (2.1.39).

Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, èåùñïýìå Ýíáí ðñüâïëï ìÞêïõò L, ìå óôáèåñÞ äõóêáìøßá EI êáè’ üëï
ôï ìÞêïò ôïõ (0 ≤ x ≤ L), ìå óôÞñéîç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé åðïìÝíùò ìå åëåýèåñï
ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = L êáé õðü êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x). Ôüôå ç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý (2.1.34)

EI v′′′′(x) = p(x) ìå 0 ≤ x ≤ L (2.1.40)
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èá óõíïäåýåôáé áðü ôéò åîÞò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò:

v(0) = 0, v′(0) = 0, v′′(L) = 0, v′′′(L) = 0. (2.1.41)

Ïé äýï ðñþôåò áðü ôéò óõíèÞêåò áõôÝò áíáöÝñïíôáé óôï áñéóôåñü Üêñï (óôï óçìåßï ðá-
êôþóåùò) x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ: åßíáé ïé óõíèÞêåò (2.1.37) êáé åêöñÜæïõí ôçí áíõðáñîßá âÝëïõò
êÜìøåùò v êáé ãùíßáò óôñïöÞò (Þ ãùíßáò êëßóåùò Þ óôñïöÞò) è óôï ðáêôùìÝíï áõôü Üêñï x = 0.
Óôç óõíÝ÷åéá ïé äýï ôåëåõôáßåò áðü ôéò óõíèÞêåò (2.1.41) áíáöÝñïíôáé óôï äåîéü Üêñï ôïõ ðñï-
âüëïõ (óôï åëåýèåñï Üêñï ôïõ) x = L: åßíáé ïé óõíèÞêåò (2.1.39) êáé åêöñÜæïõí ôçí áíõðáñîßá
êáìðôéêÞò ñïðÞò Ì êáé ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q óôï åëåýèåñï áõôü Üêñï x = L.

Áðáéôïýíôáé ðñáãìáôéêÜ ôÝóóåñéò óõíèÞêåò åßôå áñ÷éêÝò åßôå óõíïñéáêÝò (åäþ Ý÷ïõìå äéáèÝ-
óéìåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò, ü÷é áñ÷éêÝò), åðåéäÞ ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò (2.1.40)
åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò. ¸÷åé åðïìÝíùò ôÝóóåñéò ðñïò ðñïóäéïñéóìü óôáèåñÝò Ci (i = 1, 2, 3, 4)
óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. Áðü ôç ãåíéêÞ ëýóç ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åðéèõìåß íá ðÜñåé ôç ìåñéêÞ ëýóç
(Þ åéäéêÞ ëýóç) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí óôá Üêñá ôçò
äïêïý, åäþ óôïí ðáñüíôá ðñüâïëï óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (2.1.41). Ìå êáíÝíáí ôñüðï äåí
åßíáé åðéèõìçôü óôçí ôåëéêÞ ëýóç åíüò ôå÷íéêïý ðñïâëÞìáôïò (åí ðñïêåéìÝíù åíüò ðñïâëÞìáôïò
óõíÞèïõò ðñïâüëïõ óå êÜìøç) íá åßíáé áêüìç ðáñïýóåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò, Ýóôù êáé ìßá.

A2.1.7. Äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò

Óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò (üðùò óå åðéöáíåéáêÝò èåìåëéþóåéò óôéò Èåìåëéþóåéò êáé óå óéäçñï-
ôñï÷éÝò óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ) ìéá óõíÞèçò äïêüò ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L) õðïóôçñßæåôáé áðü åëáóôéêÞ
âÜóç (Þ èåìåëßùóç, éóïäýíáìá èåìÝëéï, üðùò åßíáé ôï Ýäáöïò óå ìéá åðéöáíåéáêÞ èåìåëßùóç).
Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ìéëÜìå ãéá äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (beam on elastic foundation), ðïõ
ðáñïõóéÜæåé êáé áõôÞ áñêåôü åíäéáöÝñïí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Åéäéêüôåñá
óôéò Èåìåëéþóåéò ìéëÜìå ãéá ðåäéëïäïêü (Þ óðÜíéá ãéá èåìåëéïäïêü, ðïõ åßíáé éóïäýíáìïò üñïò).

Ç èåùñßá ãéá ôç äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò âáóßæåôáé êáé óÞìåñá óõíÞèùò óôçí êëáóéêÞ
õðüèåóç ôïõ Winkler (1867). Óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç áõôÞ óå ìéá äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò
ç áíôßäñáóç ôçò âÜóåùò (óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò) óå êÜèå óçìåßï x ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôçò
ðáñáìïñöùèåßóáò äïêïý (ëüãù ôçò êÜìøåþò ôçò åîáéôßáò ôçò êÜèåôçò öïñôßóåþò ôçò p(x)) åßíáé
áíÜëïãç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) óôï óçìåßï áõôü. ÅðïìÝíùò óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç äïêïý
ç èåìåëéþäçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý (2.1.34) ôñïðïðïéåßôáé óôç ìïñöÞ

v′′′′(x) = p(x) − kv(x)
EI

⇐⇒ ÅÉv′′′′(x) + kv(x) = p(x) ìå 0 ≤ x ≤ L. (2.1.42)

Ï íÝïò üñïò óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (ðïõ ðáñáìÝíåé ãñáììéêÞ êáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò)
åßíáé ï üñïò kv(x) ôçò áíôéäñÜóåùò ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò (óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò). Åßíáé êáé áõôÞ
ìéá êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü (óôçí êÜôù ðëåõñÜ ôçò öõóéêÜ) üðùò êáé
ç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) (óôçí ðÜíù ðëåõñÜ ôçò). Ç óôáèåñÜ áíáëïãßáò k åßíáé óôáèåñÜ ôïõ
åäÜöïõò, ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôéò éäéüôçôÝò ôïõ. Åßíáé åðßóçò áíÜëïãç ðñïò ôï ðÜ÷ïò b ôçò äïêïý.

Ç õðüèåóç ôïõ Winkler åßíáé ìéá áðëÞ õðüèåóç ðïõ ìïíôåëïðïéåß ôçí åëáóôéêÞ âÜóç óáí Ýíá
óõíå÷Ýò óýíïëï åëáôçñßùí, êÜôé ðïõ äåí åßíáé âÝâáéá áðüëõôá áêñéâÝò óýìöùíá ìå ôç Èåùñßá
ôçò Åëáóôéêüôçôáò. Åßíáé åíôïýôïéò åðáñêþò áêñéâÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.6 ÅðïìÝíùò
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2.1.42) åßíáé áõôÞðïõ÷ñçóéìïðïéåßôáé ó÷åäüíðÜíôïôå óôçíðñÜîç. ÌåñéêÝò
öïñÝò âÝâáéá åßíáé äõíáôüí ç äïêüò íá ìçí åöÜðôåôáé óå ïñéóìÝíá ôìÞìáôÜ ôçò åðß ôçò åëáóôéêÞò
âÜóåùò åîáéôßáò ôçò öïñôßóåþò ôçò p(x) (ßóùò êÜðïõ ðñïò ôá åðÜíù, ü÷é ðñïò ôçí åëáóôéêÞ

6Ìå ôïí ôñüðï áõôü ôï Ýäáöïò äå èåùñåßôáé óõíå÷Ýò ìÝóïí (åíþ åßíáé!), áëë’ áðëÜ Ýíá óýíïëï (óýóôçìá) êáôáêüñõ-
öùí åëáôçñßùí ðáñÜëëçëùí ôï Ýíá óôï Üëëï ðïõ äåí áëëçëïåðçñåÜæïíôáé. Åíôïýôïéò ç ðñïóÝããéóç áõôÞ ôïõ Winkler
(ç õðüèåóç ôïõ Winkler, üðùò óõíÞèùò ëÝãåôáé) äßíåé áñêåôÜ êáëÜ áðïôåëÝóìáôá óôçí ðñÜîç êáé óðÜíéá áðáéôåßôáé
ç ÷ñÞóç ôùí áêñéâþí åîéóþóåùí ôçò Èåùñßáò ôçò Åëáóôéêüôçôáò óå ðñïâëÞìáôá äïêþí åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò.


