
Πανεπιστήµιο Πατρών 2022–2023 Σ. Μαλεφάκη

΄Υλη µαθήµατος για το ακαδηµαϊκό έτος 2022 - 2023

Κεφάλαιο Πρώτο

∆ιαφορικός Λογισµός Συνάρτησης µιας µεταβλητής

Περιεχόµενα Κεφαλαίου

� Ορισµός παραγώγου

� Κανόνες παραγώγισης

� Παράγωγος Πεπλεγµένης Συνάρτησης

� Παραγώγιση παραµετρικών Συναρτήσεων

� Παραγώγιση Τριγωνοµετρικών Συναρτήσεων

� Παραγώγιση Υπερβολικών Τριγωνοµετρικών Συναρτήσεων

� Παραγώγιση Αντίστροφων Συναρτήσεων (αντίστροφων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, αντίστρο-
ϕων υπερβολικών τριγωνοµετρικών συναρτήσεων)

� Εξίσωση ευθείας και κάθετης ευθείας

� Ακρότατα Συνάρτησης µιας µεταβλητής και εφαρµογές τους

� Βασικά Θεωρήµατα των παραγώγων (Θεώρηµα Rolle, Θεώρηµα Μέσης Τιµής)

� ∆ιαφορικό: Γεωµετρική ερµηνεία και εφαρµογές του

� Μέθοδος Newton - Raphson

� Ανάπτυγµα Taylor - Ανάπτυγµα MacLaurin

Επαναληπτικές Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f(x) = (1 + x)m µπορεί να γραφεί µε τη µορφή

f(x) =
m∑
k=0

(
m
k

)
xk.

2. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα Taylor κατάλληλης συνάρτησης f(x) γύρω από το 0, υπολογίστε
προσεγγιστικά (µε ακρίβεια 2 δεκαδικών ψηφίων) την τιµή του e2.

3. Με τη ϐοήθεια του αναπτύγµατος Taylor υπολογίστε το όριο

lim
x→0

x3

ex − 1
.

4. Αναπτύξτε σε σειρά Taylor µε κέντρο µηδέν την συνάρτηση f(x) = (x2 + x)ex.

5. Να υπολογίσετε την παράγωγο y′ της πεπλεγµένης συνάρτησης

cos(x2)− 2xe−y − x tan(ln(y)) = 0.
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6. Βρείτε την dy
dx αν y2 = x2 + sin(xy)

7. Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Mac Laurin δευτέρου ϐαθµού για τη συνάρτηση y(x) που ορίζεται από
την εξίσωση

y(1 + ey)− x(3 + cosx) = 0.

8. Να εξεταστεί η συνέχεια και η παραγωγισιµότητα της συνάρτησης f(x) =

{
x

e2x−1
x ̸= 0

1/2 x = 0

9. Να ϐρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης y = y(x) η οποία ορίζεται σε πεπλεγµένη µορφή από
τη σχέση y2 + 2xy + x2 − 4x+ 2y − 2 = 0.

10. Να ϐρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης y = f(x) η οποία ορίζεται από τη σχέση
xy2 − x2y = 16.

11. Να ϐρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης y = y(x) η οποία ορίζεται σε παραµετρική

µορφή από τις σχέσεις x =
t− 1

t
, y =

t2

t+ 1
.

12. Βρείτε όλες τις παραγώγους y(n) της συνάρτησης y =
√
2x− 1.
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Κεφάλαιο ∆εύτερο

Ολοκληρωτικός Λογισµός Συνάρτησης µιας µεταβλητής

Περιεχόµενα Κεφαλαίου

� Αόριστο ολοκλήρωµα

� Ολοκλήρωση ϱητών συναρτήσεων

� Ολοκληρώµατα ειδικής µορφής

– συναρτήσεις µε ϱιζικά

– τριγωνοµετρικών συναρτήσεων

� Ορισµένα ολοκληρώµατα

� Εφαρµογές ορισµένων ολοκληρωµάτων

– Εµβαδόν

– Μήκος καµπύλης

– ΄Ογκος στερεού από περιστροφή

� Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Επαναληπτικές Ασκήσεις

1. Βρείτε την απόσταση που διανύει ένα σηµείο P (x, y), του οποίου η ϑέση κάθε χρονική στιγµή
δίνεται από τις σχέσεις x = sin2 t, y = cos2 t µε το t από t = 0 έως t = π/2. (Απ.

√
2)

2. Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης y = ln(sinx) όταν π/4 < x < π/2.
(Απ. − ln

(
tan π

8

)
≃ 0.881374)

3. Βρείτε τον όγκο του στερεού που προκύπτει όταν περιστρέψουµε την x2 + y2 = r2 µε x, y > 0,
γύρω από τον άξονα xx′. (Απ. 2πr3/3)

4. Να υπολογισθεί το εµβαδόν της περιοχής R του παρακάτω σχήµατος. (Απ. 1)

5. Να λυθεί η εξίσωση
∫ x

1

dt

t2 − 2t+ 5
=

π

24
.
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6. Βρείτε το µήκος του τόξου της καµπύλης y = ln
ex − 1

ex + 1
από το x = 1 έως το x = 2.

7. Αν η συνάρτηση f : [−a, a] → R, a > 0 είναι συνεχής και άρτια, να αποδειχθεί ότι∫ a

−a

f(x)

1 + ex
dx =

∫ a

0
f(x) dx.

8. Να υπολογισθεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ ∞

0

lnx

(x+ 1)3
dx.

9. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα I =

∫
x2√

x2 − 2x+ 2
dx.

10. Αν x > 0, να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
(lnx)2dx.

11. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫
sin3 x cos4 xdx

12. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫
arctanxdx
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Κεφάλαιο Τρίτο

Ακολουθίες και Σειρές

Περιεχόµενα Κεφαλαίου

� Ορισµός Ακολουθίας

� ΄Οριο Ακολουθίας

� Ιδιότητες ορίων ακολουθίας

� Ορισµός Σειράς

� Ειδικοί τύποι σειρών

– Γεωµετρική Σειρά

– Τηλεσκοπική Σειρά (Γενικευµένη τηλεσκοπική σειρά)

– Αρµονική Σειρά (Γενικευµένη αρµονική σειρά)

� Ιδιότητες συγκλινουσών σειρών

� Κριτήρια σύγκλισης σειρών

� Εναλλασσόµενες σειρές

� Απόλυτη σύγκλιση σειρών

� ∆υναµοσειρές

� Ακτίνα και διάστηµα σύγκλισης δυναµοσειρών

Επαναληπτικές Ασκήσεις

1. Ελέγξτε ως προς τη σύγκλιση τις παρακάτω σειρές

∞∑
n=1

n4

2n
και

∞∑
n=2

1

lnn

2. Να ϐρεθεί το άθροισµά της σειράς

∞∑
n=1

1

(4n− 3)(4n+ 1)

3. Να εξεταστεί πλήρως ως προς τη σύγκλιση η δυναµοσειρά

∞∑
n=1

(x− 2)n√
n

4. Να εξεταστεί πλήρως ως προς τη σύγκλιση η δυναµοσειρά

∞∑
n=2

(−1)n
(x− 1)2n+1

2n+ 1
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5. Ελέγξτε ως προς τη σύγκλιση τις παρακάτω σειρές

∞∑
n=1

2n

(n+ 2)!
και

∞∑
n=1

2n

ln 2n

6. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το άθροισµα της δυναµοσειράς
∞∑
n=1

(−1)n
x4n−1

4n
.

7. Αν R είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∞∑
n=1

anx
n να υπολογιστεί η ακτίνα σύγκλισης

της δυναµοσειράς
∞∑
n=1

nn

n!
anx

n.

8. Να υπολογίσετε το άθροισµα της σειράς
∞∑
n=1

ln

(
1− 1

n2

)
.

9. Να υπολογισθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∞∑
n=1

n2n

(2n)!
(x− 2)2n.
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Κεφάλαιο Τέταρτο

Γραµµική ’λγεβρα

Περιεχόµενα Κεφαλαίου

1. Πίνακες - Ορίζουσες

(αʹ) Ορισµός Πίνακα

(ϐʹ) Είδη πινάκων

(γʹ) Πράξεις πινάκων

(δʹ) Αντίστροφος ενός πίνακα

(εʹ) Βασικές ιδιότητες οριζουσών

2. Γραµµικά Συστήµατα

(αʹ) Απαλοιφή Gauss

(ϐʹ) Επίλυση γραµµικών συστηµάτων µε τη χρήση πινάκων

(γʹ) Επίλυση γραµµικών συστηµάτων µε τη χρήση οριζουσών

(δʹ) Οµογενή συστήµατα γραµµικών εξισώσεων

(εʹ) ∆ιερεύνηση γραµµικών συστηµάτων

3. Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα πινάκων

4. Γραµµική εξάρτηση διανυσµάτων

5. ∆ιαγωνιοποίηση πινάκων

Επαναληπτικές Ασκήσεις

1. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακα A ικανοποιεί τη σχέση A2 = 2A+I. Αποδείξτε ότι είναι αντιστρέψιµος
και ϐρείτε τον αντίστροφο του.

2. Να υπολογιστούν οι n−οστές δυνάµεις των πινάκων:

A =

(
−1 −2
0 1

)
, B =

(
1 1
0 1

)
, C =

(
0 1
1 0

)
, D =

(
1 1
1 1

)
.

3. Να υπολογισθούν οι ορίζουσες :∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x y z
yz zx xy

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣
1 + a2 a 1
1 + b2 b 1
1 + c2 c 1

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣
a1x

3 + b1x
2 + c1 a1 b1

a2x
3 + b2x

2 + c2 a2 b2
a3x

3 + b3x
2 + c3 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣
y + z x x3

z + x y y3

x+ y z z3

∣∣∣∣∣∣∣ .
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4. Να λυθεί η εξίσωση, ∣∣∣∣∣∣∣
x3 − 1 x2 − 1 x− 1
x3 − 8 x2 − 4 x− 2
x3 − 27 x2 − 9 x− 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. Να λυθεί το παρακάτω σύστηµα για τις διάφορες τιµές των a, b ∈ R:

x + y + z = 0
x +ay +az = −3
2x + y +bz = a+ 1

6. Να αποδειχθεί ότι το σύστηµα

ax+ by + cz = 0

bx+ cy + az = 0

cx+ ay + bz = 0

έχει και µη τετριµµένες λύσεις αν και µόνο αν

a3 + b3 + c3 − 3abc = 0

7. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα:

A =

 1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1



8. Να εξεταστεί αν ο πίνακας,

A =

 2 −1 2
−1 2 −2
2 −2 5


διαγωνιοποιείται. Αν ναι, να ϐρεθεί µία διαγωνιοποίηση του.

9. Να ϐρεθεί ο A13, αν

A =

 0 0 −2
1 2 1
1 0 3

 .
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Κεφάλαιο Πέµπτο

Μιγαδικοί αριθµοί

Περιεχόµενα Κεφαλαίου

1. Ορισµός µιγαδικού αριθµού

2. Πράξεις µιγαδικών αριθµών

3. Μέτρο µιγαδικού αριθµού

4. Τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού αριθµού

5. Πράξεις µιγαδικών σε τριγωνοµετρική µορφή

6. Ρίζες µιγαδικών αριθµών
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