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Kef�laio 4

Q¸roi me eswterikì ginìmeno

To kef�laio autì apoteleÐ thn arq  thc melèthc thc onomazìmenhc {gewmetrÐac}

twn grammik¸n telest¸n. Skopìc eÐnai na orÐsoume ènnoia eswterikoÔ ginomènou se

ènan dianusmatikì q¸ro ¸ste na eÐnai dunatìn na oristoÔn m koc, gwnÐa kai �llec

gewmetrikèc ènnoiec metaxÔ dianusm�twn.

Ta basik� apotelèsmata aforoÔn touc dianusmatikoÔc q¸rouc peperasmènhc di�-

stashc, all� k�poioi orismoÐ isqÔoun kai gia opoiond pote dianusmatikì q¸ro.

4.1 Orjogwniìthta

Orismìc 4.1. 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc epÐ tou s¸matoc F. 'Ena

eswterikì ginìmeno (inner product   scalar product) epÐ tou V eÐnai mia sun�rthsh

〈 , 〉 : V × V → F

(x, y) 7→ 〈x, y〉

me tic ex c idiìthtec:

1) 〈x+ z, y〉 = 〈x, y〉+ 〈z, y〉, x, y, z ∈ V .

2) 〈cx, y〉 = c〈x, y〉, x, y ∈ V, c ∈ F.

3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, x, y ∈ V .

4) 〈x, x〉 > 0 gia k�je x 6= 0.

To zeÔgoc (V, 〈 , 〉) onom�zetai dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno. An
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4 Q¸roi me eswterikì ginìmeno

F = R onom�zetai pragmatikìc kai an F = C onom�zetai migadikìc q¸roc me eswte-

rikì ginìmeno.

IsqÔoun oi ex c idiìthtec

Prìtash 4.1. 'Estw (V, 〈 , 〉) ènac q¸roc me eswterikì ginìmeno. Tìte gia k�je
x, y, z ∈ V kai c ∈ F isqÔoun ta ex c:

1) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉.

2) 〈x, cy〉 = c〈x, y〉.

3) 〈x, 0〉 = c〈0, x〉 = 0.

4) 〈x, x〉 = 0 e�n kai mìno e�n x = 0.

5) An 〈x, y〉 = 〈x, z〉 gia k�je x ∈ V tìte y = z.

'Askhsh 4.1. 'Estw x = (a1, a2, . . . , an), y = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Fn. To kanonikì eswterikì
ginìmeno orÐzetai wc

〈x, y〉 =
n∑
i=1

aibi.

Par�deigma 4.1. 'Estw V = C([0, 1]) o dianusmatikìc q¸roc twn suneq¸n

pragmatik¸n sunart sewn epÐ tou [0, 1].

ApodeÐxte prosektik� ìti to

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt

orÐzei èna eswterikì ginìmeno ston V .

Orismìc 4.2. 'Estw A ∈Mn×n(F). O suzugoan�strofoc   suzug c (transpose)

tou A eÐnai o pÐnakac A∗ me stoiqeÐa

(A)ij = Aji.

Gia par�deigma, an A =

(
i 1 + 7i

2 5− 3i

)
tìte A∗ =

(
−i 2

1− 7i 5 + 3i

)
.

Par�deigma 4.2. 'Estw V =Mn×n(F). Tìte to

〈A,B〉 = tr(B∗A), A,B ∈ V

eÐnai èna eswterikì ginìmeno ston V .
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Qrhsimopoi¸ntac to eswterikì ginìmeno mporoÔme na orÐsoume thn ènnoia tou

m kouc enìc dianÔsmatoc.

Orismìc 4.3. 'Estw (V, 〈 , 〉) q¸roc me eswterikì ginìmeno. Gia k�je x ∈ V to

m koc   nìrma (norm) enìc dianÔsmatoc eÐnai o arijmìc

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

IsqÔoun oi ex c idiìthtec

Prìtash 4.2. 'Estw (V, 〈 , 〉) q¸roc me eswterikì ginìmeno epÐ tou F. Tìte gia
k�je x, y ∈ V , c ∈ F isqÔoun ta ex c:

1) ‖cx‖ = |c| ‖x‖.

2) ‖x‖ = 0 e�n kai mìno e�n x = 0. EpÐshc ‖x‖ ≥ 0.

3) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (anisìthta Cauchy-Schwartz).

4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Trigwnik  anisìthta).

Parapèmpoume ton anagn¸sth sth bibliografÐa gia thn anaz thsh twn apodeÐ-

xewn twn parap�nw idiot twn.

Parat rhsh 4.1. Genik� mporoÔme na orÐsoume wc nìrma se ènan dianusmatikì

q¸ro V mia sun�rthsh thc morf c ‖ . ‖ : V → F h opoÐa na ikanopoieÐ tic idiìthtec

1),2) kai 4).

Par�deigma 4.3. 'Estw V = Fn, x = (a1, · · · , an) ∈ V . Tìte to

‖x‖ =
( n∑

i=1

|ai|2
)2

orÐzei mia nìrma ston V (EukleÐdia nìrma).

Qrhsimopoi¸ntac thn ènnoia tou eswterikoÔ ginomènou mporoÔme na orÐsoume

orjogwniìthta se ènan dianusmatikì q¸ro.

JumÐzoume ìti an x, y eÐnai dÔo dianÔsmata tou R3   tou R2 tìte isqÔei 〈x, y〉 =
‖x‖ ‖y‖ cos(θ), ìpou 0 ≤ θ ≤ π eÐnai h gwnÐa metaxÔ twn x kai y.

H anisìthta Cauchy-Schwartz prokÔptei �mesa apì thn isìthta aut  kaj¸c |cos(θ)| ≤
1.

EpÐshc, ta x kai y eÐnai k�jeta e�n kai mìno e�n cos(θ) = 0   〈x, y〉 = 0.

OdhgoÔmaste loipìn stouc parak�tw orismoÔc.
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Orismìc 4.4. 'Estw (V, 〈 , 〉) ènac dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno.

1) Ta dianÔsmata x, y ∈ V onom�zontai k�jeta an 〈x, y〉 = 0.

2) 'Ena uposÔnolo S ⊂ V onom�zetai orjog¸nio (orthogonal) e�n opoiad pote dÔo

diaforetik� dianÔsmata tou S eÐnai k�jeta.

3) 'Ena di�nusma x ∈ V onom�zetai monadiaÐo e�n ‖x‖ = 1.

4) 'Ena uposÔnolo S ⊂ V onom�zetai orjokanonikì (orthonormal) e�n to S eÐnai

orjog¸nio kai ìla ta dianÔsmat� tou eÐnai monadiaÐa.

Parat rhsh 4.2. 'Ena sÔnolo S = {v1, v2, . . .} eÐnai orjokanonikì e�n kai mìno

e�n 〈vi, vj〉 = δij.

Parat rhsh 4.3. An x ∈ V me x 6= 0, tìte to di�nusma 1
‖x‖x eÐnai monadiaÐo.

Par�deigma 4.4. To sÔnolo {(1, 1, 0), (1,−1, 1), (−1, 1, 2)} eÐnai èna orjog¸nio

uposÔnolo tou F3. Me kanonikopoÐhsh twn dianusm�twn prokÔptei to orjokanonikì

uposÔnolo
{

1√
2
(1, 1, 0), 1√

3
(1,−1, 1), 1√

6
(−1, 1, 2)

}
.

Par�deigma 4.5. 'Estw H = {f : [0, 1]→ C|f suneq c}.
OrÐzoume to ex c eswterikì ginìmeno ston dianusmatikì q¸ro H:

〈f, g〉 = 1

2π

∫ π

0

f(t)g(t)dt.

O q¸roc me eswterikì ginìmeno (H, 〈 , 〉) èqei idaÐterh shmasÐa stic seirèc Fourier

kai se �llec efarmogèc. 'Ena shmantikì orjokanonikì uposÔnolo S tou H eÐnai to

ex c:

Gia k�je akèraio n orÐzoume fn(t) = eint (0 ≤ t ≤ 2π, i =
√
−1) kai èstw S =

{fn : n ∈ Z}.
DeÐxte ìti gia m 6= n isqÔei 〈fm, fn〉 = 0 kai 〈fn, fn〉 = 1, sunep¸c 〈fm, fn〉 = δmn

�ra to S eÐnai orjokanonikì.

4.2 H diadikasÐa orjogwniopoÐhshc Gram-Schmidt

Wc gnwstìn oi b�seic eÐnai oi jemèlioi lÐjoi twn dianusmatik¸n q¸rwn. AntÐstoiqa,

gia dianusmatikoÔc q¸rouc me eswterikì ginìmeno oi orjokanonikèc b�seic apote-

loÔn touc jemèliouc lÐjouc aut¸n.

Orismìc 4.5. 'Estw V q¸roc me eswterikì ginìmeno. 'Ena uposÔnolo B tou

V onom�zetai orjokanonik  b�sh tou V e�n to B eÐnai mia diatetagmènh b�sh kai

epiplèon eÐnai orjokanonikì uposÔnolo tou V .
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H shmasÐa twn orjokanonik¸n sunìlwn (�ra kai twn orjokanonik¸n b�sewn)

faÐnetai sto exhc:

Je¸rhma 4.1. 'Estw V q¸roc me eswterikì ginìmeno kai S = {v1, v2, . . . , vk}
èna orjog¸nio uposÔnolo tou V me ìla ta dianÔsmata mh mhdenik�.

An y ∈ span(S) tìte

y =
n∑
i=1

〈y, vi〉
‖vi‖2

vi.

Apìdeixh. 'Estw y =
∑k

i=1 aivi, ai ∈ F. Tìte gia k�je 1 ≤ j ≤ k èqoume ìti

〈y, vi〉 = 〈
∑k

i=1 aivi, vj〉 =
∑

i ai〈vi, vj〉 = aj〈vj, vj〉

= aj ‖vj‖2 ,

�ra

aj =
1

‖vj‖2
〈y, vj〉, (j = 1, . . . , k).

Pìrisma 4.1. 'Estw ìti isqÔoun oi upojèseic tou Jewr matoc 1.1 kai epiplèon

ìti to S eÐnai orjokanonikì sÔnolo. Tìte

y =
n∑
i=1

〈y, vi〉vi.

Pìrisma 4.2. 'Estw V q¸roc me eswterikì ginìmeno kai èstw S (endeqomènwc

�peiro) orjog¸nio uposÔnolo tou V apoteloÔmeno apì mh mhdenik� dianÔsmata.

Tìte to S eÐnai grammik¸c anex�rthto.

To er¸thma pou tÐjetai eÐnai an k�je dianusmatkìc q¸roc peperasmènhc di�-

stashc perièqei mia orjokanonik  b�sh. H ap�nthsh eÐnai ìti apì dojèn grammik¸c

anex�rthto sÔnolo dianusm�twn mporoÔme na kataskeu�soume èna orjog¸nio upo-

sÔnolo tètoio ¸ste kai ta dÔo sÔnola na par�goun ton Ðdio upìqwro. Sth sunèqeia,

eÐnai aplì na kataskeuasteÐ mia orjokanonik  b�sh. Ac doÔme pr¸ta mia apl  pe-

rÐptwsh.

'Estw {w1, w2} èna grammik¸c anex�rthto uposÔnolo enìc dianusmatikoÔ q¸rou me

eswterikì ginìmeno (kai �ra b�sh enìc upoq¸rou di�stashc 2). Ja kataskeu�sou-

me ena orjog¸nio sÔnolo {v1, v2} pou na par�gei ton Ðdio upìqwro. PaÐrnw v1 = w1

kai v2 = w2 − cw1 ìpou to c ∈ F epilègetai ètsi ¸ste to v2 na eÐnai k�jeto sto w1

(bl. kai sq ma).
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w2 v2

cw1

w1 = v1�
�
�
��

- -

6

Pr�gmati, lÔnontac thn exÐswsh

0 = 〈v2, w1〉 = 〈w2 − cw1, w1〉 = 〈w2, w1〉 − c〈w1, w1〉

prokÔptei ìti c = 〈w2,w1〉
〈w1,w1〉 , sunep¸c

v2 = w2 −
〈w2, w1〉
‖w1‖2

w1.

EÐnai loipìn dunatìn na apodeiqjeÐ me epagwg  to ex c:

Je¸rhma 4.2. (DiadikasÐa orjogwniopoÐhshc Gram-Schmidt).

'Estw V q¸roc me eswterikì ginìmeno kai S = {w1, w2, . . . , wn} èna grammik¸c

anex�rthto uposÔnolo tou V . OrÐzoume S ′ = {v1, v2, . . . , vn} ìpou

u1 = w1, vk = wk −
k−1∑
j=1

〈wk, vj〉
‖vj‖2

vj, 2 ≤ k ≤ n.

Tìte to S ′ eÐnai orjog¸nio sÔnolo apì mh mhdenik� dianÔsmata tètoio ¸ste span(S ′) =

span(S).

Par�deigma 4.6. 'Estw V = R4 kai {w1, w2, w3} to grammik¸c anex�rthto u-

pìsunolì tou, me w1 = (1, 0, 1, 0), w2 = (1, 1, 1, 1), w3 = (0, 1, 2, 1).

Ja kataskeu�soume èna orjokanonikì uposÔnolo {u1, u2, u3}. Pr¸ta ja kataskeu�-
soume èna orjog¸nio uposÔnolo {v1, v2, v3}.
'Estw v1 = w1 kai

v2 = w2 −
〈w2, v1〉
‖v1‖2

v1 = (1, 1, 1, 1)− 2

2
(1, 0, 1, 0) = (0, 1, 0, 1).

Sth sunèqeia eÐnai

v3 = w3 − 〈w3,v1〉
‖v1‖2

v1 − 〈w3,v2〉
‖v2‖2

v2

= (0, 1, 2, 1)− 2
2
(1, 0, 1, 0)− 2

2
(0, 1, 0, 1) = (−1, 0, 1, 0).

Jètontac ui =
1
‖vi‖vi lamb�noume to orjokanonikì uposÔnolo{

1√
2
(1, 0, 1, 0),

1√
2
(0, 1, 0, 1),

1√
2
(−1, 0, 1, 0)

}
.
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Par�deigma 4.7. 'Estw V = P (R) o dianusmatikìc q¸roc twn poluwnÔmwn me

suntelestèc sto R (anexart twc bajmoÔ). O V eÐnai q¸roc me eswterikì ginìmeno,

jètontac

〈f, g〉 =
∫ 1

−1
f(t)g(t)dt, f, g ∈ V.

JewroÔme ton upìqwro P2(R) kai thn kanonik  tou b�sh B = {1, x, x2}.
Protrèpoume ton anagn¸sth na pistopoi sei ìti me th diadikasÐa Gram-Schmidt

prokÔptei h orjog¸nia b�sh {v1, v2, v3} =
{
1, x, x2 − 1

3

}
tou P2(R) kai sth sunè-

qeia h orjokanonik  tou b�sh {u1, u2, u3} =
{

1√
2
,
√

3
2
x,
√

5
8
(3x2 − 1)

}
. Ta orjo-

g¸nia aut� polu¸numa èqoun shmasÐa se di�forec efarmogèc kai eÐnai ta trÐa pr¸ta

polu¸numa apì ta polu¸numa Legendre.

Je¸rhma 4.3. ('Uparxhc orjokanonik c b�shc). K�je mh mhdenikìc q¸roc V

peperasmènhc di�stashc me eswterikì ginìmeno perièqei mia orjokanonik  b�sh B.

Epiplèon, an B = {v1, v2, . . . , vn} eÐnai mia tètoia b�sh, tìte gia k�je x ∈ V isqÔei

x =
∑n

i=1 〈x, vi〉vi.

Pìrisma 4.3. 'Estw V q¸roc me eswterikì ginìmeno kai èstwB = {v1, v2, . . . , vn}
mia orjokanonik  b�sh tou V . 'Estw T : V → V ènac grammikìc telest c me pÐnaka

A = [T]B. Tìte ta stoiqeÐa tou pÐnaka A eÐnai Aij = 〈T(vj), vi〉.

4.3 O suzug c enìc grammikoÔ telest 

Dojèntoc enìc migadikoÔ pÐnaka A orÐsame ton suzug  A∗. AntÐstoiqa, gia ènan

telest  T ∈ L(V ) se ènan q¸ro me eswterikì ginìmeno ja orÐsoume ton suzug  T∗

tou opoÐou o pÐnakac wc proc mia orjokanonik  b�sh B tou V ja eÐnai o [T∗]B.

'Estw V dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai èstw y ∈ V . Tìte h

sun�rthsh g : V → F me g(x) = 〈x, y〉 eÐnai gramik .
Ja doÔme ìti an o V eÐnai peperasmènhc di�stashc tìte isqÔei kai to antÐstrofo.

Je¸rhma 4.4. (Anapar�stashc grammik¸n morf¸n)

'Estw V q¸roc me eswterikì ginìmeno peperasmènhc di�stashc epÐ tou F kai g :

V → F grammik . Tìte up�rqei monadikì y ∈ V tètoio ¸ste g(x) = 〈x, y〉 gia k�je
x ∈ V .

Apìdeixh. 'Estw B = {v1, v2, . . . , vn} mia orjokanonik  b�sh tou V kai èstw y =∑n
i=1 g(vi)vi.

OrÐzoume th sun�rthsh h : V → F me h(x) = 〈x, y〉 h opoÐa eÐnai profan¸c grammik .
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Tìte gia k�je 1 ≤ j ≤ n eÐnai

h(vj) = 〈vj, y〉 = 〈vj,
∑n

i=1 g(vi)vi〉

=
∑n

i=1 g(vi)〈vj, vi〉 =
∑n

i=1 g(vi)δji = g(vj).

Epeid  oi g, h sumfwnoÔn sth b�sh B ja eÐnai g = h gia k�je x ∈ V .

Gia th monadikìthta, èstw ìti g(x) = 〈x, y′〉 gia k�je x, �ra, apì thn idiìthta tou

eswterikoÔ ginomènou, eÐnai y = y′.

Par�deigma 4.8. 'Estw g : R2 → R, g(a1, a2) = 3a1 + a2 mia grammik  morf .

'Estw B = {e1, e2} h kanonik  orjokanonik  b�sh tou R2. Jètoume y = g(e1)e1 +

g(e2)e2 = 3e1+e2 = (3, 1) ìpwc sthn prohgoÔmenh apìdeixh. Tìte eÐnai g(a1, a2) =

〈(a1, a2), (3, 1)〉 = 3a1 + a2.

To je¸rhma anapar�stashc grammik¸n morf¸n qrhsimeÔei prokeimènou na apo-

deiqjeÐ h Ôparxh tou suzugoÔc enìc grammikoÔ telest .

Je¸rhma 4.5. 'Estw V ènac q¸roc me eswterikì ginìmeno peperasmènhc di�-

stashc kai T ∈ L(V ). Tìte up�rqei monadik  sun�rthsh T∗ : V → V tètoia

¸ste

〈T(x), y〉 = 〈x,T∗(y)〉 (4.1)

gia k�je x, y ∈ V . Epiplèon, h T∗ eÐnai grammik .

O telest c T∗ onom�zetai suzug c (adjoint) tou T.

Parat rhsh 4.4. An h di�stash tou dianusmatikoÔ q¸rou V eÐnai �peirh, tìte

o suzug c mporeÐ na mhn up�rqei. An ìmwc up�rqei, tìte orÐzetai apì th sqèsh

(1.1).

Parat rhsh 4.5. Apì tic idiìthtec tou eswterikoÔ ginomènou isqÔei ìti

〈x,T(y)〉 = 〈T(y), x〉 = 〈y,T∗(x)〉 = 〈T∗(x), y〉

gia k�je x, y ∈ V .

Prìtash 4.3. 'Estw V q¸roc me eswterikì ginìmeno peperasmènhc di�stashc

kai èstw B mia orjokanonik  b�sh tou V . An T ∈ L(V ), tìte [T∗]B = [T]∗B.

Par�deigma 4.9. 'Estw T : C2 → C2 me T(z1, z2) = (iz1+4z2, z1− z2) kai èstw
B h kanonik  b�sh tou C2. Tìte

[T]B =

(
i 4

1 −1

)
, �ra [T∗]B = [T]∗B =

(
−i 1

4 −1

)
sunep¸c eÐnai T∗(z1, z2) = (−iz1 + z2, 4z1 − z2).
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'Askhsh 4.2. ApodeÐxte tic ex c idiìthtec tou suzugoÔc enìc grammikoÔ telest .

'Estw T,U ∈ L(V ), λ ∈ F. Tìte

1) (T+U)∗ = T∗+U∗ .

2) (λT)∗ = λT∗ .

3) (T ◦U)∗ = U∗ ◦T∗ .
4) (T∗)∗ = T.

5) Id∗ = Id.

4.4 KanonikoÐ kai autosuzugeÐc telestèc

JumÐzoume ìti ènac telest c T ∈ L(V ) eÐnai diagwniopoi simoc e�n kai mìno e�n

o dianusmatikìc q¸roc V èqei mia b�sh apì idiodianÔsmata. To er¸thma eÐnai upì

poÐec sunj kec ènac dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno èqei mia orjoka-

nonik  b�sh apì idiodianÔsmata. P¸c metafèrontai autèc wc idiìthtec enìc telest 

T ∈ L(V )?

ParathroÔme ìti an mia tètoia orjokanonik  b�sh B up�rqei, tìte o pÐnakac [T]

eÐnai diag¸nioc, �ra o [T∗]B = [T]∗B eÐnai epÐshc diag¸nioc. Epeid  oi diag¸nioi

pÐnakec antimetatÐjentai, tìte kai oi telestèc T kai T∗ antimetatÐjentai.

Sunep¸c, an o V perièqei mia orjokanonik  b�sh apì idiodianÔsmata, tìte gia k�je

T ∈ L(V ) isqÔei TT∗ = T∗T (ìpou me TS sumbolÐzoume th sÔnjesh T ◦ S).

Orismìc 4.6. 1) 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai

T ∈ L(V ). O T onom�zetai kanonikìc (normal) e�n TT∗ = T∗T.

2) 'Enac n× n pragmatikìc  migadikìc pÐnakac A onom�zetai kanonikìc e�n AA∗ =

A∗A.

Par�deigma 4.10. 'Enac pragmatikìc antisummetrikìc pÐnakac A (A = Tt) eÐnai

kanonikìc.

Parajètoume merikèc idiìthtec twn kanonik¸n telest¸n.

Prìtash 4.4. 'Estw V dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai T ∈
L(V ) kanonikìc telest c. Tìte

1) ‖T(x)‖ = ‖T∗(x)‖ gia k�je x ∈ V .
2) O telest c T−c Id eÐnai kanonikìc (c ∈ F).
3) An to x eÐnai èna idiodi�nusma tou T me idiotim  λ tìte to x eÐnai èna idiodi�nusma

tou T∗ me idiotim  λ.

4) An oi λ1 6= λ2 eÐnai idiotimèc tou T me antÐstoiqa idiodianÔsmata x1, x2 tìte ta

x1, x2 eÐnai k�jeta, dhlad  〈x1, x2〉 = 0.
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To kentrikì apotèlesma eÐnai to ex c:

Je¸rhma 4.6. 'Estw V migadikìc dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno,

peperasmènhc di�stashc, kai T ∈ L(V ). Tìte o T eÐnai kanonikìc e�n kai mìno e�n

o V èqei mia orjokanonik  b�sh apì idiodianÔsmata tou T.

H kanonikìthta enìc telest  se ènan pragmatikì dianusmatikì q¸ro me eswteri-

kì ginìmeno den eggu�tai thn Ôparxh miac orjokanonik c b�shc apì idiodianÔsmata.

Qreiazìmaste mia isqurìterh upìjesh gia to skopì autì.

Orismìc 4.7. 'Estw V dianusmatikìc qwroc me eswteriko ginìmeno kai T ∈
L(V ).

1) O T onom�zetai autosuzug c (self-adjoint) e�n T = T∗.

2) 'Enac n × n pragmatikìc   migadikìc pÐnakac A onom�zetai autosuzug c e�n

A = A∗.

Prìtash 4.5. 'Estw T ènac autosuzug c telest c se ènan dianusmatikì q¸ro

me eswterikì ginìmeno peperasmènhc di�stashc. Tìte

1) K�je idiotim  tou T eÐnai pragmatikìc arijmìc.

2) An o V eÐnai pragmatikìc dianusmatikìc q¸roc, tìte to qarakthristikì polu¸-

numo tou T gr�fetai wc ginìmeno prwtobajmÐwn paragìntwn.

Je¸rhma 4.7. 'Estw V pragmatikìc dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno,

peperasmènhc di�stashc kai T ∈ L(V ). Tìte o T eÐnai autosuzug c e�n kai mìno

e�n o V perièqei mia orjokanonik  b�sh apì idiodianÔsmata tou V .

4.5 MonadiaÐoi kai orjog¸nioi telestèc

Ja melet soume telestèc pou diathroÔn ta m kh, �ra kai ta eswterik� ginìmena kai

antÐstrofa.

Orismìc 4.8. 'Estw V ènac dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno, pepe-

rasmènhc di�stashc epÐ tou s¸matoc F. E�n ‖T(x)‖ = ‖x‖ gia k�je x ∈ V tìte o

T onom�zetai

1) monadiaÐoc (unitary) e�n F = C.
2) orjog¸nioc (orthogonal) e�n F = R.

Parat rhsh 4.6. An h di�stash tou V eÐnai �peirh kai isqÔei ‖T(x)‖ = ‖x‖,
tìte o T onom�zetai isometrÐa.



4.5. MONADIA�IOI KAI ORJOG�WNIOI TELEST�ES 13

Oi strofèc kai oi anakl�seic tou R2 diathroÔn ta m kh �ra eÐnai orjog¸nioi

telestèc. H susthmatik  touc melèth èqei idiaÐterh shmasÐa. Parajètoume merikèc

idiìthtec twn monadiaÐwn telest¸n.

Prìtash 4.6. 'Estw V dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno, peperasmè-

nhc di�stashc kai T ∈ L(V ). Ta ex c eÐnai isodÔnama:

1) ‖T(x)‖ = ‖x‖ gia k�je x ∈ V , dhlad  o T eÐnai monadiaÐoc   orjog¸nioc tele-

st c.

2) TT∗ = T∗T = Id .

3) 〈T(x),T(y)〉 = 〈x, y〉 gia k�je x, y ∈ V .
4) An B eÐnai mia orjokanonik  b�sh tou V tìte h T(B) eÐnai orjokanonik  b�sh

tou V .

Prìtash 4.7. 1) 'Estw V pragmatikìc dianusmatikìc q¸roc me eswterikì ginì-

meno, peperasmènhc di�stashc, kai T ∈ L(V ). Tìte o V perièqei mia orjokanonik 

b�sh apì idiodianÔsmata tou T me antÐstoiqec idiotimèc mètrou 1 e�n kai mìno e�n o

T eÐnai autosuzug c kai orjog¸nioc.

2) 'Estw V migadikìc dianusmatikìc q¸roc me tic parap�nw upojèseic. Tìte o V

perièqei mia orjokanonik  b�sh apì idiodianÔsmata me antÐstoiqec idiotimèc mètrou

1 e�n kai mìno e�n o T eÐnai monadiaÐoc.

Orismìc 4.9. 'Enac tetragwnikìc pÐnakac onom�zetai

1) orjog¸nioc e�n AAt = AtA = In.

2) monadiaÐoc e�n AA∗ = A∗A = In.

Parat rhsh 4.7. H sunj kh AA∗ = In idodunameÐ me to ìti oi grammèc tou A

apoteloÔn mia orjokanonik  b�sh tou Fn.
Pr�gmati, eÐnai

δij = Iij = (AA∗)ij =
n∑
k=1

Aik(A
∗)kj =

n∑
k=1

Aik Ajk.

To teleutaÐo �jroisma isoÔtai me to eswterikì ginìmeno twn stoiqeÐwn thc i-gramm c

me thn j-gramm  tou pÐnaka A. Parìmoia, h sunj kh A∗A = I isodunameÐ me to

ìti oi st lec tou A apoteloÔn orjokanonik  b�sh tou Fn.

Parat rhsh 4.8. O telest c T eÐnai orjog¸nioc (ant. monadiaÐoc) e�n kai mìno

e�n o pÐnakac [T]B eÐnai orjog¸nioc (ant. monadiaÐoc) gia k�poia orjokanonik  b�sh

B tou V .

Par�deigma 4.11. O pÐnakac

(
cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)
eÐnai orjog¸nioc.

Oi grammèc kai oi st lec tou apoteloÔn orjokanonikèc b�seic tou R2.
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Ja suzht soume t¸ra to jèma thc omoiìthtac.

Orismìc 4.10. DÔo pÐnakec A,B ∈Mn×n(C) (antÐstoiqa Mn×n(R)) onom�zontai
monadiaÐa ìmoioi (ant. orjog¸nia ìmoioi) e�n up�rqei monadiaÐoc (ant. orjog¸nioc)

pÐnakac P tètoioc ¸ste A = P∗AP.

Prìtash 4.8. 1) 'Estw A ∈ Mn×n(C). Tìte o A eÐnai kanonikìc e�n kai mìno

e�n o A eÐnai monadiaÐa ìmoioc me ènan diag¸nio pÐnaka.

2) 'Estw A ∈ Mn×n(R). Tìte o A eÐnai summetrikìc e�n kai mìno e�n o A eÐnai

orjog¸nia ìmoioc me ènan pragmatikì diag¸nio pÐnaka.

Je¸rhma 4.8. (Schur). 'Estw A ∈ Mn×n(F) tètoioc ¸ste to qarakthristikì

polu¸numo na eÐnai ginìmeno prwtobajmÐwn paragìntwn epÐ tou F.
1) An F = C, tìte o A eÐnai monadiaÐa ìmoioc me ènan migadikì �nw trigwnikì pÐnaka.

2) An F = R, tìte o A eÐnai orjog¸nia ìmoioc me ènan pragmatikì �nw trigwnikì

pÐnaka.

4.6 Ask seic

'Askhsh 4.3. 'Estw V = Mn×n(F). ApodeÐxte analutik� ìti h sqèsh 〈A,B〉 =
tr(B∗A) orÐzei èna eswterikì ginìmeno ston V . Gia n = 2 kai

A =

(
1 2 + i

3 i

)
, B =

(
1 + i 0

i −i

)

upologÐste ta ‖A‖ , ‖B‖ kai 〈A,B〉.

'Askhsh 4.4. Na brejoÔn ìla ta eswterik� ginìmena epÐ tou R kai epÐ tou C.

'Askhsh 4.5. 'Estw 〈 , 〉 to kanonikì eswterikì ginìmeno tou R3. An v1 =

(1, 2, 0), v2 = (1,−1, 0) kai v3 = (0, 2, 3) tìte na brejeÐ èna di�nusma v ∈ R3 tètoio

¸ste 〈v, v1〉 = 1, 〈v, v2〉 = 3, kai 〈v, v3〉 = −1.

'Askhsh 4.6. ApodeÐxte ton parak�tw nìmo tou parallhlogr�mmou gia ènan q¸ro

me eswterikì ginìmeno V :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 gia k�je x, y ∈ V.

D¸ste gewmetrik  ermhneÐa thc isìthtac aut c gia èna parallhlìgrammo tou R2.

'Askhsh 4.7. Gia ta (a), (b) parak�tw, qrhsimopoi ste thn mèjodoGram-Schmidt

gia to uposÔnolo S tou q¸rou me eswterikì ginìmeno V kai breÐte mia orjokanonik 
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b�sh B tou V . Sth sunèqeia, upologÐste touc suntelestèc Fourier tou dojèntoc

dianÔsmatoc x wc proc th b�sh B.

(a) V = R2, S = {(1, 1), (1, 2)} kai x = (3, 4).

(b) V = R3, S = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} kai x = (1, 0, 1).

'Askhsh 4.8. 'Estw W o upìqwroc tou R4 pou par�getai apì ta dianÔsmata

v1 = (1, 1, 1, 0), v2 = (0, 1, 2, 1), v3 = (3, 2, 1,−1), v4 = (0, 0, 1, 1).

(a) BreÐte th di�stash kai mia orjokanonik  b�sh tou W .

(b)BreÐte gia poi� a, b ∈ R to di�nusma v = (a, 2, b, 1) an kei ston W .

'Askhsh 4.9. 'Estw V = Fn me to kanonikì eswterikì ginìmeno kai T ∈ L(V )

me T(x1, . . . , xn) = (0, x1, . . . , xn−1). Na brejeÐ o T∗.

'Askhsh 4.10. 'Estw V = C2 me to kanonikì eswterikì ginìmeno kai T ∈ L(V ).

An o pÐnakac pou antistoiqeÐ ston T wc proc thn kanonik  b�sh eÐnai o

(
1 i

−2 −i

)
na brejeÐ o T∗.

'Askhsh 4.11. 'Estw V ènac migadikìc q¸roc me eswterikì ginìmeno kai T ènac

grammikìc telest c ston V . OrÐzoume

T1 =
1

2
(T+T∗) kai T2 =

1

2i
(T−T∗).

(a) ApodeÐxte ìti oi telestèc T1 kai T2 eÐnai autosuzugeÐc kai ìti T = T1+iT2.

(b) E�n T = U1+iU2, ìpou oi U1,U2 eÐnai autosuzugeÐc telestèc, apodeÐxte ìti

U1 = T1 kai U2 = T2.

(c) ApodeÐxte ìti o T eÐnai kanonikìc e�n kai mìno e�n T1T2 = T2T1.
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