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4 Γραµµικές Σ.∆.Ε. τάξης n > 1.

4.1 Γενικά ϑεωρήµατα.

Οι γραµµικές Σ.∆.Ε. τάξης n > 1 έχουν την µορφή:

an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + ...+ a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = g(x) (4.1)

όπου ai(x), i = 0, 1, ..., n και g(x) είναι συνεχείς συναρτήσεις σε κάποιο διά-
στηµα I ⊆ R και an(x) 6= 0.

Οι συναρτήσεις ai(x), i = 0, 1, ..., n λέγονται συντελεστές και εάν έστω και
µία από αυτές δεν είναι σταθερή συνάρτηση, η Σ.∆.Ε. (4.1) λέγεται γραµ-
µική Σ.∆.Ε. µε µη σταθερούς συντελεστές. Αν όλοι οι συντελεστές είναι
σταθερές συναρτήσεις, τότε η Σ.∆.Ε. (4.1) λέγεται γραµµική Σ.∆.Ε. µε στα-
ϑερούς συντελεστές. Αν η συνάρτηση g(x) στην (4.1) είναι µηδέν, τότε η
Σ.∆.Ε. (4.1) λέγεται οµογενής γραµµική Σ.∆.Ε. ενώ αν είναι διάφορη από
το µηδέν, τότε λέγεται µη οµογενής γραµµική Σ.∆.Ε. Η Σ.∆.Ε. (4.1) µε τις
αρχικές συνθήκες :

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, ..., y

(n−1)(x0) = yn−1, (4.2)

όπου x0 ∈ I και yi, i = 0, 1, ..., n−1, δοσµένες σταθερές, αποτελεί ένα Π.Α.Τ.

Θεώρηµα 4.1 Με τις προϋποθέσεις που έχουµε ϑέσει για την Σ.∆.Ε. (4.1),
για κάθε x0 ∈ I, υπάρχει µια µοναδική λύση του Π.Α.Τ. (4.1),(4.2).

Ορισµός 4.1 ΄Ενα σύνολο S = {f1(x), ..., fn(x)}, n συναρτήσεων, λέγεται
γραµµικώς ανεξάρτητο σε κάποιο διάστηµα I, αν από την ισότητα:
c1f1(x) + ... + cnfn(x) = 0 έπεται ότι c1 = ... = cn = 0. Αν όµως κάποιο
από τα ci, i = 1, ..., n δεν είναι µηδέν, τότε το σύνολο S λέγεται γραµµικώς
εξαρτηµένο.

Ορισµός 4.2 ΄Εστω ένα σύνολο n συναρτήσεων, S = {f1(x), ..., fn(x)}, που η
κάθε µία εξ αυτών είναι παραγωγίσιµη τουλάχιστον n− 1 ϕορές.
Ορίζουσα Wronski των συναρτήσεων αυτών λέγεται η ορίζουσα:

W (f1(x), ..., fn(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) · · · fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)

...
...

...
...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Θεωρούµε την οµογενή Σ.∆.Ε. (4.1), δηλαδή:

L(y(x)) = an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + ...+ a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = 0
(4.3)

όπου ai(x), i = 0, 1, ..., n είναι συνεχείς συναρτήσεις σε κάποιο διάστηµα
I ⊆ R και an(x) 6= 0.

Θεώρηµα 4.2 Αν οι συναρτήσεις yi(x), i = 1, ...,m είναι λύσεις της Σ.∆.Ε.
(4.3) και ci, i = 1, ...,m είναι αυθέρετες σταθερές, τότε και ο γραµµικός συν-
δυασµός αυτών, δηλαδή η συνάρτηση c1y1(x) + ... + cmym(x), είναι επίσης
λύση της (4.3).

Απόδειξη. Επειδή οι συναρτήσεις είναι λύσεις της Σ.∆.Ε. (4.3), ϑα ισχύει :

L(yi(x)) = 0, i = 1, ...,m (4.4)

Λόγω της γραµµικότητας του τελεστή L, ϑα έχουµε:

L(c1y1(x)+...+cmym(x)) = c1L(y1(x))+...+cmL(ym(x)) = 0, λόγω της (4.4).

∆ηλαδή η συνάρτηση c1y1(x) + ...+ cmym(x) είναι λύση της (4.3).

Θεώρηµα 4.3 ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις yi(x), i = 1, ..., n είναι n λύσεις
της οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3), για x ∈ I ⊂ R. Οι λύσεις αυτές είναι γραµµικώς
ανεξάρτητες αν και µόνο αν η ορίζουσα Wronski αυτών είναι διάφορη από το
µηδέν για κάθε x ∈ I ⊂ R.

Απόδειξη. ΄Εστω W [y1(x), ..., yn(x)] 6= 0,∀x ∈ I. Θα δείξουµε ότι οι yi(x),
i = 1, ..., n είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Θεωρούµε ένα γραµµικό συνδυα-
σµό αυτών ίσο µε το µηδέν. ∆ηλαδή:

c1y1(x) + ...+ cnyn(x) (4.5)

Παραγωγίζοντας την (4.5) n− 1 ϕορές, προκύπτει το κάτωθι οµογενές γραµ-
µικό σύστηµα, n εξισώσεων µε n αγνώστους :

c1y1(x) + ...+ cnyn(x) = 0

c1y
′
1(x) + ...+ cny

′
n(x) = 0

...

81



c1y
(n−1)
1 (x) + ...+ cny

(n−1)
n (x) = 0

Επειδή η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων του συστήµατος είναι η
ορίζουσα
Wronski W [y1(x), ..., yn(x)] 6= 0,∀x ∈ I, η µοναδική λύση του συστήµατος
είναι η µηδενική. ∆ηλαδή:

c1 = ... = cn = 0 (4.6)

Η (4.5), σε συνδυασµό µε την (4.6), δηλώνει ότι οι yi(x), i = 1, ..., n είναι
γραµµικώς ανεξάρτητες.
Αντίστροφα, έστω ότι οι yi(x), i = 1, ..., n είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, ϑα
δείξουµε ότι W [y1(x), ..., yn(x)] 6= 0,∀x ∈ I. Υποθέτουµε ότι υπάρχει x0 ∈ I,
τέτοιο ώστε W [y1(x0), ..., yn(x0)] = 0. Σχηµατίζουµε το κάτωθι γραµµικό σύ-
στηµα των n εξισώσεων µε n αγνώστους :

c1y1(x0) + ...+ cnyn(x0) = 0

c1y
′
1(x0) + ...+ cny

′
n(x0) = 0

... (4.7)
c1y

(n−1)
1 (x0) + ...+ cny

(n−1)
n (x0) = 0

Επειδή η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων του συστήµατος είναι ί-
ση µε µηδέν
W [y1(x0), ..., yn(x0)] = 0, το σύστηµα έχει µια µη µηδενική λύση:
(c1, ..., cn) 6= (0, ..., 0). Θεωρούµε την συνάρτηση

y(x) = c1y1(x) + ...+ cnyn(x) (4.8)

η οποία είναι λύση της οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3), αφού είναι γραµµικός συν-
δυασµός n λύσεων αυτής και επειδή ισχύουν οι συνθήκες (4,7), έπεται ότι η
y(x) όπως δίνεται από την (4.8) ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες :

y(x0) = 0, y′(x0) = 0, ..., y(n−1)(x0) = 0.

Ως γνωστόν, η µοναδική λύση της οµογενούς γραµµικής Σ.∆.Ε. µε οµογε-
νείς αρχικές συνθήκες είναι η µηδενική, άρα η y(x) όπως δίνεται από την
(4.8), είναι ίση µε το µηδέν. ∆ηλαδή:

c1y1(x) + ...+ cnyn(x) = 0
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και όλες οι σταθερές δεν είναι µηδέν. Εποµένως οι συναρτήσεις yi(x),
i = 1, ..., n είναι γραµµικώς εξαρτηµένες, άτοπο, γιατί υποθέσαµε ότι είναι
γραµµικώς ανεξάρτητες. Στο άτοπο καταλήξαµε επειδή υποθέσαµε ότι υπάρ-
χει x0 ∈ I, τέτοιο ώστε W [y1(x0), ..., yn(x0)] = 0. ΄Αρα
W [y1(x), ..., yn(x)] 6= 0,∀x ∈ I.

Παρατήρηση 4.1 Η υπόθεση ότι οι συναρτήσεις yi(x), i = 1, ..., n είναι λύ-
σεις της οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3) χρησιµοποιήθηκε µόνο στην µία κατεύθυνση
της απόδειξης του ϑεωρήµατος. Αυτό σηµαίνει ότι, αν δεν είναι λύσεις της
(4.3), αλλά τυχαίες γραµµικώς ανεξάρτητες συναρτήσεις, δεν συνεπάγεται ότι
W [y1(x), ..., yn(x)] 6= 0.

Θεώρηµα 4.4(Θεώρηµα του Liouville) ΄Εστω x0 ∈ I και yi(x), i = 1, ..., n, n
λύσεις της οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3). Τότε, ισχύει :

W [y1(x), ..., yn(x)] = W [y1(x0), ..., yn(x0)]e
−

∫ x
x0

an−1(t)

an(t)
dt
, ∀x ∈ I.

Απόδειξη. Θα αποδείξουµε το ϑεώρηµα πρώτα για την Σ.∆.Ε. δεύτερης τάξης :

L(y(x)) = a2(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = 0 (4.9)

Θεωρούµε την ορίζουσα Wronski δύο λύσεων y1(x), y2(x) της (4.9)

W [y1(x), y2(x)] =

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣
και την παράγωγο αυτής :

W ′[y1(x), y2(x)] =

∣∣∣∣y′1(x) y′2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′′1(x) y′′2(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′′1(x) y′′2(x)

∣∣∣∣ (4.10)

Η πρώτη ορίζουσα µηδενίζεται γιατί έχει δύο γραµµές ίδιες. Αφού οι y1(x), y2(x)
είναι λύσεις της (4.9), ϑα την ικανοποιούν, οπότε στην δεύτερη γραµµή της
(4.10) αντικαθιστούµε τις δεύτερες παραγώγους από την (4.9):

W ′[y1(x), y2(x)] =

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′′1(x) y′′2(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

−a1(x)

a2(x)
y′1(x)− a0(x)

a2(x)
y1(x) −a1(x)

a2(x)
y′2(x)− a0(x)

a2(x)
y2(x)

∣∣∣∣∣∣
Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή της ανωτέρω ορίζουσας µε

a0(x)

a2(x)
και
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προσθέτουµε στην δεύτερη, οπότε η ορίζουσα µένει ίδια και προκύπτει :

W ′[y1(x), y2(x)] = −a1(x)

a2(x)

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣⇒ W ′[y1(x), y2(x)] = −a1(x)

a2(x)
W [y1(x), y2(x)]

Η Σ.∆.Ε. στην οποία καταλήξαµε είναι χωριζοµένων µεταβλητών, η λύση της
οποίας µας δίνει :

(lnW [y1(x), y2(x)])xx0 = −
∫ x

x0

a1(t)

a2(t)
dt⇒ W [y1(x), y2(x)] = W [y1(x0), y2(x0)]e

−
∫ x
x0

a1(t)
a2(t)

dt

Για την Σ.∆.Ε. n-στης τάξης (4.3), εργαζόµαστε µε τον ίδιο τρόπο:

W (y1(x), ..., yn(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

...
...

...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣⇒

W ′(y1(x), ..., yn(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

...
...

...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′′1(x) y′′2(x) · · · y′′n(x)

...
...

...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+...+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

...
...

...
...

y
(n)
1 (x) y

(n)
2 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣⇒

W ′(y1(x), ..., yn(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

...
...

...
...

y
(n)
1 (x) y

(n)
2 (x) · · · y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Αντικαθιστούµε το κάθε στοιχείο της τελευταίας γραµµής της ορίζουσας από

την Σ.∆.Ε. (4.3), αφού είναι λύση της, µε −
n−1∑
i=0

ai(x)

an(x)
y
(i)
k (x), k = 1, 2, ..., n,

πολλαπλασιάζουµε κάθε γραµµή της προκύπτουσας ορίζουσας µε κατάλληλη
συνάρτηση και προσθέτουµε στην τελευταία γραµµή, οπότε επειδή η ορίζου-
σα µηδενίζεται όταν έχει δύο γραµµές ίδιες, προκύπτει :
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W ′(y1(x), ..., yn(x)) = −an−1(x)

an(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

...
...

...
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣⇒

W ′(y1(x), ..., yn(x)) = −an−1(x)

an(x)
W (y1(x), ..., yn(x))

Η Σ.∆.Ε. που καταλήξαµε είναι χωριζοµένων µεταβλητών, ίδια µε την προη-
γούµενη, άρα ϑα έχει την Ϲητούµενη σχέση για λύση:

W [y1(x), ..., yn(x)] = W [y1(x0), ..., yn(x0)]e
−

∫ x
x0

an−1(t)

an(t)
dt.

Παρατήρηση 4.2 Από τον τύπο του Liouville προκύπτει ότι η ορίζουσα
Wronski ή δεν µηδενίζεται σε κανένα σηµείο του I, ή µηδενίζεται παντού στο
I.

Παρατήρηση 4.3 Αν οι λύσεις yi(x), i = 1, ..., n της (4.3) µηδενίζονται σε έ-
να σηµείο x0 ∈ I, δηλαδή yi(x0) = 0, i = 1, ..., n , τότεW [y1(x0), ..., yn(x0)] =
0, οπότε W [y1(x), ..., yn(x)] = 0,∀x ∈ I, άρα είναι γραµµικώς εξαρτηµένες.

Παρατήρηση 4.4 Αν οι λύσεις yi(x), i = 1, ..., n της (4.3) έχουν µηδενι-
κή κάποια παράγωγο, έστω την k, k = 1, ..., n − 1, σε ένα σηµείο x0 ∈ I,
δηλαδή y

(k)
i (x0) = 0, i = 1, ..., n , τότε W [y1(x0), ..., yn(x0)] = 0, οπότε

W [y1(x), ..., yn(x)] = 0,∀x ∈ I, άρα είναι γραµµικώς εξαρτηµένες.

Θεώρηµα 4.5 ΄Εστω yi(x), i = 1, ..., n, n γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της
οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3) στο I ⊂ R. Τότε κάθε άλλη λύση της οµογενούς (4.3)
στο I, γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των n αυτών λύσεων. (∆ηλαδή οι
n γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3) αποτελούν ϐά-
ση στο σύνολο των λύσεων αυτής στο I και λέµε ότι αποτελούν ϑεµελιώδες
σύνολο λύσεων της οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3) ).

Απόδειξη. ΄Εστω y(x) µια τυχαία λύση της (4.3) στο I και x0 ∈ I και

y(x0) = y0, y
′(x0) = y1, ..., y

(n−1)(x0) = yn−1

Σχηµατίζουµε το µη οµογενές γραµµικό σύστηµα

c1y1(x0) + ...+ cnyn(x0) = y0
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c1y
′
1(x0) + ...+ cny

′
n(x0) = y1

... (4.11)
c1y

(n−1)
1 (x0) + ...+ cny

(n−1)
n (x0) = yn−1

Επειδή οι συναρτήσεις yi(x), i = 1, ..., n, είναι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις
της οµογενούς Σ.∆.Ε. (4.3), η ορίζουσα Wronski αυτών, που είναι η ορίζουσα
των συντελεστών των αγνώστων του συστήµατος, είναι διάφορη από το µηδέν,
δηλαδή W [y1(x0), ..., yn(x0)] 6= 0, το σύστηµα έχει µια µη µηδενική λύση:
(c1, ..., cn) 6= (0, ..., 0). Θεωρούµε την συνάρτηση

u(x) = c1y1(x) + ...+ cnyn(x)

Η συνάρτηση αυτή είναι λύση της (4.3), αφού είναι γραµµικός συνδυασµός
λύσεων αυτής και λόγω του (4.11) ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες :

u(x0) = y0, u
′(x0) = y1, ..., u

(n−1)(x0) = yn−1,

οπότε από το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας των λύσεων, ϑα έχου-
µε :

y(x) = u(x) = c1y1(x) + ...+ cnyn(x)

΄Αρα, αν yi(x), i = 1, ..., n, είναι n γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της ο-
µογενούς Σ.∆.Ε. (4.3) στο I ⊂ R, τότε η γενική λύση αυτής είναι γραµµικός
συνδυασµός αυτών.

Παρατήρηση 4.5 Από το ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων µιας Σ.∆.Ε. µπορού-
µε να ϐρούµε την αντίστοιχη Σ.∆.Ε. της οποίας είναι λύσεις, αν αναπτύξουµε
την ορίζουσα:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x) y(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x) y′(x)

...
...

...
...

...
y
(n)
1 (x) y

(n)
2 (x) · · · y

(n)
n (x) y(n)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

ως προς τα στοιχεία της τελευταίας στήλης.
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Παράδειγµα 1 ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις y1(x) = 1 και y2(x) =
√
x, x > 0,

είναι λύσεις της Σ.∆.Ε. yy′′ + (y′)2 = 0. ∆είξτε ακόµα ότι η y3(x) = c1 + c2
√
x

δεν είναι πάντα λύση αυτής. ∆ικαιολογείστε.

Λύση: Επειδή y1(x) = 1, y′1(x) = y′′1(x) = 0, οπότε : y1y′′1 + (y′1)
2 = 0 + 0 = 0,

δηλαδή η y1(x) = 1 είναι λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε.

Επίσης, επειδή y2(x) = x
1
2 , y′2(x) =

1

2
x−

1
2 , y′′2(x) = −1

4
x−

3
2 και

y2y
′′
2 + (y′2)

2 = x
1
2

(
− 1

4
x−

3
2

)
+

(
1

2
x−

1
2

)2

=

(
− 1

4
x−1
)

+

(
1

4
x−1
)

= 0

και η y2(x) =
√
x είναι λύση της Σ.∆.Ε. Για την y3(x) = c1 + c2

√
x, έχουµε:

y′3(x) =
1

2
c2x
− 1

2 , y′′3(x) = −1

4
c2x
− 3

2 , οπότε :

y3y
′′
3 + (y′3)

2 =

(
c1 + c2x

1
2

)(
− c2

4
x−

3
2

)
+

(
c2
2
x−

1
2

)2

=

=

(
− c1c2

4
x−

3
2

)
−
(
c22
4
x−1
)

+

(
c22
4
x−1
)

= −c1c2
4
x−

3
2

που δεν είναι πάντα µηδέν.

Η συνάρτηση y3(x) = c1 + c2
√
x, παρ΄ όλο, που είναι γραµµικός συνδυα-

σµός δύο λύσεων της Σ.∆.Ε. δεν είναι πάντα λύση της ίδιας Σ.∆.Ε., διότι η
Σ.∆.Ε. αυτή δεν ειναι γραµµική.

Παράδειγµα 2 Να ϐρείτε την γραµµική Σ.∆.Ε. δεύτερης τάξης, που έχει για
ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων τις συναρτήσεις : {x, e2x}.

Λύση:
(1ος τρόπος)
Για να ϐρούµε τη Σ.∆.Ε. που Ϲητείται, αρκεί να αναπτύξουµε την ορίζουσα:∣∣∣∣∣∣
x e2x y(x)
1 2e2x y′(x)
0 4e2x y′′(x)

∣∣∣∣∣∣ = 0. Οπότε :

y′′(x)

∣∣∣∣x e2x

1 2e2x

∣∣∣∣− y′(x)

∣∣∣∣x e2x

0 4e2x

∣∣∣∣+ y(x)

∣∣∣∣1 2e2x

0 4e2x

∣∣∣∣ = 0

⇒ (2x− 1)e2xy′′(x)− 4xe2xy′(x) + 4e2xy(x) = 0⇒
(2x− 1)y′′(x)− 4xy′(x) + 4y(x) = 0

(2ος τρόπος)
Αφού οι συναρτήσεις {x, e2x} είναι ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων, η γενική λύση
της δ.ε. ϑα έχει τη µορφή y = c1x+ c2e

2x. Παραγωγίζουµε δύο ϕορές :
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y = c1x+ c2e

2x

y′ = c1 + 2c2e
2x

y′′ = 4c2e
2x

Απαλοίφοντας τις σταθερές από τις τρεις εξισώσεις προκύπτουν
y = c1x+

y′′

4

y′ = c1 +
y′′

2
⇒ c1 = y′ − y′′

2

ή y = (y′ − y′′

2
)x+

y′′

4

⇒ −2xy′′ + y′′ + 4xy′ − 4y = 0⇒ (1− 2x)y′′ + 4xy′ − 4y = 0

Παράδειγµα 3 Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις y1(x) και y2(x) αποτελούν ϑεµε-
λιώδες σύνολο λύσεων των Σ.∆.Ε :

(i) y′′(x)− y(x) = 0, y1(x) = coshx, y2(x) = sinhx

(ii) x2y′′(x) + xy′(x)− 4y(x) = 0, x > 0, y1(x) = x2, y2(x) = x−2

Λύση:

(i) Παρατηρούµε ότι y′′1(x)− y1(x) = coshx− coshx = 0 και
y′′2(x)− y2(x) = sinhx− sinhx = 0.
∆ηλαδή οι συναρτήσεις y1(x) και y2(x) είναι λύσεις της δ.ε. y′′(x)− y(x) = 0.
Επίσης : y′1(x) = sinhx, y′2(x) = coshx
Επειδή η ορίζουσα Wronski αυτών είναι :∣∣∣∣coshx sinhx
sinhx coshx

∣∣∣∣ = cosh2x − sinh2x = 1 6= 0, είναι γραµµικές ανεξάρτητες,

άρα αποτελούν ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων της δ.ε.

(ii) Παρατηρούµε ότι x2y′′1(x) + xy′1(x)− 4y1(x) = 4x2 − 4x2 = 0 και
x2y′′2(x) + xy′2(x)− 4y2(x) = 6x−2 − 2x−2 − 4x−2 = 0.
∆ηλαδή οι συναρτήσεις y1(x) και y2(x) είναι λύσεις της δ.ε.
x2y′′(x) + xy′(x)− 4y(x) = 0.
Επίσης : y′1(x) = 2x, y′2(x) = −2x−3

Επειδή η ορίζουσα Wronski αυτών είναι :∣∣∣∣x2 x−2

2x −2x−3

∣∣∣∣ = −2x−1 − 2x−1 = −4x−1 6= 0, είναι γραµµικές ανεξάρτητες,

άρα αποτελούν ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων της δ.ε.

Παράδειγµα 4 Να δικαιολογείσετε αν το σύνολο {cosx, sin2x}, x ∈ R µπορεί
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να είναι ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων µιας γραµµικής Σ.∆.Ε. 2ης τάξης.

Λύση

Παρατηρούµε ότι η ορίζουσα Wronski αυτών είναι :∣∣∣∣ cosx sin2x
−sinx 2cos2x

∣∣∣∣ = 2cosxcos2x+sinxsin2x = 2cosx(cos2x−sin2x)+2sin2xcosx =

= 2cos3x− 2cosxsin2x+ 2cosxsin2x = 2cos3x 6= 0, για
x ∈ R− {(2k + 1)

π

2
}, k = 0, 1, 2, ...

΄Αρα δεν µπορούν να είναι ϑεµελιώδες σύνολο λύσεων µιας γραµµικής Σ.∆.Ε.
2ης τάξης.

Παράδειγµα 5 Αν y1(x) και y2(x) είναι λύσεις της δ.ε.:
y′′(x) + q(x)y(x) = 0, όπου q(x) συνεχής συνάρτηση για x ∈ I ⊂ R, και
W [y1, y2](x) είναι η ορίζουσα Wronski αυτών, να δειχθεί ότιW [y1, y2](x) = c,
c : σταθερά, ∀x ∈ I.

Λύση
(1ος τρόπος)
Οι συναρτήσεις y1(x) και y2(x) ϑα ικανοποιούν τη δοθείσα δ.ε. άρα:{
y′′1(x) + q(x)y1(x) = 0

y′′2(x) + q(x)y2(x) = 0

Πολλαπλασιάζοντας µε y2(x) την πρώτη και µε y1(x) την δεύτερη προκύπτει :{
y′′1(x)y2(x) + q(x)y1(x)y2(x) = 0

y′′2(x)y1(x) + q(x)y2(x)y1(x) = 0

Αφαιρώντας τις δύο σχέσεις κατά µέλη έχουµε:
y′′1(x)y2(x)− y′′2(x)y1(x) = 0⇒ W ′[y1, y2](x) = 0⇒ W [y1, y2](x) = c,

(2ος τρόπος)
Η ορίζουσα Wronski αυτών είναι :
W [y1, y2](x) = y1y

′
2 − y2y′1. Παραγωγίζοντας έχουµε:

W ′[y1, y2](x) = y1y
′′
2 − y′′1y2. Αντικαθιστούµε την δεύτερη παράγωγο απ΄ τις

δ.ε., οπότε :
W ′[y1, y2](x) = y1(−q(x)y2)− (−q(x)y2)y1 = −q(x)y1y2 + q(x)y1y2 = 0
΄Αρα: W ′[y1, y2](x) = 0⇒ W [y1, y2](x) = c.

Παράδειγµα 6 ∆ίνεται η Σ.∆.Ε.: y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = 0, (∗)
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όπου p(x), q(x) συνεχείς συναρτήσεις για x ∈ I ⊂ R. Αν y1(x) είναι µια λύση
αυτής να δείξετε ότι µια άλλη γραµµικώς ανεξάρτητη λύση αυτής είναι :

y2(x) = y1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx.

Λύση

Η y1(x) είναι λύση της (∗) οπότε ϑα την ικανοποιεί δηλαδή:
y′′1(x) + p(x)y′1(x) + q(x)y1(x) = 0. (1)

Κατ΄ αρχήν ϑα δείξουµε ότι η y2(x) είναι λύση της (∗).
Παραγωγίζουµε 2 ϕορές ως προς x, οπότε προκύπτει :

y′2(x) = y′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx+ y1(x)

e−
∫
p(x)dx

y21(x)

y′′2(x) = y′′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx+y′1(x)

e−
∫
p(x)dx

y21(x)
−y′1(x)

e−
∫
p(x)dx

y21(x)
−p(x)

e−
∫
p(x)dx

y1(x)
⇒

y′′2(x) = y′′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx− p(x)

e−
∫
p(x)dx

y1(x)

Αντικαθιστούµε στο πρώτο µέλος της (∗), οπότε

y′′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx−p(x)

e−
∫
p(x)dx

y1(x)
+p(x)y′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx+p(x)

e−
∫
p(x)dx

y1(x)
+

+q(x)y1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx = 0, λόγω της (1), δηλαδή η y2(x) είναι λύση

της (∗). Επίσης, η ορίζουσα Wronski των συναρτήσεων y1(x) και y2(x) είναι :

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx

y′1(x) y′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx+

e−
∫
p(x)dx

y1(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= y1(x)y′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx+ e−

∫
p(x)dx − y1(x)y′1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx =

= e−
∫
p(x)dx 6= 0,

δηλαδή είναι γραµµικώς ανεξάρτητες.
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