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3 ΄Υπαρξη και µοναδικότητα της λύσης του Π.Α.Τ.

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

΄Εστω το Π.Α.Τ.
y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (3.1)

όπου f(x, y) είναι συνεχής συνάρτηση σε υποσύνολο του R2.
Η µέθοδος Picard, γνωστή και ως µέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων,
µας εξασφαλίζει τόσο την ύπαρξη µιας λύσης του ανωτέρω Π.Α.Τ. όσο και την
µοναδικότητα αυτής, καθώς επίσης µας δίνει και µια µέθοδο εύρεσης της
µοναδικής αυτής λύσης.
Το µειονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι είναι τοπικού χαρακτήρα, δηλαδή τα
συµπεράσµατα ισχύουν µόνο σε µια περιοχή του σηµείου (x0, y0).
Πριν τη διατύπωση του ϑεωρήµατος, ϑα δώσουµε κάποιες προτάσεις και ορι-
σµούς, οι οποίοι είναι απαραίτητοι.

Πρόταση 3.1 ΄Εστω f : D → R, D ⊆ R2, συνεχής συνάρτηση. Κάθε λύση
του Π.Α.Τ. (3.1) είναι επίσης λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt. (3.2)

Απόδειξη. Αν η y(x) είναι λύση του Π.Α.Τ. (3.1), τότε ολοκληρώνοντας και
τα δύο µέλη της Σ.∆.Ε. ως προς x, από x0 έως x και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
µας την αρχική συνθήκη, παίρνουµε την (3.2), οπότε η λύση του Π.Α.Τ. (3.1)
είναι λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (3.2).
Αν η y(x) είναι λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης (3.2), τότε παραγωγίζοντας
και τα δύο µέλη της (3.2) ως προς x, παίρνουµε την Σ.∆.Ε. και αν στην (3.2)
πάρουµε όπου x το x0 παίρνουµε και την αρχική συνθήκη, οπότε η λύση της
ολοκληρωτικής εξίσωσης (3.2) είναι και λύση του Π.Α.Τ. (3.1).

Ορισµός 3.1 ΄Εστω, D ⊆ R2. Η συνάρτηση f(x, y), f : D → R ικανοποιεί
την συνθήκη του Lipschitz ως προς y, µε σταθερά k > 0, αν ισχύει η σχέση:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ k|y1 − y2|, για κάθε (x, y1), (x, y2) ∈ D. (3.3)

Σηµείωση 3.1 Αν µια συνάρτηση f(x, y) : D → R είναι συνεχής και k είναι

ένα ϕράγµα της
∂f

∂y
στο D, τότε η συνάρτηση ικανοποιεί την συνθήκη του
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Lipschitz µε σταθερά k.( Αποδεικνύεται αν εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα µέσης
τιµής για y1 < y0 < y2 και (x, y0) ∈ D.) Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.

Επιλέγουµε µια αρχική συνάρτηση y0(x) και οι διαδοχικές προσεγγίσεις ο-
ϱίζονται από την λύση των προβληµάτων

y′n+1(x) = f(x, yn(x)), yn(x0) = y0, n = 0, 1, 2, ...

Ολοκληρώνοντας το Π.Α.Τ. παίρνουµε την ακολουθία των προσεγγίσεων

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn(t))dt, n = 0, 1, 2, ...

η οποία δηµιουργεί την ακολουθία των συναρτήσεων:

y0(x), y1(x), ..., yn(x), ...

Το ϑεώρηµα του Picard µας δίνει συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί η συ-
νάρτηση f(x, y) έτσι ώστε να υπάρχει το όριο της ακολουθίας προσεγγίσεων
yn(x) και αυτό να είναι η µοναδική λύση του Π.Α.Τ. (3.1).

Θεώρηµα 3.2 (του Picard) ΄Εστω D το κλειστό υποσύνολο του R2:

D = {(x, y) ∈ R2 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b, a, b ≥ 0}

και f(x, y(x)) µια συνάρτηση f : D → R για την οποία ισχύουν:
(i) είναι συνεχής στο D και M είναι το ϕράγµα της, δηλαδή

|f(x, y(x))| ≤M, ∀(x, y(x)) ∈ D (3.4)

(ii) και ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz ως προς y, µε σταθερά k.
Τότε το Π.Α.Τ. (3.1) έχει µοναδική λύση, που είναι το όριο της ακολουθίας
προσεγγίσεων

yn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, yn−1(t))dt, n = 1, 2..., (3.5)

δηλαδή y(x) = limn→∞yn(x), µε y0(x) µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση, που
ικανοποιεί την συνθηκή y0(x0) = y0. Η οριακή συνάρτηση y(x) είναι συνεχής

για x ∈ [x0 − h, x0 + h], όπου h = min{a, b
M
}.

Απόδειξη. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος ϐασίζεται στην απόδειξη των παρακά-
τω 4 προτάσεων. Οι αποδείξεις των προτάσεων ϑα γίνουν για
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x ∈ [x0 − h, x0 + h], όπου h = min{a, b
M
}.Για ευκολία, ϑα περιοριστούµε

στο διάστηµα x ∈ [x0, x0 +h], αλλά τα ίδια ακριβώς µπορούν να αποδειχθούν
και για το διάστηµα x ∈ [x0 − h, x0].

Πρόταση 3.2 Η ακολουθία των συναρτήσεων {yn(x)}∞n=1, όπως ορίζονται
από την (3.5) είναι ορισµένη και συνεχής για x ∈ [x0, x0 + h] και µάλιστα :

|yn(x)− y0| ≤ b, n = 1, 2, ... (3.6)

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την µέθοδο της επαγωγής.
Για n = 1, η (3.5) γίνεται :

y1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y0)dt (3.7)

Επειδή η συνάρτηση f(x, y0) έχει έννοια και είναι συνεχής για
x ∈ [x0, x0 + h] από την (3.7) έπεται ότι η συνάρτηση y1(x) έχει έννοια, είναι
συνεχής συνάρτηση και ισχύει :

|y1(x)− y0| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

f(t, y0)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(t, y0)|dt ≤M

∫ x

x0

dt ≤M(x− x0)

≤Mh ≤ b.

΄Εστω ότι η συνάρτηση yk(x) έχει έννοια και είναι συνεχής συνάρτηση.
Τότε και η συνάρτηση f(x, yk(x)) είναι συνεχής, έχει έννοια το ολοκλήρωµα∫ x

x0

f(t, yk(t))dt άρα και η συνάρτηση yk+1(x), όπως προκύπτει από την (3.5)

για n = k, έχει έννοια, είναι συνεχής συνάρτηση και ισχύει :

|yk+1(x)− y0| =
∣∣∣∣ ∫ x

x0

f(t, yk(t))dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(t, yk(t))|dt ≤M

∫ x

x0

dt

≤M(x− x0) ≤Mh ≤ b.

΄Αρα η πρόταση (3.2) απεδείχθει µε την µέθοδο της επαγωγής.

Πρόταση 3.3 Η ακολουθία των συναρτήσεων {yn(x)}∞n=1, όπως ορίζονται
από την (3.5), συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνεχή συνάρτηση y(x), για
x ∈ [x0, x0 + h].

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

yn(x) = y0(x) +
∞∑
n=1

[yn+1(x)− yn(x)]
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Θα δείξουµε οτί η σειρά
∞∑
n=1

[yn+1(x) − yn(x)] συγκλίνει οµοιόµορφα για

x ∈ [x0, x0 + h], χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Weirstrass. Πράγµατι
έστω φn(x) = |yn(x)−yn−1(x)|, x ∈ [x0, x0 +h], ∀n ∈ N, οπότε λόγω της (3.5),
έχουµε:

φn(x) =

∣∣∣∣ ∫ x

x0

[f(t, yn−1(t))− f(t, yn−2(t))]dt

∣∣∣∣ ≤ k

∫ x

x0

|yn−1(t)− yn−2(t)|dt =

= k
∫ x
x0
φn−1(t)dt

δηλαδή

φn(x) ≤ k

∫ x

x0

φn−1(t)dt (3.8)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας την πρόταση (3.2) και την σχέση (3.6) έχουµε:

φ0(x) = |y1(x)− y0(x)| ≤M |x− x0| ≤Mh

και από την (3.8) µε διαδοχική εφαρµογή έχουµε:

φ1(x) ≤ k

∫ x

x0

M |t− x0|dt ≤ kM
(x− x0)2

2

φ2(x) ≤ k2M

∫ x

x0

(t− x0)2

2
dt = k2M

(x− x0)3

3!

και επαγωγικά δείχνουµε ότι :

φn(x) ≤ knM
(x− x0)n+1

(n+ 1)!
≤ M

k

(kh)n+1

(n+ 1)!

Επειδή η σειρά ekh =
∞∑
n=0

(kh)n

n!
συγκλίνει, άρα και η σειρά συναρτήσεων

∞∑
n=0

φn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα στο [x0, x0 + h], οπότε και η ακολουθία συ-

ναρτήσεων yn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνάρτηση y(x), που είναι
συνεχής, αφού η yn(x) είναι συνεχής ακολουθία συναρτήσεων.

Πρόταση 3.4 Η οριακή συνάρτηση y(x) είναι λύση του Π.Α.Τ. (3.1).

Απόδειξη. Η συνάρτηση f(x, y(x)) είναι καλά ορισµένη ∀x ∈ [x0, x0 + h].
Πράγµατι :

|y(x)− y0| ≤ |y(x)− yn(x)|+ |yn(x)− y0| ≤ |y(x)− yn(x)|+M |x− x0|
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και παίρνοντας το όριο n → ∞, από την προηγούµενη ανισότητα προκύ-
πτει :

|y(x)− y0| ≤M |x− x0|.

Επειδή η συνάρτηση f(x, y(x)) πληροί την συνθήκη του Lipschitz, ως προς
y, έχουµε:

|f(x, yn(x))− f(x, y(x))| ≤ k|yn(x)− y(x)| n→∞−−−→ 0

δηλαδή η συνάρτηση f(x, yn(x)) συγκλίνει οµαλά στην συνάρτηση f(x, y(x)),
οπότε προκύπτει :

limn→∞

x∫
x0

f(t, yn(t))dt =

x∫
x0

limn→∞f(t, yn(t))dt =

x∫
x0

f(t, y(t))dt

Χρησιµοποιώντας την (3.5), παίρνουµε:

y(x) = limn→∞yn(x) = y0 + limn→∞

x∫
x0

f(t, yn(t))dt = y0 +

x∫
x0

f(t, y(t))dt

και από την πρόταση 3.1, προκύπτει ότι η y(x) είναι λύση του Π.Α.Τ. (3.1).

Πρόταση 3.5 Η λύση του Π.Α.Τ. είναι µοναδική.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το Π.Α.Τ. (3.1), έχει δύο λύσεις την y(x) και την y(x).
Χρησιµοποιούµε τις σχέσεις (3.2) και (3.3) και παίρνουµε:

|y(x)− y(x)| ≤
∫ x

x0

∣∣∣∣f(t, y(t))− f(t, y(t))

∣∣∣∣dt ≤ k

∫ x

x0

|y(x)− y(x)|dt (3.9)

Αφού οι συναρτήσεις y(x) και y(x) είναι συνεχείς για x ∈ [x0, x0 + h] έπεται
ότι υπάρχει σταθερά N > 0 τέτοια ώστε :

|y(x)− y(x)| ≤ N, ∀x ∈ [x0, x0 + h] (3.10)

Η (3.9) λόγω της (3.10) γίνεται :

|y(x)− y(x)| ≤ kN(x− x0) (3.11)

Η (3.9) λόγω της (3.11) δίνει την ανίσωση:
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|y(x)− y(x)| ≤ k2N
(x− x0)2

2
.

Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία αντικατάστασης καταλήγουµε:

|y(x)− y(x)| ≤ kn+1

(n+ 1)!
N(x− x0)n+1

΄Οµως
kn+1

(n+ 1)!
N(x − x0)n+1 n→∞−−−→ 0, διότι είναι ο n + 1 όρος συγκλίνουσας

σειράς. ΄Αρα: y(x) = y(x).

Παράδειγµα 1 Να δειχθεί ότι τα κάτωθι Π.Α.Τ. έχουν µοναδική λύση.

α) y′ = y2 − 2exy + e2x + ex, y(0) = 2

ϐ) y′ = ex − y2, y(0) = 1

Λύση
α) Θεωρούµε την περιοχή D του R2:

D = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ α, |y − 2| ≤ β, α, β > 0}.

Η συνάρτηση f(x, y) = y2 − 2exy + e2x + ex είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το
R2, άρα και στην περιοχή D, οπότε µπορούµε να ϐρούµε ένα ϕράγµα της.
΄Ετσι :

|f(x, y)| = |y2 − 2exy + e2x + ex| ≤ |y|2 + 2|ex||y|+ |e2x|+ |ex| ≤

≤ (β + 2)2 + 2eα(β + 2) + e2α + eα = (β + 2 + eα)2 + eα = M

Επίσης επειδή:∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ = |2y − 2ex| ≤ 2|y|+ 2|ex| ≤ 2(β + 2 + eα) = k

η συνάρτηση f(x, y) είναι Lipschitz ως προς y µε σταθερά k.

΄Αρα το ϑεώρηµα του Picard ισχύει για το Π.Α.Τ. και η λύση του y(x) υ-

πάρχει και είναι µοναδική για |x| ≤ h = min{α, β

(β + 2 + eα)2 + eα
}.

ϐ) Θεωρούµε την περιοχή D του R2:

72



D = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ α, |y − 1| ≤ β, α, β > 0}.

Η συνάρτηση f(x, y) = ex − y2 είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το R2, άρα και
στην περιοχή D και το ϕράγµα της είναι :

|f(x, y)| = |ex − y2| ≤ |ex|+ |y|2 ≤ eα + (β + 1)2 = M

Επίσης αφού:∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ = | − 2y| = 2|y| ≤ 2(β + 1) = k,

η συνάρτηση f(x, y) είναι Lipschitz ως προς y µε σταθερά k.

΄Αρα το ϑεώρηµα του Picard µας εξασφαλίζει µοναδική λύση του Π.Α.Τ. για

|x− 1| ≤ h = min{α, β

eα + (β + 1)2
}.

Παράδειγµα 2 Να ϐρεθούν οι 3 πρώτες προσεγγίσεις της λύσης, που προβλέ-
πει το ϑεώρηµα του Picard για τα κάτωθι Π.Α.Τ.

α) y′ = 2y2 − 2y, y(0) =
1

2

ϐ) y′ = 2xy + 2xy2, y(0) = 1.

Λύση

α) Θεωρούµε την περιοχή D του R2:

D = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ α,

∣∣∣∣y − 1

2

∣∣∣∣ ≤ β, α, β > 0}.

Η συνάρτηση f(x, y) = 2y2 − 2y είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το R2, άρα και
στην περιοχή D και το ϕράγµα της είναι :

|f(x, y)| ≤ 2|y|2 + 2|y| ≤ 2

(
β +

1

2

)(
β +

3

2

)
Επίσης
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∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ = |4y − 2| ≤ 2(2|y|+ 1) ≤ 2

(
2

(
β +

1

2

)
+ 1

)
= 4(β + 1) = k

΄Αρα η συνάρτηση f(x, y) είναι Lipschitz ως προς y µε σταθερά k.

Οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Picard ισχύουν και υπάρχει µοναδική λύ-

ση του Π.Α.Τ. για |x| ≤ h = min{α, 2β

(2β + 1)(2β + 3)
}.

Η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων έχει την µορφή:

yn(x) =
1

2
+

∫ x

0

f(t, yn−1(t))dt

Θεωρούµε y0(x) =
1

2
.

Οπότε :

y1(x) =
1

2
+

∫ x

0

(
2

1

4
− 2

1

2

)
dt =

1

2
−
∫ x

0

1

2
dt =

1

2
− 1

2
x

και

y2(x) =
1

2
+

∫ x

0

[
2

(
1

2
− 1

2
t

)2

− 2

(
1

2
− 1

2
t

)]
dt =

=
1

2
+

1

2

∫ x

0

[(1− t)2 − 2(1− t)]dt =
1

2
− 1

2

∫ x

0

(1− t2)dt =
1

2
− 1

2

(
x− x3

3

)
ϐ) Θεωρούµε την περιοχή D του R2:

D = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ α, |y − 1| ≤ β, α, β > 0}.

Η συνάρτηση f(x, y) = 2xy + 2xy2 είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το R2, άρα
και στην περιοχή D και το ϕράγµα της είναι :

|f(x, y)| ≤ 2|x||y||y + 1| ≤ 2α(β + 1)(β + 2) = M

Επίσης αφού:∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ = |2x+ 4xy| ≤ 2|x|(1 + 2|y|) ≤ 2α(1 + 2(β + 1)) = k

η συνάρτηση f(x, y) είναι Lipschitz ως προς y µε σταθερά k.
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΄Αρα πληρούνται οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Picard και η µοναδική

λύση του Π.Α.Τ. υπάρχει για |x| ≤ h = min{α, β

2α(β + 1)(β + 2)
}.

Η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων έχει την µορφή:

yn(x) = 1 +

∫ x

0

f(t, yn−1(t))dt

Θεωρούµε y0(x) = 1.

Οπότε :

y1(x) = 1 +

∫ x

0

4tdt = 1 + 2x2

και

y2(x) = 1 +

∫ x

0

[2t(1 + 2t2) + 2t(1 + 2t2)2]dt =

= 1 +

∫ x

0

2t(1 + 2t2)(1 + 1 + 2t2)dt =

= 1 + 4

∫ x

0

(t+ 3t3 + 2t5)dt =

= 1 + 2x2 + 3x4 +
4

3
x6.

Παράδειγµα 3 Να ϐρεθεί η τέταρτη προσέγγιση της µεθόδου Picard , για το
Π.Α.Τ. καθώς και το σφάλµα για αυτήν την προσέγγιση:
y′ = x− y, y(0) = 1.

Λύση

Θεωρούµε την περιοχή D του R2:

D = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ α, |y − 1| ≤ β, α, β > 0}.

Η συνάρτηση f(x, y) = x − y είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το R2, άρα και
στην περιοχή D και το ϕράγµα της είναι :
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|f(x, y)| ≤ |x|+ |y| = α + β + 1 = M

Επίσης αφού:∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ = | − 1| = 1 = k

η συνάρτηση f(x, y) είναι Lipschitz ως προς y µε σταθερά k.

΄Αρα πληρούνται οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Picard και η µοναδική

λύση του Π.Α.Τ. υπάρχει για |x| ≤ h = min{α, β + 1

α + β + 1
}.

Η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων έχει την µορφή:

yn(x) = 1 +

∫ x

0

f(t, yn−1(t))dt

Θεωρούµε y0(x) = 1.

Οπότε :

y1(x) = 1 +

∫ x

0

(t− 1)dt = 1− x+
x2

2

y2(x) = 1 +

∫ x

0

(t− 1− t2

2
+ t)dt = 1− x+ x2 +

x3

6

y3(x) = 1 +

∫ x

0

(t− 1 + t− t2 − t3

6
)dt = 1− x+ x2 − x3

3
− x4

24

Η λύση είναι :

y(x) = limn→+∞yn(x)

Το σφάλµα υπολογίζεται από τον τύπο:

|y(x)− yn(x)| ≤ M

k

(kh)n+1

(n+ 1)!
ekh

όπου n ο αριθµός των προσεγγίσεων, M το ϕράγµα της f(x, y), k η στα-

ϑερά Lipschitz και h = min{α, β + 1

α + β + 1
}.

Εποµένως το Ϲητούµενο σφάλµα είναι :
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|y(x)− y3(x)| ≤ (α + β + 1)
h4

4!
eh.

Παράδειγµα 4 Να ϐρεθεί η τρίτη προσέγγιση της µεθόδου Picard , για το
Π.Α.Τ. καθώς και το σφάλµα για αυτήν την προσέγγιση:
y′ = x2 + y, y(1) = 3.

Λύση

Θεωρούµε την περιοχή D του R2:

D = {(x, y) ∈ R2 : |x− 1| ≤ α, |y − 3| ≤ β, α, β > 0}.

Η συνάρτηση f(x, y) = x2 + y είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το R2, άρα και
στην περιοχή D και το ϕράγµα της είναι :

|f(x, y)| ≤ |x2|+ |y| ≤ (α + 1)2 + β + 3 = M

Επίσης αφού:∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ = |1| = 1 = k

η συνάρτηση f(x, y) είναι Lipschitz ως προς y µε σταθερά k.

΄Αρα πληρούνται οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Picard και η µοναδική

λύση του Π.Α.Τ. υπάρχει για |x| ≤ h = min{α + 1,
β + 3

(α + 1)2 + β + 3
}.

Η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων έχει την µορφή:

yn(x) = 3 +

∫ x

1

f(t, yn−1(t))dt

Θεωρούµε y0(x) = 3.

Οπότε :

y1(x) = 3 +

∫ x

1

(t2 + 3)dt = 3 +
x3

3
− 1

3
+ 3x− 3 = −1

3
+ 3x+

x3

3

y2(x) = 3 +

∫ x

1

(
t2 − 1

3
+ 3t+

t3

3

)
dt =
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= 3− 1

3
(x− 1) + 3

(
x2

2
− 1

2

)
+
x3

3
− 1

3
+

1

3

(
x4

4
− 1

4

)
=

=
17

12
− x

3
+

3

2
x2 +

x3

3
+
x4

12

Η λύση είναι :

y(x) = limn→+∞yn(x)

Το σφάλµα υπολογίζεται από τον τύπο:

|y(x)− yn(x)| ≤ M

k

(kh)n+1

(n+ 1)!
ekh

όπου n ο αριθµός των προσεγγίσεων, M το ϕράγµα της f(x, y), k η στα-

ϑερά Lipschitz και h = min{α + 1,
β + 3

(α + 1)2 + β + 3
}.

Εποµένως το Ϲητούµενο σφάλµα είναι :

|y(x)− y2(x)| ≤ ((α + 1)2 + β + 3)
h3

3!
eh.

Παράδειγµα 5 Να λυθεί η παρακάτω εξίσωση µε τη µέθοδο του Picard:
y′ = 2y + 5, y(0) = 3.

Λύση

Θεωρούµε την περιοχή D του R2:

D = {(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ α, |y − 3| ≤ β, α, β > 0}.

Η συνάρτηση f(x, y) = 2y + 5 είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το R2, άρα και
στην περιοχή D και το ϕράγµα της είναι :

|f(x, y)| ≤ 2|y|+ 5 ≤ 2(β + 3) + 5 = 2β + 11 = M

Επίσης αφού:∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣ = |2| = 2 = k
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η συνάρτηση f(x, y) είναι Lipschitz ως προς y µε σταθερά k.

΄Αρα πληρούνται οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Picard και η µοναδική

λύση του Π.Α.Τ. υπάρχει για |x| ≤ h = min{α, β

2β + 11
}.

Η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων έχει την µορφή:

yn(x) = 3 +

∫ x

0

f(t, yn−1(t))dt

Θεωρούµε y0(x) = 3.

Οπότε :

y1(x) = 3 +

∫ x

0

(6 + 5)dt = 3 + 11x

y2(x) = 3 +

∫ x

0

(2(3 + 11t) + 5)dt = 3 + 11x+ 2
11

2
x2

y3(x) = 3 +

∫ x

0

(
2(3 + 11t+ 2

11

2
t2) + 5

)
dt = 3 + 11x+ 2

11

2!
x2 + 2211

3!
x3

y4(x) = 3 +

∫ x

0

(
2(3 + 11t+ 2

11

2
t2 + 2211

3!
t3) + 5

)
dt =

= 3 + 11x+ 2
11

2!
x2 + 2211

3!
x3 + 2311

4!
x4

Με επαγωγή αποδεικνύεται ότι :

yn(x) = 3 + 11x+ 2
11

2!
x2 + 2211

3!
x3 + 2311

4!
x4 + ...+ 2n−1

11

n!
xn ⇒

yn(x) = 3 +
11

2

(
2x+

(2x)2

2!
+

(2x)3

3!
+ ...+

(2x)n

n!

)
΄Αρα η λύση είναι :

y(x) = limn→+∞ yn(x) = 3 +
11

2
(e2x − 1)⇒ y(x) =

11

2
e2x − 5

2(
αφού e2x =

∞∑
n=0

(2x)n

n!
= 1 +

2x

1
+ ...

)
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