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2.7 Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης ανώτερου ϐαθµού

Η µορφή των δ.ε. πρώτης τάξης ανώτερου ϐαθµού, είναι f(x, y, y′) = 0 και
ϑέτοντας y′ = p µπορούν να γραφούν ως

f(x, y, p) = 0 (2.39)

Θα αναφέρουµε κάποιους τρόπους εύρεσης λύσης της ανωτέρω Σ.∆.Ε.

1) Αν η Σ.∆.Ε. (2.39) επιλύεται ως προς p, τότε γράφεται στην µορφή:(
p− f1(x, y)

)(
p− f2(x, y)

)
...

(
p− fk(x, y)

)
= 0

και η λύση της ανάγεται στην επίλυση k Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης και πρώτου
ϐαθµού, που τις λύνουµε κατά τα γνωστά, και το γενικό ολοκλήρωµα της
δοθείσας ϑα γράφεται :

φ1(x, y, c)φ2(x, y, c)...φk(x, y, c) = 0,

όπου φi(x, y, c), i = 1, ..., k είναι το γενικό ολοκλήρωµα της (p − fi(x, y))
αντίστοιχα.

Παράδειγµα 48 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (y′)2 − x(x+ y)y′ + x3y = 0

Λύση

Θέτουµε y′ = p, οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

p2 − x(x+ y)p+ x3y = 0⇒ p1,2 =
x(x+ y)±

√
x2(x+ y)2 − 4x3y

2
⇒

⇒ p1,2 =
x(x+ y)± x(x− y)

2
⇒

p1 = x2

p2 = xy
⇒


dy

dx
= x2

dy

dx
= xy

X.M.
===⇒

3y = x3 + c

y = ce
x2

2

και η γενική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι : (3y − x3 − c)(y − cex
2

2 ) = 0.

Παράδειγµα 49 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. xyp2+(x2+xy+y2)p+x2+xy = 0, p = y′.

Λύση
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Εκτελώντας τις πράξεις στην δοθείσα Σ.∆.Ε. παίρνουµε:

xyp2 + (x2 + xy + y2)p+ x2 + xy = 0⇒
xp(yp+ x) + x(yp+ x) + y(yp+ x) = 0⇒
(yp+ x)(xp+ x+ y) = 0

Οπότε έχουµε να λύσουµε δύο Σ.∆.Ε.:

yp+ x = 0⇒ y
dy

dx
+ x = 0

X.M.
===⇒ y2

2
+
x2

2
= c⇒ x2 + y2 = c

Και
xp+ x+ y = 0⇒ x

dy

dx
+ x+ y = 0⇒ xdy + (x+ y)dx = 0,

η οποία είναι ακριβής, διότι
∂x

∂x
= 1 =

∂(x+ y)

∂y
, οπότε το γενικό της ο-

λοκλήρωµα ϑα είναι :∫ x

0

(t+ y)dt = c⇒ x2

2
+ xy = c⇒ x2 + 2xy = c

Το γενικό ολοκλήρωµα της δοθείσας Σ.∆.Ε. ϑα δίνεται από το γινόµενο :

(x2 + y2 − c)(x2 + 2xy − c) = 0.

Παράδειγµα 50 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. xy(y′)2 + (x+ y)y′ + 1 = 0, p = y′.

Λύση

Θέτουµε y′ = p, οπότε η δοθείσα Σ.∆.Ε. γίνεται :

xyp2 + (x+ y)p+ 1 = 0⇒ p1,2 =
−(x+ y)±

√
(x+ y)2 − 4xy

2xy
⇒

p1,2 =
−(x+ y)± (x− y)

2xy
⇒


p1 =

−2y

2xy
= −1

x

p2 =
−2x

2xy
= −1

y

⇒


dy

dx
= −1

x

dy

dx
= −1

y

⇒
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y = −lnx+ c1

y2

2
= −x+ c2

και η γενική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι :
(
y+lnx+c1

)(
y2

2
+x+c2

)
= 0.

Παράδειγµα 51 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. p3 + p2(3y − 2x)− 6pxy = 0, p = y′.

Λύση

Εκτελώντας τις πράξεις στην δοθείσα Σ.∆.Ε. παίρνουµε:

p

[
p2 + (3y − 2x)p− 6xy

]
= 0⇒ p

[
p(p− 2x) + 3y(p− 2x)

]
= 0⇒

p(p− 2x)(p+ 3y) = 0⇒


p = 0

p = 2x

p = −3y

⇒


y′ = 0

y′ = 2x

y′ = −3y


y = c

y = x2 + c

y = ce−3x

και η γενική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι : (y−c)(y−x2−c)(y−ce−3x) = 0.

2) Αν η Σ.∆.Ε. (2.39) επιλύεται ως προς y και παίρνει τη µορφή:

y = xφ(p) + g(p), p = y′ (2.40)

Η Σ.∆.Ε. αυτής της µορφής λέγεται Σ.∆.Ε. Lagrange. Για να την λύσουµε,
την παραγωγίζουµε ως προς x και καταλήγουµε σε µια Σ.∆.Ε. γραµµική ως
προς x(p), την οποία λύνουµε. Την τιµή του x(p), που ϐρίσκουµε την ϐάζου-
µε στην (2.40) και έτσι παίρνουµε ένα Ϲευγάρι συναρτήσεων που αποτελούν
την λύση σε παραµετρική µορφή. Αν µπορέσουµε να απαλείψουµε την πα-
ϱάµετρο p ϐρίσκουµε την λύση σε καρτεσιανή µορφή. Πράγµατι :

p = φ(p) + [xφ′(p) + g′(p)]
dp

dx
⇒ φ(p)− p+ [xφ′(p) + g′(p)]

dp

dx
= 0⇒

⇒ [φ(p)− p]dx
dp

+ xφ′(p) = −g′(p)

Η τελευταία Σ.∆.Ε. είναι γραµµική, η οποία επιλύεται αν φ(p) − p 6= 0. Οι
τιµές του p τις οποίες παίρνουµε από την ισότητα φ(p) = p, αν τις ϐάλουµε
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στην (2.40) µας δίνουν τις ιδιάζουσες λύσεις της Σ.∆.Ε. .

Παράδειγµα 52 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y = x+ 3p2 − 2p3, p = y′.

Λύση

Παραγωγίζουµε τη δοθείσα ως προς x, και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας ότι
p = y′ έχουµε:

p = 1 + (6p− 6p2)
dp

dx
⇒ 1− p+ 6p(1− p)dp

dx
= 0⇒ (1− p)

[
1 + 6p

dp

dx

]
= 0

Οπότε :

1 + 6p
dp

dx
= 0⇒ dx+ 6pdp = 0⇒ x = c− 3p2 (1)

Η δοθείσα λόγω της (1) γίνεται :

y = c− 2p3 (2)

Οι ισότητες (1) και (2) δίνουν την γενική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. σε πα-
ϱαµετρική µορφή. Από την ισότητα

1− p = 0⇒ p = 1

Αντικαθιστούµε την τιµή αυτή του p στην αρχική Σ.∆.Ε. και παίρνουµε την
y = x+ 1, η οποία είναι ιδιάζουσα λύση αυτής.

Παράδειγµα 53 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. 2yy′ = x[(y′)2 + 4].

Λύση

Θέτουµε y′ = p, οπότε η δοθείσα εξίσωση γίνεται :

2yp = x(p2 + 4)⇒ y =
x(p2 + 4)

2p
⇒ y = x

(
p

2
+

2

p

)
η οποία είναι Σ.∆.Ε. της µορφής Lagrange µε f(p) =

p2 + 4

2p
και g(p) = 0.

Παραγωγίζουµε λοιπόν ως προς x και έχουµε:
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p =
p

2
+

2

p
+

(
x

2
− 2x

p2

)
dp

dx
⇒ 2

p
− p

2
+ x

(
1

2
− 2

p2

)
dp

dx
= 0⇒

4− p2

2p
+ x

(p2 − 4)

2p2
dp

dx
= 0⇒

(
4− p2

2p

)(
1− x

p

dp

dx

)
= 0

Η γενική λύση σε παραµετρική µορφή ϑα ϐρεθεί λύνοντας την εξίσωση:

1− x

p

dp

dx
= 0⇒ dx

x
− dp

p
= 0⇒ ln|x| − ln|p| = c⇒ x = pc

και αντικαθιστώντας στην αρχική:

y =
pc(p2 + 4)

2p
⇒ y =

c(p2 + 4)

2

Από αυτές τις δύο σχέσεις ϐρίσκουµε την γενική λύση σε καρτεσιανή µορφή,
διότι αφού: p =

c

x
, παίρνουµε:

y =

c

(
c2

x2
+ 4

)
2

⇒ 2x2y = c(c2 + 4x2)

Η ιδιάζουσα λύση προκύπτει από την σχέση p2 = 4, ή f(p) = p, δηλα-
δή

p2 + 4

2p
= p⇒ 2p2 = p2 + 4⇒ p2 = 4⇒ p = ±2

και την αντικατάσταση στην αρχική:

y =
8x

±4
⇒ y = ±2x.

Παράδειγµα 54 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y = x(1 + y′) + (y′)2.

Λύση

Θέτουµε y′ = p, οπότε η δοθείσα εξίσωση γίνεται :

y = x(1 + p) + p2

η οποία είναι Σ.∆.Ε. της µορφής Lagrange µε f(p) = 1 + p και g(p) = p2.
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Παραγωγίζουµε λοιπόν ως προς x και έχουµε:

p = 1 + p + (x + 2p)
dp

dx
⇒ dx + (x + 2p)dp = 0 ⇒ dx

dp
+ x = −2p η ο-

ποία είναι γραµµική ως προς x(p). Οπότε έχουµε:

(epx)′ = −2pep ⇒ epx = −2pep + 2ep + c⇒ x = 2− 2p+ ce−p

και αντικαθιστώντας στην αρχική:

y = 2(1 + p)(1− p) + ce−p(1 + p) + p2

Οπότε η λύση σε παραµετρική µορφή είναι :x = 2− 2p+ ce−p

y = 2− p2 + ce−p(1 + p)

Παρατήρηση 1 Η Σ.∆.Ε. της µορφής:

y = xp+ g(p), p = y′ (2.41)

ονοµάζεται Σ.∆.Ε. Clairaut. Παρατηρούµε ότι ανήκει στη µορφή (2.40) για
φ(p) = p. Για να την λύσουµε, ακολουθούµε την ίδια διαδικασία. Παραγω-
γίζουµε ως προς x, ϑέτουµε y′ = p, οπότε προκύπτει :

p = p+

(
x+ g′(p)

)
dp

dx
= 0⇒

(
x+ g′(p)

)
dp

dx
= 0

Από την
dp

dx
= 0⇒ p = c, παίρνουµε τη γενική λύση της (2.41) η οποία είναι :

y = xc+ g(c)

και οι ισότητες :

x = −g′(p), y = −g′(p)p+ g(p)

δίνουν την ιδιάζουσα λύση της (2.41) σε παραµετρική µορφή. Αν µπορέ-
σουµε να απαλείψουµε την παράµετρο p, παίρνουµε την ιδιάζουσα λύση σε
καρτεσιανή µορφή.
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Παράδειγµα 55 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. py − p2x = 1, p = y′.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι της µορφής Clairaut διότι γράφεται :

y = xp+
1

p
(1)

Παραγωγίζουµε ως προς x και παίρνουµε:

(
x− 1

p2

)
dp

dx
= 0⇒


dp

dx
= 0⇒ p = c

x =
1

p2
, y =

2

p

⇒


y = xc+

1

c

x =
y2

4

,

που είναι η γενική λύση και η ιδιάζουσα λύση αντίστοιχα, της δοθείσας Σ.∆.Ε.

Παράδειγµα 56 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y = xp+
1

4p
.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι της µορφής Clairaut οπότε έχουµε:

x = −
(

1

4p

)′
⇒ x =

1

4p2
(1)

και αντικαθιστώντας στην αρχική έχουµε:

y =
1

4p2
p+

1

4p
=

1

2p
⇒ y =

1

2p
(2)⇒ p =

1

2y

Οι σχέσεις (1) και (2) αποτελούν την ιδιάζουσα λύση της αρχικής σε πα-
ϱαµετρική µορφή. Απαλείφοντας την παράµετρο p, παίρνουµε την λύση της
αρχικής σε καρτεσιανή µορφή. ΄Ετσι :

x =
1

4
1

4y2

⇒ x = y2.

Η γενική λύση της δ.ε. είναι : y = xc+
1

4c
.
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2.8 Ορθογώνιες-ισογώνιες τροχιές

΄Εστω φ(x, y, c) = 0 (c παράµετρος) µια µονοπαραµετρική οικογένεια καµ-
πυλών. Ορθογώνιες τροχιές της φ(x, y, c) = 0 λέγονται οι καµπύλες που
τέµνουν την δοθείσα οικογένεια κατά ορθή γωνία σ΄ ένα σηµείο (x, y). [Ανάλο-
γα, ισογώνιες τροχιές της φ(x, y, c) = 0 λέγονται οι καµπύλες που τέµνουν
την δοθείσα οικογένεια κατά σταθερή γωνία a].

΄Εστω y′ = tanω η κλίση της y(x), τότε η κλίση Y ′ της κάθετης στην y(x),

ϑα είναι Y ′ = −cotω. ΄Αρα, y′Y ′ = −1 ⇒ Y ′ = − 1

y′
. ΄Ετσι, για να ϐρούµε

τις ορθογώνιες τροχιές µιας δοθείσας οικογένειας καµπυλών που δίνεται σε
καρτεσιανές συντεταγµένες φ(x, y, c) = 0 ακολουθούµε τα εξής ϐήµατα:

(α) Βρίσκουµε την Σ.∆.Ε. που έχει για γενικό ολοκλήρωµα την δοθείσα οικο-
γένεια καµπυλών. ΄Εστω f(x, y, y′) = 0.

(ϐ) Στην Σ.∆.Ε. που ϐρήκαµε ϑέτουµε στην ϑέση του y′ το − 1

y′
. ΄Ετσι η Σ.∆.Ε.

f(x, y,− 1

y′
) = 0 είναι η Σ.∆.Ε. που ικανοποιούν οι ορθογώνιες τροχιές.

(γ) Λύνουµε την προκύπτουσα Σ.∆.Ε., οπότε το γενικό της ολοκλήρωµα είναι
οι Ϲητούµενες ορθογώνιες τροχιές.

Παράδειγµα 57 Να ϐρεθούν οι ορθογώνιες τροχιές της οικογένειας καµπυ-
λών:
y2 + 3x2 − 2cx = 0.

Λύση

Πρώτα ϑα ϐρούµε την Σ.∆.Ε. που ικανοποιούν οι δοθείσες καµπύλες. Προς
τούτο, παραγωγίζουµε ως προς x την δοθείσα σχέση και απαλείφουµε την
σταθερά από τις δύο εξισώσεις :

y2 + 3x2 − 2cx = 0⇒ 2yy′ + 6x− 2c = 0⇒ 2c = 2yy′ + 6x.

΄Αρα:
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y2 + 3x2 − 2yy′x− 6x2 = 0⇒ y2 − 3x2 − 2yy′x = 0
y′→− 1

y′
====⇒

⇒ y2 − 3x2 + 2
yx

y′
= 0⇒ (y2 − 3x2)dy + 2xydx = 0

Η προκύπτουσα Σ.∆.Ε. είναι οµογενής και για να την λύσουµε ϑέτουµε :

y = xu⇒ dy = xdu+ udx, οπότε :

(y2 − 3x2)dy + 2xydx = 0⇒ (x2u2 − 3x2)(xdu+ udx) + 2x2udx = 0⇒

⇒ (u2 − 3)xdu+ (u2 − 1)udx = 0⇒ u2 − 3

u(u2 − 1)
du+

dx

x
= 0⇒

⇒
(

3

u
− 1

u− 1
− 1

u+ 1

)
du+

dx

x
= 0⇒ u3x

u2 − 1
= c⇒ y3

y2 − x2
= c

Οπότε οι ορθογώνιες τροχιές είναι :
y3

y2 − x2
= c.

Παράδειγµα 58 Να ϐρεθούν οι ορθογώνιες τροχιές της οικογένειας :

x2

c
+

y2

c− 1
= 1. (1)

Λύση

Παραγωγίζουµε την (1) ως προς x:
2x

c
+

2yy′

c− 1
= 0⇒ x

c
+

yy′

c− 1
= 0 (2)

Από τις (1) και (2) απαλείφουµε την σταθερά c. Από την (2) προκύπτει :

x

c
= − yy′

c− 1
⇒ x

yy′
=
−c
c− 1

⇒ x

yy′
=

c

1− c
⇒ x

yy′ + x
= c (3)

Η (1) εξ αιτίας της (3) γίνεται :

x2

x

x+ yy′

+
y2

x

yy′ + x
− 1

= 1⇒ x2(x+ yy′)

x
+
y2(x+ yy′)

x− yy′ − x
= 1⇒

⇒ x(x+ yy′)− (x+ yy′)y

y′
= 1⇒ (x+ yy′)(xy′ − y) = y′ (4)

Η (4) είναι η δ.ε. που έχει για γενικό ολοκλήρωµα την (1).

Στην (4) ϐάζουµε όπου y′ το − 1

y′
για να ϐρούµε τη δ.ε. των ορθογωνίων τρο-
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χιών. Οπότε :(
x− y

y′

)[
x

(
− 1

y′

)
− y
]

= − 1

y′
⇒ (xy′ − y)(−x− yy′) = −y′

⇒ (xy′ − y)(x+ yy′) = y′ (5)

Παρατηρούµε ότι η δ.ε. (5) των ορθογωνίων τροχιών είναι ακριβώς ίδια µε
την (4). ΄Αρα το γενικό ολοκλήρωµα της (5) ϑα είναι η οικογένεια (1).
Αυτό σηµαίνει ότι η οικογένεια (1) είναι αυτοορθογώνιος, δηλαδή οι ορθογώ-
νιες τροχιές της (1) είναι µέλη της ίδιας οικογενείας.

Παράδειγµα 59 Να ϐρεθούν οι ορθογώνιες τροχιές των καµπυλών:

x2 − 1

3
y2 = c2. (1)

Λύση

Παραγωγίζουµε την (1) ως προς x: 2x− 2

3
y2y′ = 0 (2)

Η (2) είναι η δ.ε. που έχει για γενικό ολοκλήρωµα την (1).

Στην (2) ϐάζουµε όπου y′ το − 1

y′
για να ϐρούµε τη δ.ε. των ορθογωνίων τρο-

χιών. Οπότε :

2x− 2

3
y2y′ = 0⇒ 2x+

2

3
y2

1

y′
= 0⇒ y′ = −2y

6x
⇒ y′ = −1

3

y

x

Η προκύπτουσα Σ.∆.Ε. είναι χωριζοµένων µεταβλητών :

dy

y
= −1

3

dx

x
, οπότε ολοκληρώνοντας ϐρίσκουµε την εξίσωση των ορθογω-

νίων τροχιών :∫
dy

y
= −1

3

∫
dx

x
+ c1 ⇒ ln|y| = −1

3
ln|x|+ c1 ⇒ ln|yx

1
3 | = c1 ⇒

y(x)x
1
3 = c⇒ y(x) = cx−

1
3 .

Παράδειγµα 60 Να ϐρεθούν οι ορθογώνιες τροχιές των καµπυλών:

xk + yk = ck. (1)
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Λύση

Παραγωγίζουµε την (1) ως προς x: kxk−1 + kyk−1y′ = 0 (2)

Η (2) είναι η δ.ε. που έχει για γενικό ολοκλήρωµα την (1).

Στην (2) ϐάζουµε όπου y′ το − 1

y′
για να ϐρούµε τη δ.ε. των ορθογωνίων τρο-

χιών. Οπότε :

kxk−1 + kyk−1y′ = 0⇒ kxk−1 − kyk−1 1

y′
= 0⇒ kyk−1

y′
= kxk−1 ⇒

dx

xk−1
=

dy

yk−1

Η προκύπτουσα Σ.∆.Ε. είναι χωριζοµένων µεταβλητών οπότε ολοκληρώνον-
τας ϐρίσκουµε την εξίσωση των ορθογωνίων τροχιών :∫

dy

yk−1
=

∫
dx

xk−1
+ c

Για k 6= 2 έχουµε:

y−k+2

−k + 2
=

x−k+2

−k + 2
+ c⇒ y−k+2 = x−k+2 + c

Για k = 2 έχουµε:∫
dy

y
=

∫
dx

x
+ c⇒ y(x) = cx.
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