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2.5 Γραµµικές Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης

Ορισµός 2.5 Γραµµική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης λέγεται η δ.ε. που
είναι γραµµική συνάρτηση ως προς y, y′. Η γραµµική Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης
έχει την µορφή:

a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = g(x) (2.25)

µε a1(x), a0(x), g(x) πραγµατικές συναρτήσεις και a1(x) 6= 0.

Η αντίστοιχη οµογενής της (2.25) είναι

a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = 0 (2.26)

(i) Αν a0(x) = a′1(x), τότε η (2.25) επιλύεται αµέσως, διότι µπορεί να γραφεί :

a1(x)y′(x) + a′1(x)y(x) = g(x)⇒ (a1(x)y(x))′ = g(x)
Η γενική λύση αυτής προκύπτει ολοκληρώνοντας ως προς x:
∆ηλαδή

a1(x)y(x) =

∫
g(x)dx+ c⇒ y(x) =

1

a1(x)

[ ∫
g(x)dx+ c

]
.

(ii) Αν αυτό δεν συµβαίνει, τότε η (2.25) µπορεί πάντα να γραφεί στην µορφή:

y′(x) + a(x)y(x) = b(x) (2.27)

όπου a(x) =
a0(x)

a1(x)
και b(x) =

g(x)

a1(x)
.

Θεώρηµα 2.3 Η γραµµική Σ.∆.Ε. (2.27) δέχεται πολ/στή

µ(x) = e
∫
a(x)dx (2.28)

και έχει για γενική λύση την συνάρτηση:

y(x) = e−
∫
a(x)dx

[
c+

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx

]
(2.29)

Απόδειξη Η (2.27) γράφεται :

y′(x) + a(x)y(x) = b(x)⇒ dy + (a(x)y − b(x)) dx = 0 (2.30)

37



Θέτουµε P (x, y) = a(x)y − b(x) και Q(x, y) = 1, και παρατηρούµε ότι
∂P (x, y)

∂y
= a(x) και

∂Q(x, y)

∂x
= 0, δηλαδή δεν είναι ακριβής. ΄Οµως

∂P (x, y)

∂y
− ∂Q(x, y)

∂x

Q(x, y)
=
a(x)

1
= a(x)

δηλαδή συνάρτηση του x, οπότε η (2.30) ϑα δέχεται πολ/στή µ(x) = e
∫
a(x)dx.

Πολ/ντας και τα δύο µέλη της (2.27) µε τον πολ/τή αυτό, έχουµε:

e
∫
a(x)dxy′(x)+e

∫
a(x)dxa(x)y(x) = e

∫
a(x)dxb(x)⇒

(
e
∫
a(x)dxy(x)

)′
= b(x)e

∫
a(x)dx,

οπότε ολοκληρώνοντας ως προς x προκύπτει

⇒ e
∫
a(x)dxy(x) =

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx+ c⇒

y(x) = e−
∫
a(x)dx

[ ∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx+ c

]
,

που είναι η (2.29).

Σηµείωση 2.5 Από την (2.28), έπεται ότι
1

µ(x)
= e−

∫
a(x)dx 6= 0, άρα η γραµ-

µική Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης δεν έχει ιδιάζουσες λύσεις.

Σηµείωση 2.6 Η γενική λύση της (2.27) γράφεται ως το άθροισµα της λύσης
της αντίστοιχης οµογενούς και µιας µερικής λύσης της µη οµογενούς. Πράγ-
µατι, η (2.29) γράφεται :

y(x) = ce−
∫
a(x)dx + e−

∫
a(x)dx

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx⇒ y(x) = yo(x) + yµ(x),

όπου yo(x) = ce−
∫
a(x)dx. Αυτή είναι η λύση της αντίστοιχης οµογενούς,

της (2.27), όπως προκύπτει από την γενική λύση (2.29) αν ϑέσουµε b(x) = 0.

Η yµ(x) = e−
∫
a(x)dx

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx είναι µερική λύση της (2.27), διότι αν

την αντικαταστήσουµε στο πρώτο µέλος στην (2.27), έχουµε:

y′µ(x) + a(x)yµ(x) =
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(
e−

∫
a(x)dx

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx

)′
+ a(x)e−

∫
a(x)dx

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx =

−a(x)e−
∫
a(x)dx

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx+ b(x)e

∫
a(x)dxe−

∫
a(x)dx+

a(x)e−
∫
a(x)dx

∫
b(x)e

∫
a(x)dxdx = b(x)

που είναι το δεύτερο µέλος της (2.27).

Σηµείωση 2.7 Μια Σ.∆.Ε. µπορεί να µην είναι γραµµική ως προς y(x), αλλά
ως προς x(y), οπότε ϑα έχει την µορφή:

x′(y) + a(y)x(y) = b(y)

ϑα δέχεται τον πολ/στή

µ(y) = e
∫
a(y)dy και έχει για γενική λύση την συνάρτηση:

x(y) = e−
∫
a(y)dy

[
c+

∫
b(y)e

∫
a(y)dydy

]
.

Σηµείωση 2.8 Αν στη γραµµική Σ.∆.Ε. (2.25) η συνάρτηση a(x) ή η b(x) ή
και οι δύο αυτές είναι ασυνεχείς, και x0 είναι το σηµείο ασυνέχειας, τότε ϐρί-
σκουµε την γενική λύση της Σ.∆.Ε. για x < x0 και για x > x0 και κατόπιν
Ϲητούµε οι δύο λύσεις να είναι συνεχείς στο σηµείο x0. Αυτό το επιτυγχάνου-
µε για κατάλληλη επιλογή των σταθερών.

Παράδειγµα 30 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ +
y

x
= 2x, x 6= 0

Λύση

Παρατηρούµε ότι η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι γραµµική ως προς y(x) µε a(x) =
1

x
και b(x) = 2x. ΄Αρα δέχεται πολ/στή µ(x) = e

∫
1
x
dx = x και πολ/ντας και τα

δύο µέλη της δοθείσας Σ.∆.Ε. µε x, παίρνουµε:

y′ +
y

x
= 2x⇒ xy′ + y = 2x2 ⇒ (xy)′ = 2x2

Ολοκληρώνουµε ως x και έχουµε:
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xy =

∫
2x2dx+ c⇒ xy =

2

3
x3 + c⇒ y =

2

3
x2 +

c

x
,

που είναι η γενική λύση της δοθείσας δ.ε.

Παράδειγµα 31 Να λυθεί το Π.Α.Τ. (1+x2)dy+2xydx = cotxdx, y
(π

2

)
= 0.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται :

(1 + x2)dy + 2xydx = cotxdx⇒ (1 + x2)y′ + 2xy = cotx (1)

η οποία είναι γραµµική µε a1(x) = 1 + x2, a0 = 2x και b(x) = cotx.

Παρατηρούµε ότι a0(x) = a′1(x), οπότε η (1) γίνεται :(
(1+x2)y

)′
= cotx⇒ (1+x2)y =

∫
cotxdx+c⇒ (1+x2)y = ln |sinx|+c (2)

Εφαρµόζοντας την αρχική συνθήκη στην (2) προκύπτει c = 0, οπότε η λύση
του Π.Α.Τ., προκύπτει από την (2) για c = 0,δηλαδή:

y =
ln |sinx|
1 + x2

.

Παράδειγµα 32 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (x+ 2y3)
dy

dx
= y (1)

Λύση

Παρατηρούµε ότι η Σ.∆.Ε. (1) δεν είναι γραµµική ως προς y(x). ΄Οµως µπορεί
να γραφεί ως εξής :

(x+ 2y3)
dy

dx
= y ⇒ (x+ 2y3) = y

1

y′
⇒ x+ 2y3 = y

dx

dy
⇒

y
dx

dy
− x = 2y3 ⇒ dx

dy
− 1

y
x = 2y2 (2)

Η Σ.∆.Ε. (2) είναι γραµµική ως προς x(y), άρα δέχεται πολ/στή
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µ(y) = e−
∫

1
y
dy =

1

y

και πολ/ντας και τα δύο µέλη της, µε αυτόν, έχουµε:

1

y

dx

dy
− 1

y2
x = 2y ⇒

(
1

y
x(y)

)′
= 2y ⇒ 1

y
x(y) = y2 + c⇒ x(y) = y3 + cy,

που είναι η λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. .

Παράδειγµα 33 Να λυθεί το Π.Α.Τ. y′ + y = b(x) =

2, x ∈ [0, 1]

0, x > 1
,

y(0) = 0.

Λύση

Επειδή η συνάρτηση b(x) είναι ασυνεχής, ϑα λύσουµε την Σ.∆.Ε. (α) όταν
x ∈ [0, 1] και (ϐ) όταν x > 1. ΄Ετσι

(α) όταν x ∈ [0, 1] έχουµε: y′ + y = 2

Η γραµµική Σ.∆.Ε. δέχεται πολ/στή µ(x) = e
∫
dx = ex, οπότε γίνεται

y′ + y = 2⇒ exy′ + exy = 2ex ⇒ (exy)′ = 2ex

Ολοκληρώνοντας έχουµε

exy = 2

∫
exdx+ c⇒ exy = 2ex + c⇒ y = ce−x + 2 (1)

(ϐ) όταν x > 1 έχουµε: y′ + y = 0, οπότε εργαζόµενοι όπως στην (α) πε-
ϱίπτωση η λύση προκύπτει :

y = c1e
−x (2)

Επειδή η λύση ϑέλουµε να είναι συνεχής στο σηµείο x0 = 1, από τις (1)
και (2) ϑα ϐρούµε µια σχέση ανάµεσα στις δύο σταθερές c και c1.
Πράγµατι :

limx→1−y(x) = limx→1+y(x) ⇒ limx→1−(ce−x + 2) = limx→1+(c1e
−x) ⇒

ce−1 + 2 = c1e
−1 ⇒ c1 = c+ 2e
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Οπότε η (2) γίνεται

y = (c+ 2e)e−x (3)

και η γενική λύση της δ.ε. είναι :

y(x) =

ce
−x + 2, x ∈ [0, 1]

(c+ 2e)e−x, x > 1

΄Οµως y(0) = 0, οπότε απ΄ την (1) έχουµε: 0 = c + 2 ⇒ c = −2 και τε-
λικά η λύση του δοθέντος Π.Α.Τ. είναι :

y(x) =

2− 2e−x, x ∈ [0, 1]

(2e− 2)ex, x > 1

Παράδειγµα 34 Να δείξετε ότι κάθε λύση της Σ.∆.Ε. y′(x) + ay(x) = be−γx,
όπου a 6= γ και a > 0, γ > 0, b ∈ R, τείνει στο µηδέν όταν το x τείνει στο +∞.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι γραµµική ως προς y(x), δέχεται πολ/στή
µ(x) = e

∫
adx = eax και η γενική της λύση ϑα είναι :

y′(x) + ay(x) = be−γx ⇒ (eaxy)′ = be(a−γ)x ⇒ eaxy =
be(a−γ)x

a− γ
+ c⇒

y(x) = ce−ax +
b

a− γ
e−γx

Παίρνοντας στην τελευταία ισότητα το όριο του x → +∞, λόγω των προ-
υποθέσεων που πληρούν τα a, b, γ, έχουµε e−ax −−−−→

x→+∞
0 και e−γx −−−−→

x→+∞
0,

οπότε προκύπτει το Ϲητούµενο αποτέλεσµα.

Παράδειγµα 35 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. xy′ + y = 3xcos2x.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. µπορεί να γραφεί :
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(xy)′ = 3xcos2x, οπότε ολοκληρώνοντας :

xy =

∫
3xcos2xdx+ c⇒ xy =

3

2
xsin2x−

∫
3

2
sin2xdx+ c⇒

xy =
3

2
xsin2x+

3

4
cos2x+ c⇒ y =

3

2
sin2x+

3

4

cos2x

x
+
c

x
.

Παράδειγµα 36 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (1 + x2)y′ + 4xy = (1 + x2)−2.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. µπορεί να γραφεί :

y′ +
4x

1 + x2
y =

1

(1 + x2)3

Η Σ.∆.Ε. είναι γραµµική ως προς y(x), δέχεται πολ/στή
µ(x) = e

∫
4x

1+x2
dx

= e2ln(1+x
2) = (1 + x2)2 και η γενική της λύση ϑα είναι :

(1 + x2)2y′ + 4x(1 + x2)y =
1

1 + x2
⇒
(

(1 + x2)2y

)′
=

1

1 + x2
⇒

(1 + x2)2y =

∫
dx

1 + x2
+ c⇒ y =

c

(1 + x2)2
+

arctanx

(1 + x2)2
.

Παράδειγµα 37 Να λυθεί το Π.Α.Τ. xy′ + y = |x− 1|, x > 0, y(2) = 2.

Λύση

Θα λύσουµε την Σ.∆.Ε. (α) όταν 0 < x < 1 και (ϐ) όταν x > 1. ΄Ετσι

(α) όταν 0 < x < 1 έχουµε: xy′+y = 1−x⇒ (xy)′ = 1−x⇒ xy = x−x
2

2
+c1

⇒ y = 1− x

2
+
c1
x

(1)

(ϐ) όταν x > 1 έχουµε: xy′ + y = x− 1⇒ (xy)′ = x− 1⇒ xy =
x2

2
− x+ c2

⇒ y =
x

2
− 1 +

c2
x

(2)
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Επειδή ϑέλουµε η λύση να είναι συνεχής στο σηµείο x0 = 1, από τις (1)
και (2) ϑα ϐρούµε µια σχέση ανάµεσα στις δύο σταθερές c1 και c2.
Πράγµατι :

limx→1−y(x) = limx→1+y(x)⇒ 1− 1

2
+ c1 =

1

2
− 1 + c2 ⇒ c2 = c1 + 1

Οπότε η (2) γίνεται

y =
x

2
− 1 +

c1 + 1

x

και η γενική λύση της δ.ε. είναι :

y(x) =


1− x

2
+
c1
x
, x ∈ [0, 1]

x

2
− 1 +

c1 + 1

x
, x ≥ 1

΄Οµως y(2) = 2, οπότε απ΄ την δεύτερη έχουµε: 2 =
2

2
− 1 +

c1 + 1

2
⇒

2 =
c1 + 1

2
⇒ c1 = 3 και τελικά η λύση του Π.Α.Τ. είναι :

y(x) =


1− x

2
+

3

x
, x ∈ [0, 1]

x

2
− 1 +

4

x
, x ≥ 1

2.6 Μορφές Σ.∆.Ε. που ανάγονται σε γραµµικές πρώτης τάξης

2.6.1 Σ.∆.Ε. Bernoulli

Η µορφή αυτής της Σ.∆.Ε. είναι

y′(x) + a(x)y(x) = b(x)yn(x), n 6= 0, 1 (2.31)

όπου a(x) και b(x) είναι συνεχείς συναρτήσεις. Αν n = 0 η (2.31) γίνεται
γραµµική και αν n = 1 γίνεται χωριζοµένων µεταβλητών.
Για να λύσουµε την (2.31), ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα:
(α) πολ/µε και τα δύο µέλη της (2.31) µε y−n(x), οπότε :

y−n(x)y′(x) + a(x)y−n+1(x) = b(x) (2.32)
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(ϐ) ϑέτουµε y−n+1(x) = z(x), παραγωγίζουµε ως προς x,
(−n+ 1)y−n(x)y′(x) = z′(x) και αντικαθιστούµε στην (2.32), οπότε :

1

−n+ 1
z′(x) + a(x)z(x) = b(x)⇒ z′(x) = (−n+ 1)a(x)z(x) = (−n+ 1)b(x)

(γ) λύνουµε την προκύπτουσα Σ.∆.Ε., η οποία είναι γραµµική ως προς z(x)
και τελικά η y(x) ϑα είναι :
y−n+1(x) = z(x)⇒ y(x) = (z(x))

1
−n+1 .

Σηµείωση 2.9 Μερικές ϕορές αντί να έχουµε Σ.∆.Ε. Bernoulli ως προς y(x),
µπορεί να έχουµε Σ.∆.Ε. Bernoulli ως προς x(y), δηλαδή να έχει την µορφή:

x′(y) + a(y)x(y) = b(y)xn(y),

Η λύση της οποίας γίνεται µε ανάλογο τρόπο όπως της (2.31).

Παράδειγµα 38 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ − xy = x3y3.

Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι Bernoulli ως προς y(x), οπότε πολ/µε και τα δύο µέλη
µε y−3:

y′ − xy = x3y3 ⇒ y−3y′ − xy−2 = x3

Θέτουµε y−2 = z(x) ⇒ (−2)y−3y′ = z′ και αντικαθιστούµε στην προκύ-
πτουσα Σ.∆.Ε.. ΄Ετσι :

y−3y′ − xy−2 = x3 ⇒ −1

2
z′ − xz = x3 ⇒ z′ + 2xz = −2x3

Η τελευταία Σ.∆.Ε. είναι γραµµική ως προς z(x). Ο πολ/τής Euler είναι

µ(x) = e2
∫
xdx = ex

2, οπότε έχουµε:

z′ + 2xz = −2x3 ⇒
(
ex

2
z
)′

= −2x3ex
2 ⇒ ex

2
z = c− x2ex2 +

∫
2xex

2

dx⇒

⇒ ex
2
z = c− x2ex2 + ex

2 ⇒ z = ce−x
2

+ 1− x2

΄Αρα το γενικό ολοκλήρωµα της αρχικής Σ.∆.Ε. ϑα είναι :
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y−2 = ce−x
2

+ 1− x2 ⇒ y2 =
1

ce−x2 + 1− x2
.

Παράδειγµα 39 Να λυθεί το Π.Α.Τ. (x2y3 + xy) y′ = 1, y

(
1

2

)
= 0.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. δεν είναι γραµµική ή Bernoulli ως προς y(x), όµως µπορεί
να γραφεί :

(x2y3 + xy) y′ = 1⇒ x′ = x2y3 + xy ⇒ x′ − xy = x2y3

η οποία είναι Bernoulli ως προς x(y) και την λύνουµε κατά τα γνωστά:

x′ − xy = x2y3 ⇒ x−2x′ − yx−1 = y3.

Θέτουµε x−1 = z(y), παραγωγίζουµε ως προς y, άρα:−x−2x′ = z′(y) και
αντικαθιστούµε στην προκύπτουσα δ.ε.:
−z′ − yz = y3 ⇒ z′ + yz = −y3.

Αυτή η δ.ε. είναι γραµµική ως προς z(y) µε πολ/τή µ(y) = e
y2

2 , οπότε :(
e
y2

2 z
)′

= y3e
y2

2 ⇒ e
y2

2 z =

∫
e
y2

2 y3dy + c⇒ e
y2

2 z = c− y2e
y2

2 + 2e
y2

2 ⇒

⇒ z(y) = ce−
y2

2 +2−y2 ⇒ x−1(y) = ce−
y2

2 +2−y2 ⇒ x(y) =
1

ce−
y2

2 + 2− y2

Επειδή δίνεται ότι y
(

1

2

)
= 0, από την τελευταία ισότητα έχουµε:

1

2
=

1

c+ 2
⇒ c = 0

και έτσι προκύπτει ότι η λύση του δοθέντος Π.Α.Τ. είναι :

x(y) =
1

2− y2
.

Παράδειγµα 40 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. xy′ + y = xy2lnx.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι Bernoulli ως προς y(x), οπότε πολ/µε και τα δύο
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µέλη µε y−2:

y−2y′ +
1

x
y−1 = lnx

Θέτουµε y−1 = u(x) ⇒ −y−2y′ = u′ και αντικαθιστούµε στην προκύπτουσα
Σ.∆.Ε. ΄Ετσι :

−u′ + 1

x
u = lnx⇒ u′ − 1

x
u = −lnx

Η τελευταία Σ.∆.Ε. είναι γραµµική ως προς u(x). Ο πολ/τής Euler είναι

µ(x) = e−
∫
dx
x = e−lnx =

1

x
, οπότε έχουµε:(

1

x
u

)′
= − lnx

x
⇒ u

x
= −

∫
lnx

x
dx+ c1 ⇒

u

x
= − ln

2x

2
+ c1 ⇒

u(x) = −x
2
ln2x+ c1x⇒ y(x) = (−x

2
ln2x+ c1x)−1.

Παράδειγµα 41 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. xy − y′ = y3e−x
2.

Λύση

Η δοθείσα Σ.∆.Ε. είναι Bernoulli ως προς y(x), οπότε πολ/µε και τα δύο
µέλη µε y−3:

y−3y′ − xy−2 = −e−x2

Θέτουµε y−2 = u(x)⇒ −2y−3y′ = u′ και αντικαθιστούµε στην προκύπτουσα
Σ.∆.Ε. ΄Ετσι :

−u
′

2
− xu = −e−x2 ⇒ u′ + 2xu = 2e−x

2

Η τελευταία Σ.∆.Ε. είναι γραµµική ως προς u(x). Ο πολ/τής Euler είναι

µ(x) = e2
∫
xdx = ex

2, οπότε έχουµε:

(ex
2
u)′ = 2 ⇒ ex

2
u = 2x + c ⇒ u = (2x + c)e−x

2 ⇒ y−2 = (2x + c)e−x
2
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2.6.2 Σ.∆.Ε. Riccatti

Η Σ.∆.Ε. Riccatti έχει τη µορφή:

y′(x) = σ0(x) + σ1(x)y(x) + σ2(x)y2(x) (2.33)

όπου σi(x) i = 0, 1, 2 είναι γνωστές συνεχείς συναρτήσεις. Την γενική λύση
της Σ.∆.Ε. µπορούµε να την υπολογίσουµε στις παρακάτω περιπτώσεις :

(α) Αν y1(x) είναι µια ειδική λύση της (2.33), τότε ϑέτουµε

y(x) = y1(x) + u(x) (2.34)

και η Σ.∆.Ε. (2.33) µετασχηµατίζεται σε Σ.∆.Ε. Bernoulli ως προς u(x).
Πράγµατι, αντικαθιστώντας την (2.34) στην (2.33) προκύπτει :

y′1(x)+u′(x) = σ0(x)+σ1(x)(y1(x)+u(x))+σ2(x)(y21(x)+u2(x)+2y1(x)u(x))

Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας ότι η y1(x) είναι µια ειδική λύση της (2.33), δη-
λαδή ισχύει

y′1(x) = σ0(x) + σ1(x)y1(x) + σ2(x)y21(x)

η παραπάνω Σ.∆.Ε. γίνεται :

u′(x) = σ1(x)u(x) + σ2(x)(u2(x) + 2y1(x)u(x))⇒

u′(x)− [σ1(x) + 2y1(x)]u(x) = σ2(x)u2(x) (2.35)

η οποία είναι Σ.∆.Ε. Bernoulli ως προς u(x). Βρίσκουµε την u(x) από την
(2.35), αντικαθιστούµε στην (2.34) και παίρνουµε τη γενική λύση της (2.33).

(ϐ) Αν y1(x) είναι µια ειδική λύση της (2.33), τότε ϑέτουµε

y(x) = y1(x) +
1

u(x)
(2.36)

και η Σ.∆.Ε. (2.33) µετασχηµατίζεται σε Σ.∆.Ε. γραµµική ως προς u(x) την
οποία επιλύουµε κατά τα γνωστά και από την (2.36) ϐρίσκουµε την γενική
λύση της (2.33). Πράγµατι, αντικαθιστώντας την (2.36) στην (2.33) προκύ-
πτει :
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y′1(x)− u
′(x)

u2(x)
= σ0(x)+σ1(x)

(
y1(x) +

1

u(x)

)
+σ2(x)

(
y21(x) +

1

u2(x)
+ 2y1(x)

1

u(x)

)
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας ότι η y1(x) είναι µια ειδική λύση της (2.33), δη-
λαδή ισχύει

y′1(x) = σ0(x) + σ1(x)y1(x) + σ2(x)y21(x)

η παραπάνω Σ.∆.Ε. γίνεται :

− u
′(x)

u2(x)
= σ1(x)

1

u(x)
+ σ2(x)

(
1

u2(x)
+ 2y1(x)

1

u(x)

)
⇒

⇒ −u′(x) = σ1(x)u(x) + σ2(x) + 2σ2(x)y1(x)u(x)⇒

⇒ u′(x) + [σ1(x) + 2σ2(x)y1(x)]u(x) = −σ2(x)

η οποία είναι Σ.∆.Ε. γραµµική ως προς u(x).

(γ) Αν y1(x) και y2(x) είναι δύο ειδικές λύσεις της (2.33) τότε η γενική λύση
αυτής δίνεται από τον τύπο:

y(x)− y1(x)

y(x)− y2(x)
= ce

∫
σ2(x)[y1(x)−y2(x)]dx, c = αυθαίρετη σταθερά (2.37)

Πράγµατι, αφού y1(x) και y2(x) είναι δύο ειδικές λύσεις της (2.33), ϑα την
ικανοποιούν και ϑα ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις :

y′(x)− y′1(x) = σ1(x)(y(x)− y1(x)) + σ2(x)(y2(x)− y21(x))
y′(x)− y′2(x) = σ1(x)(y(x)− y2(x)) + σ2(x)(y2(x)− y22(x))

Από όπου προκύπτουν αντίστοιχα:

y′(x)− y′1(x)

y(x)− y1(x)
= σ1(x) + σ2(x)(y(x) + y1(x))

y′(x)− y′2(x)

y(x)− y2(x)
= σ1(x) + σ2(x)(y(x) + y2(x)).

Αφαιρούµε τις ανωτέρω ισότητες κατά µέλη και παίρνουµε:
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y′(x)− y′1(x)

y(x)− y1(x)
− y′(x)− y′2(x)

y(x)− y2(x)
= σ2(x)[y1(x)− y2(x)] ή

d

dx

[
ln |y(x)− y1(x)|

]
− d

dx

[
ln |y(x)− y2(x)|

]
= σ2(x)[y1(x)− y2(x)].

Εφαρµόζοντας ιδιότητες της παραγώγου και της λογαριθµικής συνάρτησης,
έχουµε:

d

dx

[
ln

∣∣∣∣y(x)− y1(x)

y(x)− y2(x)

∣∣∣∣ ] = σ2(x)[y1(x)− y2(x)].

Ολοκληρώνουµε ως προς x, οπότε παίρνουµε:

ln

∣∣∣∣y(x)− y1(x)

y(x)− y2(x)

∣∣∣∣ =

∫
σ2(x) [y1(x)− y2(x)] dx+ c⇒

y(x)− y1(x)

y(x)− y2(x)
= ce

∫
σ2(x)[y1(x)−y2(x)]dx

η οποία είναι η αποδεικτέα ισότητα.

(δ) Ο µετασχηµατισµός

y(x) = − 1

σ2(x)

u′(x)

u(x)
(2.38)

µετατρέπει την Σ.∆.Ε. (2.33) σε γραµµική οµογενή, δεύτερης τάξης ως προς
u(x). Πράγµατι αντικαθιστώντας την y(x) και την παράγωγό της από την
(2.38) στην (2.33) έχουµε:

σ′2(x)

σ2
2(x)

u′(x)

u(x)
− 1

σ2(x)

u′′(x)

u(x)
+

1

σ2(x)

(
u′(x)

u(x)

)2

=

= σ0(x)− σ1(x)
1

σ2(x)

u′(x)

u(x)
+ σ2(x)

1

σ2
2(x)

(
u′(x)

u(x)

)2

⇒

⇒ σ′2(x)

σ2
2(x)

u′(x)

u(x)
− 1

σ2(x)

u′′(x)

u(x)
= σ0(x)− σ1(x)

1

σ2(x)

u′(x)

u(x)

⇒ − 1

σ2(x)
u′′(x) +

[
σ′2(x)

σ2
2(x)

+ σ1(x)
1

σ2(x)

]
u′(x)− σ0(x)u(x) = 0

η οποία είναι γραµµική οµογενής δεύτερης τάξης ως προς u(x).

Σηµείωση 2.10 Η µορφή της ειδικής λύσης εξαρτάται από την µορφή των συ-
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ναρτήσεων σi(x) i = 0, 1, 2. ΄Ετσι, αν σi(x) είναι πολυώνυµα του x, Ϲητούµε
ειδική λύση της µορφής: y1(x) = ax + b. Αν σi(x) είναι εκθετικής µορφής,
Ϲητούµε ειδική λύση της µορφής y1(x) = aebx. Αν σi(x) είναι ϱητές συναρτή-
σεις, Ϲητούµε ειδική λύση της µορφής y1(x) = axb. Την µορφή της ειδικής
λύσης αυτής την αντικαθιστούµε στην δοθείσα Σ.∆.Ε. και υπολογίζουµε τα
a, b. Μερικές ϕορές µια ειδική λύση µπορεί να είναι προφανής.

Παράδειγµα 42 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε. y′−y2 +2exy = e2x+ex.

Λύση

Η κανονική µορφή της δοθείσας δ.ε. είναι :

y′ = y2 + 2exy − e2x − ex

Η ειδική λύση ϑα είναι της µορφής: y1(x) = aebx. Παραγωγίζουµε ως προς
x: y′1(x) = abebx και αντικαθιστούµε στην δοθείσα Σ.∆.Ε. ΄Εχουµε λοιπόν :

abebx −
(
aebx

)2
+ 2exaebx = e2x + ex ⇒ abebx − a2e2bx + 2abe(b+1)x = e2x + ex

Μας ενδιαφέρει να ϐρούµε τουλάχιστον µια ειδική λύση, άρα αρκεί να ϐρού-
µε ένα a και ένα b για τα οποία ισχύει η παραπάνω σχέση. Παρατηρούµε
λοιπόν ότι αν b = 1, τότε

aex − a2e2x + 2ae2x = e2x + ex ⇒

{
a = 1

−a2 + 2a− 1 = 0
⇒ a = 1

οπότε µια ειδική λύση είναι : y1(x) = ex. Θέτουµε λοιπόν

y(x) = ex +
1

u(x)
⇒ y′(x) = ex − u′(x)

u2(x)

στην δοθείσα Σ.∆.Ε. και παίρνουµε:

ex − u′(x)

u2(x)
− e2x − 1

u2(x)
− 2ex

1

u(x)
+ 2e2x + 2ex

1

u(x)
= e2x + ex ⇒

⇒ − u
′(x)

u2(x)
− 1

u2(x)
= 0⇒ u′(x) + 1 = 0⇒ du = −dx⇒ u(x) = −x+ c

Και η γενική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι :
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y(x) = ex +
1

−x+ c
.

Παράδειγµα 43 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ + 2y2 =
1

x2
.

Λύση

Ζητούµε ειδική λύση της µορφής y = axb ⇒ y′ = abxb−1 και αντικαθι-
στούµε στην Σ.∆.Ε. για να υπολογίσουµε τα a και b. ΄Ετσι :

abxb−1 + 2a2x2b = x−2

Αν b = −1, τότε −a + 2a2 − 1 = 0 ⇒

a = 1

a = −1

2

. ΄Αρα παίρνουµε δύο

ειδικές λύσεις : y1(x) =
1

x
και y2(x) = − 1

2x
και η γενική λύση της δοθείσας

Σ.∆.Ε. ϑα δίνεται από τον τύπο (2.37). ΄Ετσι :

y(x)− 1

x

y(x) +
1

2x

= ce
∫
−2[ 1

x
+ 1

2x
]dx ⇒

y(x)− 1

x

y(x) +
1

2x

= ce−3lnx ⇒

y(x)− 1

x

y(x) +
1

2x

=
c

x3
⇒

y(x)− 1

x
3

2x

=
c

x3 − c
⇒ y(x) =

1

x
+

3c

2x(x3 − c)

Παράδειγµα 44 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ = (1− y)

(
1

x
+ 1− y

)
Λύση

Παρατηρούµε ότι η y = 1 είναι ειδική λύση της δ.ε. που είναι Riccati,

διότι µπορεί να γραφτεί : y′ =
1

x
+ 1−

(
1

x
+ 2

)
y + y2, οπότε ϑέτουµε :

y(x) = 1 +
1

u(x)
⇒ y′(x) = − u

′(x)

u2(x)

οπότε η δοθείσα µετατρέπεται σε γραµµική, την οποία επιλύουµε:
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− u
′(x)

u2(x)
= − 1

u(x)

(
1

x
− 1

u(x)

)
⇒ u′(x) = u(x)

(
1

x
− 1

u(x)

)
⇒

u′(x)− u(x)

x
= −1

είναι γραµµική δ.ε. µε πολλαπλασιαστή Euler µ(x) =
1

x
, οπότε(

1

x
u(x)

)′
= −1

x
⇒ 1

x
u(x) = −ln|x|+ c⇒ u(x) = cx− xln|x| ⇒

y(x) = 1 +
1

cx− xln|x|
.

Παράδειγµα 45 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ + x = (1− x)y2 + (2x− 1)y

Λύση

Ζητούµε ειδική λύση της µορφής y = ax + b ⇒ y′ = a και αντικαθιστούµε
στην Σ.∆.Ε. για να υπολογίσουµε τα a και b. ΄Ετσι :
a = −x+ (2x− 1)(ax+ b) + (1− x)(a2x2 + b2 + 2abx)⇒

a = −x+ 2ax2 + 2bx− ax− b+ a2x2 + b2 + 2abx− ax3 − b2x− 2abx2 ⇒

Αν a = 0, τότε 0 = −x+2bx− b+ b2− b2x⇒ 0 = −b+ b2 +(−1+2b− b2)x⇒{
−1 + 2b− b2 = 0

−b+ b2 = 0
⇒

{
(b− 1)2 = 0

b(b− 1) = 0
⇒ b = 1

Συνεπώς η y = 1 είναι ειδική λύση της δ.ε. που είναι Riccati, οπότε ϑέ-
τουµε :

y(x) = 1 +
1

u(x)
⇒ y′(x) = − u

′(x)

u2(x)

οπότε η δοθείσα µετατρέπεται σε γραµµική, την οποία επιλύουµε:

− u
′

u2
= −x+ (2x− 1)

(
1 +

1

u

)
+ (1− x)

(
1 +

1

u2
+

2

u

)
⇒

− u
′

u2
= −x+ 2x− 1 +

2x− 1

u
+ 1− x+

1− x
u2

+
2(1− x)

u
⇒

− u
′

u2
=

1

u
+

1− x
u2
⇒ u′ = −u+ x− 1⇒ u′ + u = x− 1

είναι γραµµική δ.ε. µε πολλαπλασιαστή Euler µ(x) = ex, οπότε
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(exu)′ = (x− 1)ex ⇒ exu = (x− 1)ex − ex + c⇒ u = x− 1− 1 + ce−x

⇒ u = x− 2 + ce−x ⇒ y = 1 +
1

x− 2 + ce−x
.

Παράδειγµα 46 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ + e−xy2 − y − ex = 0

Λύση

Ζητούµε ειδική λύση της µορφής y = aebx ⇒ y′ = abebx και αντικαθιστούµε
στην Σ.∆.Ε. για να υπολογίσουµε τα a και b. ΄Ετσι :

abebx + e−xa2e2bx − aebx − ex = 0⇒ a(b− 1)ebx + a2e(2b−1)x − ex = 0⇒

a(b− 1)ebx = 0 και a2e(2b−1)x − ex = 0⇒ b = 1 και a2 − 1 = 0⇒

b = 1 και a = ±1.

΄Αρα παίρνουµε δύο ειδικές λύσεις : y1(x) = ex και y2(x) = −ex και η γενική
λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. ϑα δίνεται από τον τύπο (2.37). ΄Ετσι :

y(x)− ex

y(x) + ex
= ce−

∫
e−x[ex+ex]dx ⇒ y(x)− ex

y(x) + ex
= ce−2

∫
dx ⇒ y(x)− ex

y(x) + ex
= ce−2x

⇒ y(x) =
ex + ce−x

1− ce−2x

Παράδειγµα 47 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. y′ − xy2 − y

x
+ x3 = 0

Λύση

Ζητούµε ειδική λύση της µορφής y = axb ⇒ y′ = abxb−1 και αντικαθι-
στούµε στην Σ.∆.Ε. για να υπολογίσουµε τα a και b. ΄Ετσι :

abxb−1 − xa2x2b − 1

x
axb + x3 = 0⇒ abxb−1 − a2x2b+1 − axb−1 + x3 = 0⇒

a(b− 1)xb−1− a2x2b+1 +x3 = 0⇒ a(b− 1)xb−1 = 0 και −a2x2b+1 +x3 = 0⇒

b− 1 = 0 και a2 − 1 = 0⇒ b = 1 και a = ±1.
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΄Αρα παίρνουµε δύο ειδικές λύσεις : y1(x) = x και y2(x) = −x και η γε-
νική λύση της δοθείσας Σ.∆.Ε. ϑα δίνεται από τον τύπο (2.37). ΄Ετσι :

y(x)− x
y(x) + x

= ce
∫
x[x+x]dx ⇒ y(x)− x

y(x) + x
= ce

∫
2x2dx ⇒ y(x)− x

y(x) + x
= ce

2x3

3 ⇒

y(x) =
x(1 + ce

2x3

3 )

1− ce 2x3

3
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