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4.4.3 Γραµµικές Σ.∆.Ε. 2ης τάξης, µε µη σταθερούς συντελεστές.

΄Εστω η Σ.∆.Ε. της µορφής:

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = f(x) (4.28)

όπου p(x), q(x) και f(x) είναι πραγµατικές συνεχείς συναρτήσεις στο διά-
στηµα (a, b). Η λύση της Σ.∆.Ε. (4.28) δεν είναι πάντα εύκολο να ϐρεθεί µε
αναλυτικό τρόπο. Σε ορισµένες όµως περιπτώσεις µπορούµε να την ανάγου-
µε σε γνωστές µορφές και να ϐρούµε την λύση της αναλυτικά.

(α) Αν από το πρώτο µέλος της (4.28) απουσιάζει η y(x), τότε ϑέτουµε
y′(x) = u(x) οπότε y′′(x) = u′(x) και η δοθείσα Σ.∆.Ε. µετατρέπεται σε γραµ-
µική πρώτης τάξης την οποία µπορούµε πάντα να λύσουµε.

Παράδειγµα 29 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.

x3y′′(x)− x(x+ 2)y′(x) = e−
2
x , αν y(1) =

e−2

4
και y′(1) = −e

−2

3
.

Λύση

Παρατηρούµε ότι στην δοθείσα Σ.∆.Ε. λείπει η y(x), οπότε ϑέτουµε
y′(x) = u(x) και y′′(x) = u′(x) και η δοθείσα Σ.∆.Ε. παίρνει τη µορφή:

x3u′(x)− x(x+ 2)u(x) = e−
2
x ⇒ u′(x)− x(x+ 2)

x3
u(x) =

e−
2
x

x3
⇒

⇒ u′(x)−
(

1

x
+

2

x2

)
u(x) =

e−
2
x

x3
µ(x)= e

2
x
x=====⇒
(
e

2
xu(x)

)′
=

1

x4
⇒

⇒ e
2
xu(x) = − 1

3x3
+ c

u(1)=− e
−2

3======⇒
c=0

u(x) = − 1

3x3
e−

2
x

u(x)=y′(x)
======⇒

⇒ y(x) = −
∫

1

3x3
e−

2
xdx+ c⇒ y(x) =

1

2x
e−

2
x +

1

4
e−

2
x + c⇒

y(1)= e−2

4=====⇒
c=− e−2

2

y(x) =
1

2x
e−

2
x +

1

4
e−

2
x − 1

2
e−2

(ϐ) Μέθοδος υποβιβασµού (ή µέθοδος d’ Alembert)

(Αν µπορούµε να απαλείψουµε την y(x), τότε την µετατρέπουµε στην προη-
γούµενη κατηγορία.)
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΄Εστω ότι y1(x) είναι γνωστή, κατάλληλη (ϑα προσδιορίσουµε τη µορφή της
αργότερα) συνάρτηση. Θέτουµε

y(x) = y1(x)u(x) (4.29)

παραγωγίζουµε δύο ϕορές

y′(x) = y′1(x)u(x) + y1(x)u′(x)

y′′(x) = y′′1(x)u(x) + 2y′1(x)u′(x) + y1(x)u′′(x)

και αντικαθιστούµε στην (4.28), οπότε έχουµε:

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = f(x)⇒

⇒ y′′1(x)u(x) + 2y′1(x)u′(x) + y1(x)u′′(x) + p(x)

[
y′1(x)u(x) + y1(x)u′(x)

]
+

+q(x)y1(x)u(x) = f(x)⇒

y1(x)u′′(x)+

[
2y′1(x)+p(x)y1(x)

]
u′(x)+

[
y′′1(x)+p(x)y′1(x)+q(x)y1(x)

]
u(x) = f(x)

(4.30)
Εάν η συνάρτηση y1(x) είναι µία λύση της αντίστοιχης οµογενούς (4.28), τότε
ο συντελεστής του u(x) στην (4.30) είναι µηδέν, οπότε η (4.30) παίρνει τη
µορφή:

y1(x)u′′(x) +

[
2y′1(x) + p(x)y1(x)

]
u′(x) = f(x) (4.31)

Στην Σ.∆.Ε. αυτή λείπει η u(x), οπότε ϑέτουµε : u′(x) = v(x)⇒ u′′(x) = v′(x)
και η (4.31) γίνεται γραµµική Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης ως προς v(x), την οποία
λύνουµε κατά τα γνωστά, και από αυτήν ϐρίσκουµε την u(x) ολοκληρώνοντας
και τελικά την y(x) από την (4.29).

Σηµείωση:
Περιπτώσεις, που µπορούµε να ϐρούµε λύση της αντίστοιχης οµογενούς της
(4.28):
(α) Η y1(x) να έχει την µορφή: y1(x) = xn: τότε y′1(x) = nxn−1,
y′′1(x) = n(n− 1)xn−2 και η αντίστοιχη οµογενής της (4.28) γίνεται :
n(n− 1)xn−2 + p(x)nxn−1 + q(x)xn = 0, οπότε :
Για n = 1: αν p(x) + xq(x) = 0, τότε y1(x) = x
Για n = 2: αν 2 + 2xp(x) + x2q(x) = 0, τότε y1(x) = x2, κ.λ.π.
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(ϐ) Η y1(x) να έχει την µορφή: y1(x) = erx: τότε y′1(x) = rerx,
y′′1(x) = r2erx και η αντίστοιχη οµογενής της (4.28) γίνεται :
r2 + rp(x) + q(x) = 0, οπότε :
Για r = 1: αν 1 + p(x) + q(x) = 0, τότε y1(x) = ex

Για r = 2: αν 4 + 2p(x) + q(x) = 0, τότε y1(x) = e2x, κ.λ.π.

Παράδειγµα 30 Να λυθεί η Σ.∆.Ε. (x− 1)y′′(x)− xy′(x) + y(x) = (x− 1)2ex.

Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται

(x− 1)y′′(x)− xy′(x) + y(x) = (x− 1)2ex ⇒
y′′(x)− x

x− 1
y′(x) +

1

x− 1
y(x) = (x− 1)ex

µε: p(x) = − x

x− 1
, q(x) =

1

x− 1
.

Επειδή, 1 + p(x) + q(x) = 1− x

x− 1
+

1

x− 1
= 0, µία λύση της αντίστοιχης

οµογενούς είναι η συνάρτηση y1(x) = ex. Θέτουµε : y(x) = exu(x).
Παραγωγίζουµε : y′(x) = exu′(x) + exu(x),
y′′(x) = exu′′(x) + 2exu′(x) + exu(x),

και αντικαθιστούµε στην δοθείσα Σ.∆.Ε.

u′′(x)+2exu′(x)+exu(x)− x

x− 1
(exu′(x)+exu(x))+

1

x− 1
exu(x) = (x−1)ex

⇒ u′′(x) +

(
2− x

x− 1

)
u′(x) = x− 1

Θέτουµε u′(x) = v(x), οπότε προκύπτει η γραµµική δ.ε. πρώτης τάξης

v′(x) +

(
2− x

x− 1

)
v(x) = x− 1, την οποία λύνουµε:(

exv(x)

x− 1

)′
= ex ⇒ v(x) = (x− 1) + c1(x− 1)e−x

⇒ u(x) = c2 +
x2

2
− x+ c1xe

−x, και τελικά η λύση είναι

y(x) = c1x+

(
c2 +

x2

2
− x
)
ex

Παράδειγµα 31 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.
xy′′(x)− (2x+ 1)y′(x) + (x+ 1)y(x) = (x2 + x− 1)e2x.
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Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται

xy′′(x)− (2x+ 1)y′(x) + (x+ 1)y(x) = (x2 + x− 1)e2x ⇒

y′′(x)− 2x+ 1

x
y′(x) +

x+ 1

x
y(x) =

x2 + x− 1

x
e2x

µε: p(x) = −2x+ 1

x
, q(x) =

x+ 1

x
.

Επειδή, 1 + p(x) + q(x) = 1− 2x+ 1

x
+
x+ 1

x
= 0, µία λύση της αντίστοιχης

οµογενούς είναι η συνάρτηση y1(x) = ex. Θέτουµε : y(x) = exu(x).
Παραγωγίζουµε : y′(x) = exu′(x) + exu(x),
y′′(x) = exu′′(x) + 2exu′(x) + exu(x),

και αντικαθιστούµε στην δοθείσα Σ.∆.Ε.

xex(u′′(x) + 2u′(x) + u(x)) − (2x + 1)ex(u(x) + u′(x)) + (x + 1)exu(x) =(
x2 + x− 1

)
e2x

xu′′(x) + (2x− 2x− 1)u′(x) + (x− 2x− 1 + x+ 1)u(x) = (x2 + x− 1)e2x

u′′(x)− 1

x
u′(x) =

(
x+ 1− 1

x

)
ex

Θέτουµε u′(x) = v(x), οπότε προκύπτει η γραµµική δ.ε. πρώτης τάξης

v′(x)− 1

x
v(x) =

(
x+ 1− 1

x

)
ex, την οποία λύνουµε:(

1

x
v(x)

)′
=

(
1 +

1

x
− 1

x2

)
ex ⇒ v(x) = c1x+ x

∫ (
1 +

1

x
− 1

x2

)
exdx⇒

v(x) = c1x+ xex + x

∫
ex

x
dx− x

∫
ex

x2
dx⇒

v(x) = c1x+ xex + x
ex

x
+ x

∫
ex

x2
dx− x

∫
ex

x2
dx = c1x+ xex + ex

⇒ u′(x) = c1x+ xex + ex ⇒ u(x) = c2 + c1
x2

2
+ xex − ex + ex ⇒

u(x) = c2 + c1
x2

2
+ xex

και τελικά η λύση είναι
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y(x)

ex
= c2 + c1

x2

2
+ xex ⇒ y(x) = ex

(
c2 + c1

x2

2
+ xex

)
Παράδειγµα 32 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.(x− 1)y′′ − xy + y = (x− 1)2ex.

Λύση
Η δοθείσα Σ.∆.Ε. γράφεται

(x− 1)y′′ − xy′ + y = (x− 1)2ex ⇒
y′′ − x

x− 1
y′ +

1

x− 1
y = (x− 1)ex

µε: p(x) = − x

x− 1
, q(x) =

1

x− 1
.

Επειδή, p(x) + xq(x) = − x

x− 1
+

x

x− 1
= 0, µία λύση της αντίστοιχης οµο-

γενούς είναι η συνάρτηση y1(x) = x. Θέτουµε : y(x) = xu(x).
Παραγωγίζουµε : y′(x) = xu′(x) + u(x),
y′′(x) = 2u′(x) + xu′′(x),

και αντικαθιστούµε στην δοθείσα Σ.∆.Ε.

xu′′(x) + 2u′(x)− x

x− 1
u(x)− x2

x− 1
u′(x) +

x

x− 1
u(x) = (x− 1)ex ⇒

u′′(x) +

(
2

x
− x

x− 1

)
u′(x) =

x− 1

x
ex

Θέτουµε u′(x) = v(x), οπότε προκύπτει η γραµµική δ.ε. πρώτης τάξης

v′′(x) +

(
2

x
− x

x− 1

)
v′(x) =

x− 1

x
ex, την οποία λύνουµε:

v(x) = e−
∫
( 2
x
− x
x−1

)dx

[
c1 +

x− 1

x
exe

∫
( 2
x
− x
x−1

)dx

]
⇒

v(x) = e−2lnx+x+ln(x−1)
[
c1 +

∫
x− 1

x
exe2lnx−x−ln(x−1)dx

]
⇒

v(x) =
x− 1

x2
ex
[
c1 +

∫
xdx

]
⇒ v(x) =

x− 1

x2
exc1 +

x− 1

2
ex ⇒

u′(x) =
x− 1

x2
exc1 +

x− 1

2
ex ⇒ u(x) =

∫ (
x− 1

x2
exc1 +

x− 1

2
ex
)
dx+ c2 ⇒

u(x) = c1
ex

x
+
x− 1

2
ex − ex

2
+ c2

και τελικά η λύση είναι
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y(x) = xu(x) = c1e
x +

x(x− 1)

2
ex − x

2
ex + c2x = c2x+

(
c1 − x+

x2

2

)
ex

(γ) Μετατροπή της Σ.∆.Ε. (4.28) σε Σ.∆.Ε. τύπου Schrondiger

Εάν η συνάρτηση y1(x) είναι τέτοια ώστε

2y′1(x) + p(x)y1(x) = 0⇒ y′1(x)

y1(x)
= −p(x)

2
⇒ y1(x) = e−

∫ p(x)
2
dx (4.32)

τότε ο συντελεστής του u′(x) στην (4.30) είναι µηδέν και η (4.30) γίνεται :

y1(x)u′′(x) +

[
y′′1(x) + p(x)y′1(x) + q(x)y1(x)

]
u(x) = f(x) (4.33)

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές την y1(x) όπως δίνεται από την (4.32),

y′1(x)

y1(x)
= −p(x)

2
⇒ y′1(x) = −y1(x)

p(x)

2
,

y′′1(x) = −y′1(x)
p(x)

2
− y1(x)

p′(x)

2
⇒ y′′1(x) = y1(x)

p2(x)

4
− y1(x)

p′(x)

2

αντικαθιστούµε στην (4.33) και παίρνουµε:

y1(x)u′′(x)+

[
y1(x)

p2(x)

4
−y1(x)

p′(x)

2
−y1(x)

p2(x)

2
+q(x)y1(x)

]
u(x) = f(x)⇒

⇒ u′′(x) +

[
− p′(x)

2
− p2(x)

4
+ q(x)

]
u(x) =

f(x)

y1(x)
⇒

⇒ u′′(x) + U(x)u(x) =
f(x)

y1(x)
(4.34)

όπου

U(x) = q(x)− p′(x)

2
− p2(x)

4
(4.35)

Η Σ.∆.Ε. (4.34) είναι της µορφής Schrondiger. Αν U(x) = A (σταθερά) ή

U(x) =
A

x2
, τότε η Σ.∆.Ε. (4.34) είναι γραµµική µε σταθερούς συντελεστές,

ή Σ.∆.Ε. Euler αντίστοιχα, οπότε µπορούµε να ϐρούµε την γενική της λύση
u(x) και τελικά την y(x) από την (4.29).
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Παράδειγµα 33 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.
x2y′′(x)− x(2x+ 3)y′(x) + (3 + 3x+ x2)y(x) = (6− x2)ex.

Λύση
Η κανονική µορφή της δοθείσας Σ.∆.Ε. είναι

y′′(x)− 2x+ 3

x
y′(x) +

3 + 3x+ x2

x2
y(x) =

6− x2

x2
ex

µε p(x) = −2x+ 3

x
και q(x) =

3 + 3x+ x2

x2
. Παρατηρούµε ότι :

U(x) = q(x)− p′(x)

2
− p2(x)

4
=

3 + 3x+ x2

x2
− 3

2x2
− 4x2 + 12x+ 9

4x2
= − 3

4x2
.

Οπότε ο µετασχηµατισµός

y(x) = u(x)e−
1
2

∫
p(x)dx = u(x)e−

1
2

∫
− 2x+3

x
dx = u(x)exx

3
2

µετασχηµατίζει την αρχική Σ.∆.Ε. στην

u′′(x) + U(x)u(x) =
f(x)

e−
1
2

∫
p(x)dx

⇒

u′′(x)− 3

4x2
u(x) =

(6− x2)x−2

x
3
2

⇒

4x2u′′(x)− 3u(x) = 4(6− x2)x− 3
2

η οποία είναι µια διαφορική εξίσωση Euler. Για να ϐρούµε την γενική λύση

αυτής, ϑέτουµε x = et, οπότε
dx

dt
= et ⇒ dt

dx
=

1

et
⇒ dt

dx
=

1

x
και

du

dx
=
du

dt

dt

dx
=

1

x

du

dt

d2u

dx2
=

d

dx

(
1

x

du

dt

)
= − 1

x2
du

dt
+

1

x2
d2u

dt2

οπότε αντικαθιστώντας στην Σ.∆.Ε. Euler έχουµε:

4
d2u

dt2
− 4

du

dt
− 3u(t) = 24e−

3t
2 − 4e

t
2

η οποία είναι Σ.∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές. Λύνουµε πρώτα την αν-
τίστοιχη οµογενή, Ϲητώντας λύση της µορφής u(t) = ert και η αντίστοιχη
χαρακτηριστική εξίσωση είναι :

138



4r2 − 4r − 3 = 0

µε ϱίζες r1 =
3

2
και r2 = −1

2
. Οι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της ο-

µογενούς ϑα είναι e
3t
2 και e−

t
2 και η λύση της οµογενούς :

u0(t) = c1e
3t
2 + c2e

− t
2 .

Η µερική λύση της µη οµογενούς ϑα είναι το άθροισµα των µερικών λύ-
σεων των διαφορικών εξισώσεων:

4
d2u

dt2
− 4

du

dt
− 3u(t) = 24e−

3t
2

και

4
d2u

dt2
− 4

du

dt
− 3u(t) = −4e

t
2

Για την πρώτη, επειδή το −3

2
δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυω-

νύµου, η µερική λύση ϑα έχει την µορφή: uµ1(t) = ke−
3t
2 .

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές και αντικαθιστούµε στην πρώτη µη οµογενή, οπό-
τε προκύπτει k = 2, άρα uµ1(t) = 2e−

3t
2 .

Για την δεύτερη, επειδή το
1

2
δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύ-

µου, η µερική λύση ϑα έχει την µορφή: uµ2(t) = ke
t
2 .

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές και αντικαθιστούµε στην δεύτερη µη οµογενή, ο-
πότε προκύπτει k = 1, άρα uµ2(t) = e

t
2 .

Τελικά η γενική λύση της Σ.∆.Ε. µε τους σταθερούς συντελεστές ϑα είναι :

u(t) = c1e
3t
2 + c2e

− t
2 + 2e−

3t
2 + e

t
2

και επειδή x = et, έχουµε:

u(x) = c1x
3
2 + c2x

− 1
2 + 2x−

3
2 + x

1
2 .

Τελικά η γενική λύση της αρχικής Σ.∆.Ε. είναι :

y(x) = (c1x
3
2 + c2x

− 1
2 + 2x−

3
2 + x

1
2 )exx

3
2 .
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Παράδειγµα 34 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.
y′′(x)− 2xy′(x) + (x2 + 2)y(x) = e

x2+x
2 .

Λύση
Θέτουµε p(x) = −2x, q(x) = x2 + 2 και παρατηρούµε ότι η ποσότητα:

U(x) = q(x) − 1

2
p′(x) − 1

4
p2(x) = x2 + 2 − 1

2
(−2) − 1

4
4x2 = 3 είναι στα-

ϑερά, άρα ο µετασχηµατισµός y(x) = v(x)e−
1
2

∫
p(x)dx = v(x)e

x2

2 , µετατρέπει
την δοθείσα Σ.∆.Ε. στην v′′(x) + U(x)v(x) = f(x)e

1
2

∫
p(x)dx, ή

v′′(x) + 3v(x) = e
x
2

η οποία είναι Σ.∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές µη οµογενής. Λύνουµε πρώτα
την αντίστοιχη οµογενή. Ζητούµε λύση της µορφής v(x) = erx, η χαρακτη-
ϱιστική εξίσωση είναι r2 + 3 = 0, που έχει για ϱίζες ±i

√
3, άρα η λύση της

οµογενούς είναι :

v0(x) = c1cos
√

3x+ c2sin
√

3x, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

Μια µερική λύση της µη οµογενούς ϑα έχει την µορφή: vµ(x) = Ae
x
2 , α-

ϕού το 1
2
δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.

Παραγωγίζουµε δύο ϕορές ως προς x, αντικαθιστούµε στην µη οµογενή Σ.∆.Ε.

και υπολογίζουµε το A =
4

13
, οπότε η µερική λύση είναι vµ(x) =

4

13
e
x
2 και η

γενική της λύση:

v(x) = c1cos
√

3x+ c2sin
√

3x+
4

13
e
x
2 .

Τελικά η γενική λύση της αρχικής Σ.∆.Ε. ϑα είναι :

y(x) =

(
c1cos

√
3x+ c2sin

√
3x+

4

13
e
x
2

)
e
x2

2 .

Παράδειγµα 35 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.
x2y′′(x)− 2xy′(x) + (x2 + 2)y(x) = x3ex.

Λύση

Θέτουµε p(x) = −2

x
, q(x) = 1 +

2

x2
και παρατηρούµε ότι η ποσότητα:
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U(x) = q(x) − 1

2
p′(x) − 1

4
p2(x) = 1 +

2

x2
+ 2 − 1

2

2

x2
− 1

4

4

x2
= 1 είναι

σταθερά, άρα ο µετασχηµατισµός y(x) = v(x)e−
1
2

∫
p(x)dx = v(x)x, µετατρέπει

την δοθείσα Σ.∆.Ε. στην v′′(x) + U(x)v(x) = f(x)e
1
2

∫
p(x)dx, ή

v′′(x) + v(x) = xexe
1
2
(−2lnx) ⇒ v′′(x) + v(x) = ex

η οποία είναι Σ.∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές µη οµογενής. Λύνουµε πρώτα
την αντίστοιχη οµογενή. Ζητούµε λύση της µορφής v(x) = erx, η χαρακτη-
ϱιστική εξίσωση είναι r2 + 1 = 0, που έχει για ϱίζες ±i, άρα η λύση της
οµογενούς είναι :

v0(x) = c1cosx+ c2sinx, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

Μια µερική λύση της µη οµογενούς ϑα έχει την µορφή: vµ(x) = Aex, α-
ϕού το 1 δεν είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.
Παραγωγίζουµε δύο ϕορές ως προς x, αντικαθιστούµε στην µη οµογενή Σ.∆.Ε.

και υπολογίζουµε το A =
1

2
, οπότε η µερική λύση είναι vµ(x) =

1

2
ex και η

γενική της λύση:

v(x) = c1cosx+ c2sinx+
1

2
ex.

Τελικά η γενική λύση της αρχικής Σ.∆.Ε. ϑα είναι :

y(x) = x

(
c1cosx+ c2sinx+

1

2
ex
)
.

Παράδειγµα 36 Να ϐρεθεί η γενική λύση της Σ.∆.Ε.
y′′ − 2xy′ + x2y = 0.

Λύση
Θέτουµε p(x) = −2x, q(x) = x2 και παρατηρούµε ότι η ποσότητα:

U(x) = q(x) − 1

2
p′(x) − 1

4
p2(x) = x2 − 1

2
(−2) − 1

4
4x2 = 1 είναι σταθερά,

άρα ο µετασχηµατισµός y(x) = v(x)e−
1
2

∫
p(x)dx = v(x)e

x2

2 , µετατρέπει την
δοθείσα Σ.∆.Ε. στην v′′(x) + U(x)v(x) = f(x)e

1
2

∫
p(x)dx, ή

v′′(x) + v(x) = 0
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η οποία είναι Σ.∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές οµογενής. Ζητούµε λύση
της µορφής v(x) = erx, η χαρακτηριστική εξίσωση είναι r2 + 1 = 0, που έχει
για ϱίζες ±i, άρα η λύση της είναι :

v(x) = c1cosx+ c2sinx, c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

Τελικά η γενική λύση της αρχικής Σ.∆.Ε. ϑα είναι :

y(x) = e
x2

2 (c1cosx+ c2sinx).

(δ) Μετατροπή µέσω κατάλληλου µετασχηµατισµού σε Σ.∆.Ε. µε σταθε-
ϱούς συντελεστές.

΄Εστω ότι η µεταβλητή x είναι συνάρτηση του z, οπότε και η y ϑα είναι συ-
νάρτηση του z, οπότε :

dy

dx
=
dy

dz

dz

dx
και

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dz

(
dy

dx

)
dz

dx
=
d2y

dz2

(
dz

dx

)2

+
dy

dz

d2z

dx2

Αντικαθιστούµε στην (4.28) και προκύπτει :

d2ỹ

dz2

(
dz

dx

)2

+
dỹ

dz

d2z

dx2
+ p(x)

dỹ

dz

dz

dx
+ q(x)ỹ(z) = f(x)⇒

d2ỹ

dz2

(
dz

dx

)2

+
dỹ

dz

[
d2z

dx2
+ p(x)

dz

dx

]
+ q(x)ỹ(z) = f(x)⇒

d2ỹ

dz2
+
dỹ

dz

[
d2z

dx2
+ p(x)

dz

dx

]
(
dz

dx

)2 +
q(x)(
dz

dx

)2 ỹ(z) =
f(x)(
dz

dx

)2

Αν ± q(x)(
dz

dx

)2 = a2 ⇒ dz

dx
=

√
±q(x)

a2
ή z = z(x), επιλέγοντας το πρόσηµο

εκείνο, ώστε η υπόριζος ποσότητα να είναι ϑετική και

[
d2z

dx2
+ p(x)

dz

dx

]
(
dz

dx

)2 = A,
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τότε η ανωτέρω Σ.∆.Ε. µετατρέπεται σε Σ.∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές µη
οµογενή:

d2ỹ

dz2
+ A

dỹ

dz
± a2ỹ(z) = g(z) (4.36)

Επιλέγουµε το ίδιο πρόσηµο µε εκείνο που διαλέξαµε πιο πάνω και η συ-

νάρτηση g(z) είναι η συνάρτηση
f(x)(
dz

dx

)2 , αν αντικαταστήσουµε το x από την

σχέση που συνδέεται µε το z.
Λύνουµε την (4.36) και ϐρίσκουµε την ỹ(z) στην οποία αντικαθιστούµε την
z σαν συνάρτηση του x, που έχουµε πάρει, και ϐρίσκουµε τη λύση y(x) της
Σ.∆.Ε. (4.28).

Παράδειγµα 37 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′(x)−(1+4ex)y′(x)+3e2xy(x) = e2(x+e
x)

Λύση
Επιλέγουµε την συνάρτηση z(x), έτσι ώστε να ισχύει :

dz

dx
=

√
3e2x

a2
= ex, (δηλαδή παίρνουµε το πρόσηµο + και a2 = 3), οπότε

z(x) = ex. Παρατηρούµε ότι

[
d2z

dx2
+ p(x)

dz

dx

]
(
dz

dx

)2 =
ex − (1 + 4ex)ex

e2x
= −4 = A

και επίσης :
f(x)(
dz

dx

)2 =
e2x+2ex

e2x
= e2e

x

= e2z = g(z). ΄Αρα η δοθείσα Σ.∆.Ε.

µε τον µετασχηµατισµό x = lnz, µετασχηµατίζεται στην Σ.∆.Ε. µε σταθερούς
συντελεστές :

y′′(z)− 4y′(z) + 3y(z) = e2z

Την οποία λύνουµε κατά τα γνωστά. Για την αντίστοιχη οµογενή, Ϲητούµε
λύση της µορφής: y(z) = erz και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :
r2−4r+3 = 0, που έχει ϱίζες : r1 = 1 και r2 = 3, οπότε η λύση της οµογενούς
είναι :

y0(z) = c1e
z + c2e

3z, µε c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.
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Επειδή το µη οµογενές µέρος της Σ.∆.Ε. είναι g(z) = e2z και το 2 δεν είναι
ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, µια µερική λύση της µη οµογενούς
ϑα έχει την µορφή: yµ(z) = ke2z. Αντικαθιστούµε στην µη οµογενή Σ.∆.Ε.
και έχουµε:

4ke2z − 8ke2z + 3ke2z = e2z ⇒ −k = 1⇒ k = −1,

άρα yµ(z) = −e2z και η γενική λύση ϑα είναι :

y(z) = c1e
z + c2e

3z − e2z z=ex
==⇒ y(x) = c1e

ex + c2e
3ex − e2ex .

Παράδειγµα 38 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: x2y′′ − xy′ − 4x4y = 0

Λύση

Η δ.ε. γράφεται :

y′′ − 1

x
y′ − 4x2y = 0

Επιλέγουµε την συνάρτηση z(x), έτσι ώστε να ισχύει :

dz

dx
=

√
4x2

4
= x, (δηλαδή παίρνουµε το πρόσηµο - και a2 = 4), οπότε

z(x) =
x2

2
. Παρατηρούµε ότι

[
d2z

dx2
+ p(x)

dz

dx

]
(
dz

dx

)2 =
1− 1

x
x

x2
= 0 = A και επί-

σης :
f(x)(
dz

dx

)2 =
0

x2
= 0 = g(z). ΄Αρα η δοθείσα Σ.∆.Ε. µε τον µετασχηµατισµό

z =
x2

2
, µετασχηµατίζεται στην Σ.∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές :

y′′(z)− 4y(z) = 0

Την οποία λύνουµε κατά τα γνωστά. Ζητούµε λύση της µορφής: y(z) = erz

και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :
r2 − 4 = 0, που έχει ϱίζες : r1 = 2 και r2 = −2, οπότε η λύση της είναι :

y(z) = c1e
2z + c2e

−2z, µε c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.
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Η γενική λύση ϑα είναι για z =
x2

2
:

y(x) = c1e
x2 + c2e

−x2

Παράδειγµα 39 Να λυθεί η Σ.∆.Ε.: y′′ +
2

x
y′ +

1

x4
y =

2x2 + 1

x6

Λύση
Επιλέγουµε την συνάρτηση z(x), έτσι ώστε να ισχύει :

dz

dx
=

√√√√ 1

x4

a2
=

1

x2
, (δηλαδή παίρνουµε το πρόσηµο + και a2 = 1), οπότε

z(x) = −1

x
. Παρατηρούµε ότι

[
d2z

dx2
+ p(x)

dz

dx

]
(
dz

dx

)2 =
− 2

x3
+

2

x

1

x2
1

x4

= 0 = A και

επίσης :
f(x)(
dz

dx

)2 =

2x2 + 1

x6
1

x4

=
2x2 + 1

x2
= 2 +

1

x2
= 2 + z2 = g(z). ΄Αρα η δο-

ϑείσα Σ.∆.Ε. µε τον µετασχηµατισµό x = −1

z
, µετασχηµατίζεται στην Σ.∆.Ε.

µε σταθερούς συντελεστές :

y′′(z) + y(z) = 2 + z2

Την οποία λύνουµε κατά τα γνωστά. Για την αντίστοιχη οµογενή, Ϲητούµε
λύση της µορφής: y(z) = erz και η χαρακτηριστική εξίσωση είναι :
r2 + 1 = 0, που έχει ϱίζες : r1 = i και r2 = −i, οπότε η λύση της οµογενούς
είναι :

y0(z) = c1cosz + c2sinz, µε c1, c2 αυθαίρετες σταθερές.

Επειδή το µη οµογενές µέρος της Σ.∆.Ε. είναι g(z) = 2 + z2 και το 0 δεν
είναι ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου, µια µερική λύση της µη οµο-
γενούς ϑα έχει την µορφή: yµ(z) = Kz2 + Λz +M . Αντικαθιστούµε στην µη
οµογενή Σ.∆.Ε. και έχουµε:
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2K +Kz2 + Λz +M = 2 + z2 ⇒


K = 1

Λ = 0

M = 0

,

άρα yµ(z) = z2 και η γενική λύση ϑα είναι :

y(z) = c1cosz + c2sinz + z2
z=− 1

x===⇒

y(x) = c1cos

(
− 1

x

)
+c2sin

(
− 1

x

)
+

(
− 1

x

)2

= c1cos

(
1

x

)
−c2sin

(
1

x

)
+

1

x2
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