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Ενότητα 4

7 Γεννήτρια Συνάρτηση των συναρτήσεων Bessel

Η γεννήτρια συνάρτηση των συναρτήσεων Bessel Jn(z), n = 0,±1,±2, . . . , είναι µια
συνάρτηση δύο µεταβλητών z και t, f(z, t), και είναι τέτοια ώστε οι συναρτήσεις Jn(z)
να είναι οι συντελεστές του tn στο ανάπτυγµα της συνάρτησης f(z, t) σε σειρά Laurent,
δηλαδή:

f(z, t) =
∞∑

n=−∞

Jn(z)tn

η οποία συγκλίνει απολύτως για 0 < |t| <∞.

Πρόταση 7.1: Να δειχθεί ότι η γεννήτρια συνάρτηση των συναρτήσεων Bessel είναι :

f(z, t) = e
z
2

(
t− 1

t

)
=

∞∑
n=−∞

Jn(z)tn. (7.1)

Απόδειξη. Θα ϐρούµε τη γεννήτρια συνάρτηση f(z, t) χρησιµοποιώνταςτην αναδροµι-
κή σχέση τριών όρων για την Jn(z), δηλαδή:

Jn−1(z) + Jn+1(z) =
2n

z
Jn(z). (7.2)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση αυτή µε tn και αθροίζουµε ως προς n από −∞ έως ∞,
οπότε :

∞∑
n=−∞

Jn−1(z)tn +
∞∑

n=−∞

Jn+1(z)tn =
∞∑

n=−∞

2n

z
Jn(z)tn. (7.3)

Προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε την ισότητα f(z, t) =
∞∑

n=−∞

Jn(z)tn και την :

∂f(z, t)

∂t
=

∞∑
n=−∞

nJn(z)tn−1, (7.4)

γράφω την (7.3) στη µορφή:
∞∑

n=−∞

Jn(z)tn+1 +
∞∑

n=−∞

Jn(z)tn−1 =
∞∑

n=−∞

2n

z
Jn(z)tn

(7.1)
=⇒
(7.4)

tf(z, t) +
1

t
f(z, t) =

2

z
t
∂f(z, t)

∂t

⇒
(
t+

1

t

)
f(z, t) =

2t

z

∂f(z, t)

∂t
⇒

∂f(z,t)
∂t

f(z, t)
=
z

2
+

z

2t2
ολοκλήρωση

=⇒
ως προς t

ln |f(z, t)| = z

2
t− z

2t
+ φ1(z)

⇒f(z, t) = φ(z)e
z
2

(
t− 1

t

)
. (7.5)

΄Αρα:
∞∑

n=−∞

Jn(z)tn = φ(z)e
zt
2 e−

z
2t . (7.6)
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Για τον υπολογισµό της συνάρτησης φ(z), γράφουµε τις εκθετικές συναρτήσεις e
zt
2 και

e−
z
2t υπό µορφή σειράς στην (7.6), οπότε :

⇒
∞∑

n=−∞

Jn(z)tn = φ(z)
∞∑
j=0
k=0

(
zt
2

)j
j!

(−1)k
(
z
2t

)k
k!

⇒
∞∑

n=−∞

Jn(z)tn = φ(z)
∞∑
j=0
k=0

(
z
2

)j+k
(−1)k tj−k

k!j!
. (7.7)

Ο συντελεστής του t0 στο 1ο µέλος της ισότητας (7.7) είναι το J0(z) και στο 2ο µέλος
είναι το γινόµενο φ(z) επί την σειρά που προκύπτει αν j = k, δηλαδή:

φ(z)
∞∑
k=0

(
z
2

)2k
(−1)k

k!k!
= φ(z)

∞∑
k=0

(
z
2

)2k
(−1)k

k!Γ(k + 1)
= φ(z)J0(z).

Οπότε, για να ισχύει η ισότητα: J0(z) = φ(z)J0(z), ϑα πρέπει φ(z) = 1. ΄Αρα, η (7.5)
παίρνει τη µορφή:

f(z, t) = e
z
2

(
t− 1

t

)
.

Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Με τη ϐοήθεια της γεννήτριας συνάρτησης των συναρτήσεων Bessel,

f(x, t) = e
x
2

(t− 1
t
) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn, να ϐρεθούν οι αναδροµικές σχέσεις που ικανο-

ποιούν οι συναρτήσεις Bessel.

Λύση:

Παραγωγίζουµε ως προς x τη γεννήτρια συνάρτηση:

1

2

(
t− 1

t

)
e
x
2

(t− 1
t
) =

∞∑
n=−∞

J ′n(x)tn ⇒ 1

2

(
t− 1

t

) ∞∑
n=−∞

Jn(x)tn =
∞∑

n=−∞

J ′n(x)tn

1

2
t

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn − 1

2t

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn =
∞∑

n=−∞

J ′n(x)tn ⇒

1

2

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn+1 − 1

2

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn−1 =
∞∑

n=−∞

J ′n(x)tn ⇒

1

2

∞∑
n=−∞

Jn−1(x)tn − 1

2

∞∑
n=−∞

Jn+1(x)tn =
∞∑

n=−∞

J ′n(x)tn

και εξισώνουµε τους συντελεστές του όρου tn:

1

2

[
Jn−1(x)− Jn+1(x)

]
= J ′n(x),
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που είναι η αναδροµική σχέση (6.5) του ϑεωρήµατος 6.1.
Παραγωγίζουµε ως προς t τη γεννήτρια συνάρτηση:(x

2
+

x

2t2

)
e
x
2

(t− 1
t
) =

∞∑
n=−∞

nJn(x)tn−1 ⇒
(x

2
+

x

2t2

) ∞∑
n=−∞

Jn(x)tn =
∞∑

n=−∞

nJn(x)tn−1 ⇒

x

2

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn +
x

2t2

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn =
∞∑

n=−∞

nJn(x)tn−1 ⇒

x

2

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn +
x

2

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn−2 =
∞∑

n=−∞

nJn(x)tn−1 ⇒

x

2

∞∑
n=−∞

Jn−1(x)tn−1 +
x

2

∞∑
n=−∞

Jn+1(x)tn−1 =
∞∑

n=−∞

nJn(x)tn−1,

και εξισώνουµε τους συντελεστές του όρου tn−1:

Jn−1(x) + Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x),

που είναι η αναδροµική σχέση (6.6) του ϑεωρήµατος 6.1.
Προσθέτουµε τις ισότητες (6.5) και (6.6), οπότε :

J ′n(x) +
n

x
Jn(x) = Jn−1(x)⇒ J ′n(x) = Jn−1(x)− n

x
Jn(x),

που είναι η αναδροµική σχέση (6.3) του ϑεωρήµατος 6.1.
Αφαιρούµε κατα µέλη τις ισότητες (6.5) και (6.6), οπότε :

J ′n(x)− n

x
Jn(x) = −Jn+1(x)⇒ J ′n(x) =

n

x
Jn(x)− Jn+1(x),

που είναι η αναδροµική σχέση (6.4) του ϑεωρήµατος 6.1.
Προσθέτουµε τις ισότητες (6.5) και (6.6) και πολλαπλασιάζουµε µε xn, οπότε :

xnJ ′n(x) + nxn−1Jn(x) = xnJn−1(x)⇒ d

dx
[xnJn(x)] = xnJn−1(x),

που είναι η αναδροµική σχέση (6.1) του ϑεωρήµατος 6.1.
Αφαιρούµε κατα µέλη τις ισότητες (6.5) και (6.6) και πολλαπλασιάζουµε µε x−n,
οπότε :

x−nJ ′n(x)− nx−n+1Jn(x) = −x−nJn+1(x)⇒ d

dx
[x−nJn(x)] = −x−nJn+1(x),

που είναι η αναδροµική σχέση (6.2) του ϑεωρήµατος 6.1.

΄Ασκηση 2. Με τη ϐοήθεια της γεννήτριας συνάρτησης e
x
2

(t− 1
t
) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)tn των

συναρτήσεων Bessel, να δειχθεί ότι : Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(nθ − x sin θ)dθ.
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Λύση:

Θέτουµε t = eiθ στη γεννήτρια συνάρτηση:

eix sin θ =
∞∑

n=−∞

Jn(x)einθ

και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τον τύπο του Euler eia = cos a+ i sin a έχουµε ότι :

cos(x sin θ) + i sin(x sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(x) cos(nθ) + i
∞∑

n=−∞

Jn(x) sin(nθ).

Στην τελευταία ισότητα, εξισώνοντας τα πραγµατικά και ϕανταστικά µέρη, παίρνουµε:

cos(x sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(x) cos(nθ) (∗)

και sin(x sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(x) sin(nθ). (∗∗)

Πολλαπλασιάζουµε µε cos(mθ) την (∗), µε sin(mθ) την (∗∗) και προσθέτουµε κατά
µέλη:

cos(x sin θ) cos(mθ) + sin(x sin θ) sin(mθ)

=
∞∑

n=−∞

Jn(x) cos(nθ) cos(mθ) +
∞∑

n=−∞

Jn(x) sin(nθ) sin(mθ)⇒

cos(mθ − x sin θ) =
∞∑

n=−∞

Jn(x) cos((m− n)θ)

Ολοκληρώνουµε την τελευταία ισότητα ως προς θ από 0 έως π:∫ π

0

cos(mθ − x sin θ)dθ =
∞∑

n=−∞

Jn(x)

∫ π

0

cos((m− n)θ)dθ ⇒

∫ π

0

cos(mθ − x sin θ)dθ =
∞∑

n=−∞
m 6=n

Jn(x)

∫ π

0

cos((m− n)θ)dθ + Jm(x)

∫ π

0

dθ ⇒

∫ π

0

cos(mθ − x sin θ)dθ =
∞∑

n=−∞
m 6=n

Jn(x)
sin((m− n)θ)

m− n

∣∣∣π
θ=0

+ πJm(x)⇒

Jm(x) =
1

π

∫ π

0

cos(mθ − x sin θ)dθ.
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