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Ενότητα 3

6 Αναδροµικές Σχέσεις των συναρτήσεων Bessel

Θεώρηµα 6.1: Να δειχθεί ότι ισχύουν οι κάτωθι αναδροµικές σχέσεις :

(i)
d

dx
{xnJn(x)} = xnJn−1(x) (6.1)

(ii)
d

dx
{x−nJn(x)} = −x−nJn+1(x) (6.2)

(iii) J ′n(x) = Jn−1(x)− n

x
Jn(x) (6.3)

(iv) J ′n(x) =
n

x
Jn(x)− Jn+1(x) (6.4)

(v) J ′n(x) =
1

2

{
Jn−1(x)− Jn+1(x)

}
(6.5)

(vi) Jn−1(x) + Jn+1(x) =
2n

x
Jn(x), (6.6)

όπου n εν γένει µιγαδικός αριθµός.

Απόδειξη. (i) Γνωρίζουµε ότι :

Jn(x) =
∞∑
r=0

(−1)r

Γ(n+ r + 1)r!

(x
2

)2r+n

. (6.7)

Πολλαπλασιάζουµε µε xn και τα δύο µέλη της ισότητας :

xnJn(x) =
∞∑
r=0

(−1)r

Γ(n+ r + 1)r!

x2r+2n

22r+n
.

Παραγωγίζουµε ως προς x:

d

dx
{xnJn(x)} =

∞∑
r=0

(−1)r
2(r + n)

Γ(n+ r + 1)r!

x2r+2n−1

22r+n
= xn

∞∑
r=0

(−1)r
2(r + n)

(n+ r)Γ(n+ r)r!

x2r+n−1

22r+n

= xn
∞∑
r=0

(−1)r

Γ(n+ r − 1 + 1)r!

(x
2

)2r+(n−1)

= xnJn−1(x),

που είναι η αποδεικτέα.

(ii) Πολλαπλασιάζουµε την (6.7) µε x−n και παραγωγίζουµε την προκύπτουσα ως
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προς x:

d

dx
{x−nJn(x)} =

∞∑
r=0

(−1)r

Γ(n+ r + 1)r!

d

dx
(x2r+n−n)

1

22r+n
=
∞∑
r=1

(−1)r

Γ(n+ r + 1)r!

2r

22r+n
x2r−1

=
∞∑
r=1

(−1)r

Γ(n+ r + 1)r!

r

22r+n−1
x2r−1

r−1↔s
=

∞∑
s=0

(−1)s+1

Γ(n+ s+ 2)(s+ 1)!

s+ 1

22(s+1)+n−1
x2(s+1)−1

= −x−n
∞∑
s=0

(−1)s

Γ(n+ s+ 1 + 1)s!

(x
2

)2s+n+1

= −x−nJn+1(x)

που είναι η αποδεικτέα.

(iii) Απ΄ την (6.1) εφαρµόζοντας την ιδιότητα της παραγώγου του γινοµένου δύο συ-
ναρτήσεων προκύπτει :
d

dx
{xnJn(x)} = xnJn−1(x)⇒nxn−1Jn(x) + xnJ ′n(x) = xnJn−1(x).

∆ιαιρούµε µε xn, οπότε προκύπτει η Ϲητούµενη ισότητα:

J ′n(x) = Jn−1(x)− n

x
Jn(x).

(iv) Απ΄ την (6.2) εφαρµόζοντας την ιδιότητα της παραγώγου του γινοµένου δύο συ-
ναρτήσεων προκύπτει :
d

dx
{x−nJn(x)} = −x−nJn+1(x)⇒ − nx−n−1Jn(x) + x−nJ ′n(x) = −x−nJn+1(x).

∆ιαιρούµε µε x−n, οπότε προκύπτει η Ϲητούµενη ισότητα:

J ′n(x) =
n

x
Jn(x)− Jn+1(x).

(v) Προκύπτει, αµέσως, προσθέτοντας τις (6.3) και (6.4):
2J ′n(x) = Jn−1(x)− Jn+1(x).

(iv) Προκύπτει, αµέσως, αφαιρώντας την (6.4) απ΄ την (6.3):

0 = Jn−1(x) + Jn+1(x)− 2n

x
Jn(x)⇒ 2n

x
Jn(x) = Jn−1(x) + Jn+1(x).

Θεώρηµα 6.2: ΄Ολα τα αποτελέσµατα του ϑεωρήµατος 6.1 ισχύουν, όταν οι συναρ-
τήσεις Bessel 1ου είδους Jn(x), αντικατασταθούν µε τις συναρτήσεις Bessel 2ου είδους
Yn(x).

Απόδειξη. Θα δείξουµε µόνο την πρώτη σχέση:
d

dx
{xnYn(x)} = xnYn−1(x). Οι άλλες

σχέσεις αποδεικνύονται µε τον ίδιο τρόπο.
Θεωρούµε δύο περιπτώσεις : n ∈ Z και n /∈ Z.
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(i) n /∈ Z, ΄Εχουµε:

d

dx
{xnYn(x)} =

d

dx

{cos(nπ){xnJn(x)} − {xnJ−n(x)}
sin(nπ)

}
=

1

sin(nπ)

[
cos(nπ)

d

dx
{xnJn(x)} − d

dx
{xnJ−n(x)}

]
(∗)
=

1

sin(nπ)

[
cos(nπ)

(
xnJn−1(x)

)
−
(
− xnJ−n+1(x)

)]
=

xn

sin(nπ)

[
cos(nπ)Jn−1(x) + J−(n−1)(x)

]

=
xn

sin
(
(n− 1)π + π

)[ cos
(
(n− 1)π + π

)
Jn−1(x) + J−(n−1)(x)

]
=

xn

− sin
(
(n− 1)π

)[− cos
(
(n− 1)π

)
Jn−1(x) + J−(n−1)(x)

]
=

xn

sin
(
(n− 1)π

)[ cos
(
(n− 1)π

)
Jn−1(x)− J−(n−1)(x)

]
= xnYn−1(x). (6.8)

(∗) Η ισότητα ισχύει διότι
d

dx
{xnJ−n(x)} =

d

dx
{xn(−1)nJn(x)} = (−1)n

d

dx
{xnJn(x)} =

(−1)nxnJn−1(x) και −[(−1)nxnJn−1(x)] = (−1)n−1xnJn−1(x) = xnJ−(n−1)(x).

(ii) n ∈ Z,
Ως γνωστόν Yn(x) = lim

ν→n
Yν(x). ΄Αρα παίρνοντας το όριο για ν → n της σχέσης

d

dx
{xνYν(x)} = xνYν−1(x), που είναι το Ϲητούµενο.

Σηµείωση 6.1: Οι κυλινδρικές συναρτήσεις Cn(x), οι οπόιες ορίζονται ως :

Cn(x) = AJn(x) +BYn(x), A, B σταθερές

και οι οποίες είναι λύσεις της δ.ε. Bessel, ικανοποιούν (να το δείτε) τις ίδιες αναδρο-
µικές σχέσεις που ικανοποιούν οι Jn(x) και Yn(x).

Πρόταση 6.1: Να δειχθεί ότι :

(i) J1/2(z) =

√
2

πz
sin z και (ii) J−1/2(z) =

√
2

πz
cos z.

Απόδειξη. (i) Αντικαθιστούµε στην (5.1) όπου ν το 1/2, οπότε προκύπτει :

J1/2(z) =
∞∑
κ=0

(−1)κ

Γ(1/2 + κ+ 1)κ!

(z
2

)2κ+1/2

=
∞∑
κ=0

(−1)κz2κ+1 21/2

Γ(κ+ 3/2)κ!
√
z22κ+1

.
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Επειδή: Γ(κ+ 3/2) =

(
2(κ+ 1)

)
!
√
π

22(κ+1)(κ+ 1)!
=

(2κ+ 1)!
√
π

22κ+1κ!
, διότι(

2(κ+ 1)
)
! = 2(κ+ 1)

[
2(κ+ 1)− 1

]
, τότε :

J1/2(z) =
∞∑
κ=0

(−1)κz2κ+1 21/2 22κ+1κ!

(2κ+ 1)!
√
π
√
z22κ+1κ!

=

√
2

πz

∞∑
κ=0

(−1)κz2κ+1

(2κ+ 1)!
=

√
2

πz
sin z

(ii) Προκύπτει οµοίως απ΄ την (5.1) αν αντικαταστήσουµε το ν µε −1/2 και λάβουµε

υπ΄ όψιν µας ότι : Γ(κ+ 1/2) =
(2κ)!

√
π

22κκ!
και

∞∑
κ=0

(−1)κz2κ

(2κ)!
= cos z.

Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. Να δειχθούν οι σχέσεις :

i) J3/2(x) =

√
2

πx

(1

x
sinx− cosx

)
, J−3/2(x) = −

√
2

πx

(1

x
cosx+ sinx

)
ii) J5/2(x) =

√
2

πx

{( 3

x2
−1
)

sinx−3

x
cosx

}
, J−5/2(x) =

√
2

πx

{( 3

x2
−1
)

cosx+
3

x
sinx

}
iii) Y1/2(x) = −

√
2

πx
cosx, Y−1/2(x) =

√
2

πx
sinx

iv) Y3/2(x) = −
√

2

πx

(1

x
cosx+ sinx

)
, Y−3/2(x) = −

√
2

πx

(1

x
sinx− cosx

)
.

Λύση:

Για να δείξουµε τις Ϲητούµενες σχέσεις ϑα χρησιµοποιήσουµε τις γνωστές µας σχέσεις :

J1/2(x) =

√
2

πx
sinx και J−1/2(x) =

√
2

πx
cosx, την αναδροµική σχέση (6.6) και την

αντίστοιχη για την Yn(x) για κατάλληλη τιµή του n.

i) Η αναδροµική σχέση (6.6) για n =
1

2
και n = −1

2
µας δίνει, αντίστοιχα:

J3/2(x) + J−1/2(x) =
21

2

x
J1/2(x)⇒ J3/2(x) =

1

x
J1/2(x)− J−1/2(x)

⇒ J3/2(x) =
1

x

√
2

πx
sinx−

√
2

πx
cosx⇒ J3/2(x) =

√
2

πx

(1

x
sinx− cosx

)
,

και

J1/2(x) + J−3/2(x) =
2(−1

2
)

x
J−1/2(x)⇒ J−3/2(x) = −1

x
J−1/2(x)− J1/2(x)

⇒ J−3/2(x) = −1

x

√
2

πx
cosx−

√
2

πx
sinx⇒ J−3/2(x) = −

√
2

πx

(1

x
cosx+ sinx

)
.
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ii) Οµοίως, η αναδροµική σχέση (6.6) για n =
3

2
και n = −3

2
µας δίνει, αντίστοιχα:

J5/2(x) + J1/2(x) =
23

2

x
J3/2(x)⇒ J5/2(x) =

3

x
J3/2(x)− J1/2(x)

⇒ J5/2(x) =
3

x

√
2

πx

(1

x
sinx− cosx

)
−
√

2

πx
sinx

⇒ J5/2(x) =

√
2

πx

{( 3

x2
− 1
)
sinx− 3

x
cosx

}
,

και

J−5/2(x) + J−1/2(x) =
2(−3

2
)

x
J−3/2(x)⇒ J−5/2(x) = −3

x
J−3/2(x)− J−1/2(x)

⇒ J−5/2(x) =
3

x

√
2

πx

(1

x
cosx+ sinx

)
−
√

2

πx
cosx

⇒ J−5/2(x) =

√
2

πx

{( 3

x2
− 1
)
cosx+

3

x
sinx

}
iii) Για την απόδειξη αυτών των σχέσεων χρησιµοποιούµε τον ορισµό της συνάρτησης

Yn(x) στον οποίο ϑέτουµε n =
1

2
και n = −1

2
, αντίστοιχα. Οπότε :

Y1/2(x) =
cos(π/2)J1/2(x)− J−1/2(x)

sin(π/2)
= −J−1/2(x) = −

√
2

πx
cosx,

Y−1/2(x) =
cos(−π/2)J−1/2(x)− J1/2(x)

sin(−π/2)
=
−J1/2(x)

−1
= J1/2(x) =

√
2

πx
sinx

iv) Η αναδροµική σχέση (6.8) για n =
1

2
και n = −1

2
µας δίνει, αντίστοιχα:

Y3/2(x) + Y−1/2(x) =
21

2

x
Y1/2(x)⇒ Y3/2(x) =

1

x
Y1/2(x)− Y−1/2(x)

⇒ Y3/2(x) = −1

x

√
2

πx
cosx−

√
2

πx
sinx⇒ Y3/2(x) = −

√
2

πx

(1

x
cosx+ sinx

)
,

και

Y1/2(x) + Y−3/2(x) =
2(−1

2
)

x
Y−1/2(x)⇒ Y−3/2(x) = −1

x
Y−1/2(x)− Y1/2(x)

⇒ Y−3/2(x) = −1

x

√
2

πx
sinx+

√
2

πx
cosx⇒ Y−3/2(x) = −

√
2

πx

(1

x
sinx− cosx

)

΄Ασκηση 2. Να δειχθεί ότι :

i) x2J ′′n(x) = xJn+1(x) + {n(n− 1)− x2}Jn(x)

ii) 4J ′′n(x) = Jn−2(x)− 2Jn(x) + Jn+2(x).
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Λύση:

i) Επειδή η Jn(x) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση Bessel

x2J ′′n(x) + xJ ′n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0,

έχουµε
x2J ′′n(x) = −xJ ′n(x)− (x2 − n2)Jn(x).

Χρησιµοποιώντας την (6.4), η ανωτέρω ισότητα παίρνει τη µορφή:

x2J ′′n(x) = −x
(n
x
Jn(x)− Jn+1(x)

)
− (x2 − n2)Jn(x)

x2J ′′n(x) = −nJn(x) + xJn+1(x)− (x2 − n2)Jn(x)

x2J ′′n(x) = xJn+1(x) + {n2 − n− x2}Jn(x),

που είναι η αποδεικτέα.

ii) Για την απόδειξη αυτής της σχέσης, χρησιµοποιούµε την αναδροµική σχέση (6.5)
ϑέτοντας όπου n το n+ 1 και το n− 1, οπότε προκύπτουν, αντίστοιχα, οι ισότητες :
2J ′n+1(x) = Jn(x)− Jn+2(x) (∗)
2J ′n−1(x) = Jn−2(x)− Jn(x) (∗∗)
Επίσης, παραγωγίζουµε την αναδροµική σχέση (6.5) ως προς x:
2J ′′n(x) = J ′n−1(x)− J ′n+1(x)

και αντικαθιστούµε τις (∗) και (∗∗), οπότε :

2J ′′n(x) =
Jn−2(x)− Jn(x)

2
− Jn(x)− Jn+2(x)

2
⇒ 4J ′′n(x) = Jn−2(x)− Jn(x)− Jn(x) + Jn+2(x)

⇒ 4J ′′n(x) = Jn−2(x)− 2Jn(x) + Jn+2(x).

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι :

i)

∫ b

0

x3J2(x)dx = b3J3(b), ii)

∫ b

0

xJ0(ax)dx =
b

a
J1(ab),

iii)

∫ b

0

x3J0(ax)dx =
b3

a
J1(ab)− 2

b2

a2
J2(ab),

iv)

∫ b

0

x4J1(x)dx = b4J2(b)− 2b3J3(b) = (8b2 − b4)J0(b) + (4b3 − 16b)J1(b),

v)

∫ b

0

x2J0(ax)dx =
b2

a
J1(ab) +

b

a2
J0(ab)− 1

a3

∫ ab

0

J0(u)du.

Λύση:

i) Χρησιµοποιούµε την αναδροµική σχέση (6.1) για n = 3, δηλαδή:
d

dx
{x3J3(x)} =
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x3J2(x) και αντικαθιστούµε στο αριστερό µέλος της Ϲητούµενης σχέσης :∫ b

0

x3J2(x) =

∫ b

0

d

dx
{x3J3(x)}dx = x3J3(x)

∣∣∣b
x=0

= b3J3(b).

ii) Θέτουµε ax = u⇒ x =
u

a
, dx =

du

a
, (x = 0→ u = 0, x = b→ u = ab), οπότε το

αριστερό µέλος της Ϲητούµενης σχέσης γίνεται :∫ b

0

xJ0(ax)dx =

∫ ab

0

(u
a

)
J0(u)

du

a
=

1

a2

∫ ab

0

uJ0(u)du
(6.1)
=
n=1

1

a2

∫ ab

0

d

du
[uJ1(u)]du

=
1

a2
uJ1(u)

∣∣∣ab
u=0

=
ab

a2
J1(ab) =

b

a
J1(ab).

iii) Ακολουθούµε την ίδια διαδικασία µε το ii), οπότε το αριστερό µέλος της Ϲητούµε-
νης σχέσης γίνεται :∫ b

0

x3J0(ax)dx =

∫ ab

0

(u
a

)3

J0(u)
du

a
=

1

a4

∫ ab

0

u3J0(u)du =
1

a4

∫ ab

0

u2[uJ0(u)]du

(6.1)
=
n=1

1

a4

∫ ab

0

u2 d

du
[uJ1(u)]du =

1

a4

{
u2uJ1(u)

∣∣∣ab
u=0
−
∫ ab

0

2uuJ1(u)du
}

(6.1)
=
n=2

1

a4

{
a3b3J1(ab)− 2

∫ ab

0

d

du
[u2J2(u)]du

}
=
b3

a
J1(ab)− 2

a4
u2J2(u)

∣∣∣ab
u=0

=
b3

a
J1(ab)− 2

b2

a2
J2(ab).

iv) Αποδεικνύουµε την πρώτη ισότητα, ξεκινώντας απ ΄το αριστερό της µέλος :∫ b

0

x4J1(x)dx =

∫ b

0

x2[x2J1(x)]dx
(6.1)
=
n=2

∫ b

0

x2 d

dx
[x2J2(x)]dx

= x2x2J2(x)
∣∣∣b
x=0
− 2

∫ b

0

x3J2(x)dx
(6.1)
=
n=3

b4J2(b)− 2

∫ b

0

d

dx
{x3J3(x)}dx

= b4J2(b)− 2x3J3(x)
∣∣∣b
x=0

= b4J2(b)− 2b3J3(b).

Για να δείξουµε τη δεύτερη ισότητα χρησιµοποιούµε την αναδροµική σχέση (6.6),
αρχικά για n = 2 και x = b, αντικαθιστώντας το J3(x) και ύστερα για n = 1 και x = b,
αντικαθιστώντας το J2(x). Οπότε :

b4J2(b)− 2b3J3(b) = b4J2(b)− 2b3
[4

b
J2(b)− J1(b)

]
= b4J2(b)− 8b2J2(b) + 2b3J1(b)

= (b4 − 8b2)
[2

b
J1(b)− J0(b)

]
+ 2b3J1(b)

= (4b3 − 16b)J1(b) + (8b2 − b4)J0(b).

v) Θέτουµε ax = u ⇒ x =
u

a
, dx =

du

a
, για x = 0 το u = 0 και για x = b το u = ab,
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το ολοκλήρωµα της Ϲητούµενης ισότητας γίνεται :∫ b

0

x2J0(ax)dx =

∫ ab

0

(u
a

)2

J0(u)
du

a
=

1

a3

∫ ab

0

u2J0(u)du =
1

a3

∫ ab

0

u[uJ0(u)]du

=
1

a3

∫ ab

0

u
d

du
[uJ1(u)]du =

1

a3

[
u2J1(u)

∣∣∣ab
u=0
−
∫ ab

0

uJ1(u)du
]

=
b2

a
J1(ab)− 1

a3

∫ ab

0

u[−J ′0(u)]du

=
b2

a
J1(ab) +

1

a3

[
uJ0(u)

∣∣∣ab
u=0
−
∫ ab

0

J0(u)du
]

=
b2

a
J1(ab) +

b

a2
J0(ab)− 1

a3

∫ ab

0

J0(u)du.

΄Ασκηση 4. ∆είξτε ότι :

i)
d

dx

{
xJn(x)Jn+1(x)

}
= x[J2

n(x)− J2
n+1(x)],

ii)
d

dx

{
J2
n(x) + J2

n+1(x)
}

= 2
(n
x
J2
n(x)− n+ 1

x
J2
n+1(x)

)
,

iii) 2xJ2
n(x) =

d

dx

[
x2
(
J2
n(x)− Jn−1(x)Jn+1(x)

)]
.

Λύση:

i) Για να δείξουµε τη Ϲητούµενη σχέση, πολλαπλασιάζουµε και διαιρούµε µε xn τη
συνάρτηση στο άγκιστρο στο αριστερό µέλος της και χρησιµοποιούµε τις αναδροµικές
σχέσεις του ϑεωρήµατος 6.1, οπότε :

d

dx

{
xJn(x)Jn+1(x)

}
=

d

dx

{
x−nJn(x)xn+1Jn+1(x)

}
=

d

dx

{
x−nJn(x)

}
xn+1Jn+1(x) + x−nJn(x)

d

dx

{
xn+1Jn+1(x)

}
(6.1),n→n+1

=
(6.2)

[
− x−nJn+1(x)

]
xn+1Jn+1(x) + x−nJn(x)

[
xn+1Jn(x)

]
= −xJ2

n+1(x) + xJ2
n(x)

= x[J2
n(x)− J2

n+1(x)].

ii) Ξεκινάµε από το αριστερό µέλος της Ϲητούµενης σχέσης, κάνοντας την παραγώγιση
και χρησιµοποιώντας τις αναδροµικές σχέσεις του ϑεωρήµατος 6.1, τότε :

d

dx

{
J2
n(x) + J2

n+1(x)
}

= 2Jn(x)J ′n(x) + 2Jn+1(x)J ′n+1(x)

(6.4)
=

(6.3),n→n+1
2Jn(x)

[n
x
Jn(x)− Jn+1(x)

]
+ 2Jn+1(x)

[
Jn(x)− n+ 1

x
Jn+1(x)

]
= 2
(n
x
J2
n(x)− n+ 1

x
J2
n+1(x)

)
.
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iii) Εφαρµόζουµε την ιδιότητα της γραµµικότητας και της παραγώγισης στο δεύτερο
µέλος της Ϲητούµενης ισότητας :

d

dx

[
x2
(
J2
n(x)− Jn−1(x)Jn+1(x)

)]
=

d

dx
[x2J2

n(x)]− d

dx
[x2Jn−1(x)Jn+1(x)]

=2xJ2
n(x) + 2x2Jn(x)J ′n(x)− d

dx
[x2Jn−1(x)Jn+1(x)] (∗).

΄Οµως, χρησιµοποιώντας τις αναδροµικές σχέσεις (6.1) και (6.2), ο τελευταίος όρος
της σχέσης (∗) γίνεται :

d

dx
[x2Jn−1(x)Jn+1(x)] =

d

dx
[x−nJn−1(x)xn+2Jn+1(x)] =

d

dx
[x−(n−1)Jn−1(x)xn+1Jn+1(x)]

=
d

dx
[x−(n−1)Jn−1(x)]xn+1Jn+1(x) + x−(n−1)Jn−1(x)

d

dx
[xn+1Jn+1(x)]

= −x−(n−1)Jn(x)xn+1Jn+1(x) + x−(n−1)Jn−1(x)xn+1Jn(x)

= −x2Jn(x)Jn+1(x) + x2Jn(x)Jn−1(x)

= x2Jn(x)[Jn−1(x)− Jn+1(x)]
(6.5)
= 2x2Jn(x)J ′n(x),

οπότε, αντικαθιστώντας στη σχέση (∗), παίρνουµε:

d

dx

[
x2
(
J2
n(x)− Jn−1(x)Jn+1(x)

)]
= 2xJ2

n(x) + 2x2Jn(x)J ′n(x)− 2x2Jn(x)J ′n(x)

= 2xJ2
n(x).

΄Ασκηση 5. Με τη ϐοήθεια του ολοκληρωτικού ορισµού των συναρτήσεων Bessel

Jn(x): Jn(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sinφ− nφ)dφ, να δειχθεί ότι :

i) J0(x) =
2

π

∫ 1

0

cos(xt)

(1− t2)1/2
dt, ii) J0(x) =

2

π

∫ x

0

cos t

(x2 − t2)1/2
dt.

Λύση:

i) Αρχικά, ϑέτουµε στον ολοκληρωτικό ορισµό n = 0, ο οποίος γίνεται :

J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sinφ)dφ =
2

π

∫ π/2

0

cos(x sinφ)dφ.

Στο τελευταίο ολοκλήρωµα, ϑέτουµε t = sinφ ⇒ φ = sin−1 t και dφ =
1√

1− t2
, για

φ = 0 το t = 0 και για φ =
π

2
το t = 1, έτσι :

J0(x) =
2

π

∫ 1

0

cos(xt)

(1− t2)1/2
dt.

ii) ΄Οπως και στο i), ϑέτουµε στον ολοκληρωτικό ορισµό n = 0, ο οποίος γίνεται :

J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos(x sinφ)dφ =
2

π

∫ π/2

0

cos(x sinφ)dφ.
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Στο τελευταίο ολοκλήρωµα, ϑέτουµε t = x sinφ ⇒ φ = sin−1
( t
x

)
και dφ =

1√
x2 − t2

,

για φ = 0 το t = 0 και για φ =
π

2
το t = x, έτσι :

J0(x) =
2

π

∫ x

0

cos t

(x2 − t2)1/2
dt.

΄Ασκηση 6. Να δειχθεί ότι :

i)
d

dx

[
xnJn(ax)

]
= axnJn−1(ax),

ii)
d

dx

[
x−

n
2 Jn(
√
ax)
]

=
1

2
a1/2x−

n+1
2 Jn+1(

√
ax),

iii) J4(x) =
(48

x3
− 8

x

)
J1(x)−

(24

x2
− 1
)
J0(x),

iv) Jn+2(x)J−n(x)− J−(n+2)(x)Jn(x) =
4(n+ 1) sin

(
(n+ 1)π

)
πx2

.

Λύση:

Για να δείξουµε τις παραπάνω ισότητες ϑα χρησιµοποιήσουµε τις αναδροµικές σχέσεις
του ϑεωρήµατος 6.1.
i) Ξεκινάµε από το αριστερό µέλος της Ϲητούµενης σχέσης στο οποίο ϑέτουµε ax =

y ⇒ x =
y

a
και adx = dy ⇒ dx =

1

a
dy, οπότε :

d

dx

[
xnJn(ax)

]
=

d
1
a
dy

[(y
a

)n
Jn(y)

]
= a

d

dy

[yn
an
Jn(y)

]
= a1−n d

dy

[
ynJn(y)

]
(6.1)
=
x→y

a1−n
[
ynJn−1(y)

]
= a1−n

[
(ax)nJn−1(ax)

]
= a1−n

[
anxnJn−1(ax)

]
= axnJn−1(ax).

ii) Ξεκινάµε από το αριστερό µέλος της Ϲητούµενης σχέσης στο οποίο ϑέτουµε
√
ax =

y ⇒ ax = y2 ⇒ x =
y2

a
και adx = 2ydy ⇒ dx =

2y

a
dy, οπότε :

d

dx

[
x−

n
2 Jn(
√
ax)
]

=
d

2y
a
dy

[(y2

a

)−n
2
Jn(y)

]
=

a

2y

d

dy

[ y−n
a−n/2

Jn(y)
]

=
a1+n

2

2y

d

dy

[
y−nJn(y)

]
(6.2)
=
x→y

a1+n
2

2y

[
− y−nJn+1(y)

]
=

a1+n
2

2
√
ax

[
− (ax)−n/2Jn+1(

√
ax)
]

=
a
n+1
2

2x1/2

[
− a−n/2x−n/2Jn+1(

√
ax)
]

= −a
1/2

2
x−

n+1
2 Jn+1(

√
ax).

iii) Χρησιµοποιούµε την αναδροµική σχέση (6.6) στην οποία ϑέτουµε n = 3, οπότε :
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2
3

x
J3(x) = J2(x) + J4(x) ⇒ J4(x) =

6

x
J3(x)− J2(x) (∗)

Στην ίδια αναδροµική σχέση ϑέτουµε n = 2, οπότε :

2
2

x
J2(x) = J1(x) + J3(x) ⇒ J3(x) =

4

x
J2(x)− J1(x) (∗∗)

Χρησιµοποιούµε ξανά την ίδια αναδροµική σχέση στην οποία τώρα ϑέτουµε n = 1,
οπότε :

2
1

x
J1(x) = J0(x) + J2(x) ⇒ J2(x) =

2

x
J1(x)− J0(x) (∗ ∗ ∗)

Αντικαθιστούµε τις σχέσεις (∗∗), (∗ ∗ ∗) στην σχέση (∗), εποµένως η τελευταία γίνεται :

J4(x) =
6

x

[4

x
J2(x)− J1(x)

]
− J2(x) =

24

x2
J2(x)− 6

x
J1(x)− J2(x)

(∗∗∗)
=

24

x2

[2

x
J1(x)− J0(x)

]
− 6

x
J1(x)− 2

x
J1(x) + J0(x)

=
(48

x3
− 8

x

)
J1(x)−

(24

x2
− 1
)
J0(x).

iv) Γνωρίζουµε ότι η ορίζουσα Wronski των συναρτήσεων Jn(x) και J−n(x) δίνεται

από τη σχέση: Jn(x)J ′−n(x) − J ′n(x)J−n(x) = −2 sin(nπ)

πx
, στην οποία ϑέτουµε όπου

n το n+ 1, έτσι :

Jn+1(x)J ′−(n+1)(x)− J ′n+1(x)J−(n+1)(x) = −
2 sin

(
(n+ 1)π

)
πx

. (1∗)

Στην αναδροµική σχέση (6.5) αντικαθιστούµε όπου n το n + 1 και το −(n + 1), ώστε
να απαλείψουµε τις παραγώγους J ′n+1(x) και J ′−(n+1)(x), αντίστοιχα, από την σχέση
(1∗). ΄Ετσι :

J ′n+1(x) =
1

2
{Jn(x)− Jn+2(x)}, (2∗)

J ′−(n+1)(x) =
1

2
{J−(n+2)(x)− J−n(x)}. (3∗)

Αντικαθιστούµε τα παραπάνω στην (1∗), οπότε έχουµε:

Jn+1(x)

2

{
J−(n+2)(x)− J−n(x)

}
−
J−(n+1)(x)

2

{
Jn(x)− Jn+2(x)

}
= −

2 sin
(
(n+ 1)π

)
πx

⇒Jn+1(x)J−(n+2)(x)− Jn+1(x)J−n(x)− J−(n+1)(x)Jn(x) + J−(n+1)(x)Jn+2(x) =

= −
4 sin

(
(n+ 1)π

)
πx

. (4∗)

Στην αναδροµική σχέση (6.6) αντικαθιστούµε όπου n το n + 1 και το −(n + 1), ώστε
να απαλείψουµε τα Jn+1(x) και J−(n+1)(x), αντίστοιχα, από την σχέση (4∗). ΄Ετσι :

Jn+1(x) =
x

2(n+ 1)
{Jn(x) + Jn+2(x)}, (5∗)

J−(n+1)(x) = − x

2(n+ 1)
{J−(n+2)(x) + J−n(x)}. (6∗)
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Αντικαθιστούµε τα παραπάνω στην (4∗), οπότε έχουµε:
x

2(n+ 1)

{
Jn(x) + Jn+2(x)

}
J−(n+2)(x)− x

2(n+ 1)

{
Jn(x) + Jn+2(x)

}
J−n(x)

+
x

2(n+ 1)

{
J−(n+2)(x) + J−n(x)

}
Jn(x)− x

2(n+ 1)

{
J−(n+2)(x) + J−n(x)

}
Jn+2(x)

= −
4 sin

(
(n+ 1)π

)
πx

⇒ x

n+ 1

{
Jn(x)J−(n+2)(x)− Jn+2(x)J−n(x)

}
= −

4 sin
(
(n+ 1)π

)
πx

Jn(x)J−(n+2)(x)− Jn+2(x)J−n(x) = −
4 sin

(
(n+ 1)π

)
πx2

.

΄Ασκηση 7. Να δειχθούν οι παρακάτω ισότητες :

1) J3(x) = 3J1(x) + 4J ′′1 (x), 2) Jn+2 =
[
2n+ 1− 2n(n2 − 1)

x2

]
Jn(x) + 2(n+ 1)J ′′n(x),

3) Jn(x)Y ′′n (x)− J ′′n(x)Yn(x) = − 2

πx2

4) 8J ′′′n (x) = Jn−3(x)− 3Jn−1(x) + 3Jn+1(x)− Jn+3(x),
5) (n+ 1)Jn+1(x)[Jn+1(x) + Jn−1(x)] = nJn(x)[Jn(x) + Jn+2(x)],

6)

∫ x

0

1

t
J2

1 (t)dt =
1

2
[1− J2

0 (x)− J2
1 (x)].

Λύση:

Για να δείξουµε τις παραπάνω ισότητες, ϑα χρησιµοποιήσουµε τις αναδροµικές σχέ-
σεις του ϑεωρήµατος 6.1.
1) Από την αναδροµική σχέση (6.5) για n = 1 παίρνουµε:
J0(x)− J2(x) = 2J ′1(x)⇒ 2J ′′1 (x) = J ′0(x)− J ′2(x) (∗).
Από την (6.1) για n = 0 παίρνουµε: J ′0(x) = −J1(x), και από την (6.5) για n = 2 παίρ-

νουµε: 2J ′2(x) = J1(x)− J3(x)⇒ J ′2(x) =
1

2

(
J1(x)− J3(x)

)
, οπότε µε αντικατάσταση

στην (∗), έχουµε:

2J ′′1 (x) = −J1(x)− 1

2
J1(x) +

1

2
J3(x)⇒ 1

2
J3(x) = 2J ′′1 (x) +

3

2
J1(x)⇒

J3(x) = 3J1(x) + 4J ′′1 (x)

2) Η συνάρτηση Jn(x) ικανοποιεί την εξίσωση Bessel, δηλαδή ισχύει :

x2J ′′n(x) + xJ ′n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0⇒ J ′′n(x) +
1

x
J ′n(x) +

(
1− n2

x2

)
Jn(x) = 0

⇒ 2(n+ 1)J ′′n(x) +
2(n+ 1)

x
J ′n(x) +

[
2(n+ 1)− 2n2(n+ 1)

x2

]
Jn(x) = 0 (∗)

Από την (6.4) έχουµε: xJ ′n(x) = nJn(x) − xJn+1(x) και από την (6.6) αναδροµική
σχέση για n↔ n+ 1, παίρνουµε:

34



2(n+ 1)

x
Jn+1(x) = Jn(x) + Jn+2(x)⇒ Jn+1(x) =

x

2(n+ 1)

(
Jn(x) + Jn+2(x)

)
και

2(n+ 1)

x
J ′n(x) =

2n(n+ 1)

x2
Jn(x)−Jn(x)−Jn+2(x), οπότε αναικαθιστώντας στη σχέση

(∗), έχουµε:

2(n+ 1)J ′′n(x) +
2n(n+ 1)

x2
Jn(x)− Jn(x)− Jn+2(x) +

[
2(n+ 1)− 2n2(n+ 1)

x2

]
Jn(x) = 0

⇒ Jn+2(x) =
[
2n+ 1 +

2n(1− n2)

x2

]
Jn(x) + 2(n+ 1)J ′′n(x)

⇒ Jn+2(x) =
[
2n+ 1− 2n(n2 − 1)

x2

]
Jn(x) + 2(n+ 1)J ′′n(x)

3) Είναι

Jn(x)Y ′′n (x)− J ′′n(x)Yn(x) = Jn(x)
cos(nπ)J ′′n(x)− J ′′−n(x)

sin(nπ)
− J ′′n(x)

cos(nπ)Jn(x)− J−n(x)

sin(nπ)

=
1

sin(nπ)
[J ′′n(x)J−n(x)− Jn(x)J ′′−n(x)], (∗)

όµως,

Jn(x)J ′−n(x)− J−n(x)J ′n(x) = −2 sin(nπ)

πx
⇒

J ′n(x)J ′−n(x) + Jn(x)J ′′−n(x)− J ′−n(x)J ′n(x)− J−n(x)J ′′n(x) =
2 sin(nπ)

πx2
⇒

Jn(x)J ′′−n(x)− J−n(x)J ′′n(x) =
2 sin(nπ)

πx2
,

οπότε : (∗) =
1

sin(nπ)

(
− 2 sin(nπ)

πx2

)
= − 2

πx2
, δηλαδή

Jn(x)Y ′′n (x)− J ′′n(x)Yn(x) = − 2

πx2

4) Ως γνωστόν : 2J ′n(x) = Jn−1(x)− Jn+1(x)⇒ 2J ′′n(x) = J ′n−1(x)− J ′n+1(x),
εφαρµόζουµε την (6.5) για n↔ n− 1, n+ 1 αντίστοιχα:

2J ′′n(x) =
1

2

(
Jn−2(x) − Jn(x)

)
− 1

2

(
Jn(x) − Jn+2(x)

)
, πολλαπλασιάζουµε µε 4 και

παραγωγίζουµε : 8J ′′′n (x) = 2J ′n−2(x)− 2J ′n(x)− 2J ′n(x) + 2Jn+2(x),
εφαρµόζουµε πάλι την (6.5) για n↔ n− 2, n, n+ 1 αντίστοιχα και παίρνουµε:
8J ′′′n (x) = (Jn−3(x)− Jn−1(x))− 2(Jn−1(x)− Jn+1(x)) + (Jn+1(x)− Jn+3(x)), οπότε

8J ′′′n (x) = Jn−3(x)− 3Jn−1(x) + 3Jn+1(x)− Jn+3(x)

5) Ισχύει η σχέση:
2n

x
Jn(x) = Jn+1(x) + Jn−1(x), η οποία για n↔ n+ 1 γίνεται :

2(n+ 1)

x
Jn+1(x) = Jn+2(x) + Jn(x), εποµένως :

(n+ 1)Jn+1(x)[Jn+1(x) + Jn−1(x)] = (n+ 1)
x

2(n+ 1)

[
Jn(x) + Jn+2(x)

]2n
x
Jn(x)

= nJn(x)[Jn(x) + Jn+2(x)]
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6) Η αναδροµική σχέση (6.3) για n = 1, γίνεται : J ′1(t) = J0(t) − 1

t
J1(t), την πολλα-

πλασιάζουµε µε J1(t):

J ′1(t)J1(t) = J0(t)J1(t)− 1

t
J2

1 (t)⇒ 1

t
J2

1 (t) = J0(t)J1(t)− J ′1(t)J1(t),

και χρησιµοποιώντας ότι J ′0(t) = −J1(t) (το οποίο προκύπτει από την αναδροµική
σχέση (6.2) για n = 0), τότε :
1

t
J2

1 (t) = −J0(t)J ′0(t)− J ′1(t)J1(t)⇒ 1

t
J2

1 (t) = − [J2
0 (t)]′

2
− [J2

1 (t)]′

2
.

Ολοκληρώνοντας τώρα την τελευταία ισότητα από 0 έως x, έχουµε:∫ x

0

1

t
J2

1 (t)dt = −1

2

∫ x

0

(
[J2

0 (t)]′ + [J2
1 (t)]′

)
dt = −1

2
[J2

0 (x) + J2
1 (x)] +

1

2
[J2

0 (0) + J2
1 (0)]

=
1

2
[1− J2

0 (x)− J2
1 (x)].

΄Ασκηση 8. Να δειχθεί ότι :∫
dx

xJ2
n(x)

= − π

2 sin(nπ)

J−n(x)

Jn(x)
.

Λύση:

Γνωρίζουµε ότι : Jn(x)J ′−n(x)− J ′n(x)J−n(x) = −2 sin(nπ)

πx
.

Επειδή στο δεύτερο µέλος έχουµε τον όρο
J−n(x)

Jn(x)
, ξεκινούµε παραγωγίζοντας το κλά-

σµα αυτό :
(J−n(x)

Jn(x)

)′
=
J ′−n(x)Jn(x)− J−n(x)J ′n(x)

J2
n(x)

= −2 sin(nπ)

πxJ2
n(x)

.

Είναι προφανές ότι ολοκληρώνοντας την τελευταία ισότητα, έχουµε:

−2 sin(nπ)

π

∫
dx

xJ2
n(x)

=
J−n(x)

Jn(x)
⇒
∫

dx

xJ2
n(x)

= − π

2 sin(nπ)

J−n(x)

Jn(x)
.

΄Ασκηση 9. Με τη ϐοήθεια των αναδροµικών σχέσεων, να δειχθεί ότι η συνάρτηση
Bessel Jn(x) ικανοποιεί τη δ.ε. Bessel: x2y′′(x)+xy′(x)+(x2−n2)y(x) = 0, n ∈ Z.

Λύση:

Παραγωγίζουµε την αναδοµική σχέση (6.3) ως προς x, οπότε :

J ′′n(x) = J ′n−1(x) +
n

x2
Jn(x)− n

x
J ′n(x). (∗)

Επίσης, η αναδροµική σχέση (6.4) για n↔ n− 1 γίνεται :

J ′n−1(x) =
n− 1

x
Jn−1(x)− Jn(x)

(6.3)⇒ J ′n−1(x) =
n− 1

x

[
J ′n(x) +

n

x
Jn(x)

]
− Jn(x). (∗∗)
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΄Αρα,

J ′′n(x) =
n− 1

x

[
J ′n(x) +

n

x
Jn(x)

]
− Jn(x) +

n

x2
Jn(x)− n

x
J ′n(x)⇒

J ′′n(x) =
n− 1

x
J ′n(x) +

n(n− 1)

x2
Jn(x)− Jn(x) +

n

x2
Jn(x)− n

x
J ′n(x)⇒

J ′′n(x) =
n− 1− n

x
J ′n(x) +

n2 − n+ n− x2

x2
Jn(x)⇒

x2y′′(x) + xy′(x) + (x2 − n2)y(x) = 0.
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