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Κεφάλαιο 7

Το Θαυμαστό Θεώρημα

(Theorema Egregium)

Στο Κεφάλαιο 6 είδαμε ότι η καμπυλότητα Gauss σε οποιοδήποτε σημείο μιας επιφά-

νειας M δίνεται από τη σχέση K = eg−f2
EG−F 2 , δηλαδή εξαρτάται και από την πρώτη και

από την δεύτερη θεμελιώδη μορφή της επιφάνειας.

Αυτό το οποίο απέδειξε ο Gauss και το θεώρησε πραγματικά ως ῾῾θαυμαστό απο-

τέλεσμα᾿᾿ είναι ότι η ποσότητα eg − f 2
μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των E,F,G

(αν και από μόνα τους τα e, f, g δεν εκφράζονται έτσι). Αυτό σημαίνει ότι η καμ-

πυλότητα Gauss μιας επιφάνειας μπορεί να μετρηθεί από έναν παρατηρητή ο οποίος

βρίσκεται επάνω στην επιφάνεια (άρα δεν χρειάζεται να βρίσκεται εκτός επιφάνειας).

Θεώρημα 7.1. (Θαυμαστό Θεώρημα) ΄Εστω M κανονική επιφάνεια του R3
. Τό-

τε η καμπυλότητα Gauss K της M καθορίζεται πλήρως από την πρώτη θεμελιώδη

μορφή. Ισοδύναμα, η καμπυλότητα Gauss παραμένει αναλλοίωτη όταν η επιφάνεια

παραμορφώνεται χωρίς τέντωμα.

Πόρισμα 7.1. Δεν υπάρχει τοπική παραμέτρηση της σφαίρας S2
η οποία να δια-

τηρεί τις αποστάσεις. Ισοδύναμα, δεν είναι δυνατόν να γίνει ένα κομμάτι της σφαίρας

επίπεδο, ώστε τα μήκη να διατηρούνται.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχει μια τοπική παραμέτρηση X : U ⊂ R2 → S2
η οποία

να είναι ισομετρία. Τότε η καμπυλότητα Gauss του επιπέδου και της σφαίρας θα

ήταν ίσες. Αλλά γνωρίζουμε ότι για τη σφαίρα η καμπυλότητα Gauss είναι σταθερή

K = 1 6= 0.

Από την απόδειξη του θαυμαστού θεωρήματος (την οποία δεν παραθέτουμε εδώ)

προκύπτει και η εξής (αναμενόμενη πλέον) έκφραση της K συναρτήσει των E,F,G
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και των μερικών παραγώγων τους.
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Το παρακάτω (δύσκολο) θεώρημα απαντά στο ερώτημα πώς σχετίζονται δύο επιφά-

νειες με ίδιες την πρώτη και δεύτερη θεμελιώδη μορφή.

Θεώρημα 7.2. ΄ΕστωM1,M2 δύο κανονικές επιφάνειες του R3
και έστω φ : M1 →

M2 μια αμφιδιαφόριση που διατηρεί την πρώτη και δεύτερη θεμελιώδη μορφή των

M1 και M2 αντίστοιχα, δηλαδή ισχύει

Ip(X, Y ) = Iφ(p)
(
dφp(X), dφp(Y )

)
IIp(X, Y ) = IIp

(
dφp(X), dφp(Y )

)
για κάθε p ∈ M1, X, Y ∈ TpM1. Τότε η φ : M1 → M2 είναι ο περιορισμός φ =

Φ|M1 : M1 → M2 μιας στερεάς κίνησης Φ : R3 → R3
του R3

περιορισμένη στην

επιφάνεια M1.

Κλείνουμε με ένα σημαντικό θεώρημα χαρακτηρισμού επιφανειών με σταθερή καμ-

πυλότητα Gauss.

Θεώρημα 7.3. ΄Εστω M μια επιφάνεια με σταθερή καμπυλότητα Gauss. Τότε

κάθε σημείο της M περιέχεται σε έναν χάρτη (περιοχή) ο οποίος είναι ισομετρικός

είτε με ένα επίπεδο, είτε με μια σφαίρα, είτε την ψευδοσφαίρα. Επιπλέον, εάν η M

είναι συμπαγής, τότε η επιφάνεια είναι μια σφαίρα.
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