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Κεφάλαιο 4

Ο εφαπτόμενος χώρος

Είδαμε ότι τα εφαπτόμενα διανύσματα έχουν ιδαίτερο ρόλο στη μελέτη των καμπυλών.

Τον αντίστοιχο ρόλο για τις επιφάνειες έχει το εφαπτόμενο επίπεδο σε ένα σημείο

τους. Επιπλέον, θα ορίσουμε το διαφορικό μιας λείας απεικόνισης μεταξύ επιφανειών,

επεκτείνοντας έτσι το διαφορικό μιας διαφορίσιμης απεικόνισης μεταξύ Ευκλειδείων

χώρων.

Ορισμός 4.1. ΄ΕστωM κανονική επιφάνεια του R3, p ∈M . Ο εφαπτόμενος χώρος
(tangent space) TpM της M στο p είναι το σύνολο όλων των εφαπτόμενων διανυ-

σμάτων γ′(0) σε κάθε καμπύλη γ : I →M κλάσης C1
, τέτοια ώστε γ′(0) = p.

Ισοδύναμα,

TpM =
{
Z ∈ R3 : υπάρχει καμπύλη γ : I →M κλάσης C1, ώστε γ(0) = p, γ′(0) = Z

}
.

Πρόταση 4.1. Ο εφαπτόμενος χώρος της επιφάνειας M στο σημείο p είναι ένας

πραγματικός διανυσματικός χώρος διάστασης 2.

Παρατήρηση

Ο αναγνώστης ίσως θα αναρωτιέται, ανακαλώντας γνώση γραμμικής άλγεβρας, κατά

πόσον ο εφαπτόμενος χώρος περιέχει το ῾῾μηδέν᾿᾿. Στην προκειμένη περίπτωση το
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μηδενικό στοιχείο του εφαπτόμενου χώρου είναι το σημείο γ(0) = p. Τακτικά χρη-

σιμοποιείται και ο όρος ῾ἑφαπτόμενο επίπεδο᾿᾿ που είναι πιο κοντά στην γεωμετρική

μας εποπτεία. Ουσιαστικά, αυτό το οποίο προκύπτει από την απόδειξη του παραπάνω

θεωρήματος είναι ότι

TpM = span
{
Xu(α, β), Xv(α, β)

}
,

όπου X : U ⊂ R2 → M ⊂ R3
είναι μια τοπική παραμέτρηση της M στο σημείο p

τέτοια ώστε (α, β) ∈ U και X(α, β) = p. (Ως γνωστόν, επειδή η επιφάνεια είναι

κανονική, τα διανύσματα Xu(α, β), Xv(α, β) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα).

Παράδειγμα 4.1. Να βρεθεί ο εφαπτόμενος χώρος του υπερβολικού παραβολοει-

δούς M = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2} στο σημείο p = (1, 2, 5).

Μια παραμέτρηση της επιφάνειας M είναι η X : R2 →M, X(u, v) = (u, v, u2 + v2).

Τότε

Xu(u, v) = (1, 0, 2u)

Xv(u, v) = (0, 1, 2v)

και X(1, 2) = (1, 2, 5) = p. Συνεπώς,

TpM = span{Xu(1, 2), Xv(1, 2)} = span{(1, 0, 2), (0, 1, 4)}.

Για τους σκοπούς του μαθήματος αυτού η λύση του προβλήματος σταματάει ε-

δώ. Παρόλα αυτά, θα θέλαμε να σημειώσουμε ότι αν ζητούσαμε να βρούμε την

καρτεσιανή εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου (ως πρόβλημα αναλυτικής γεωμε-

τρίας) τότε εργαζόμαστε ως εξής: ΄Ενα κάθετο διάνυσμα στο εφαπτόμενο επίπεδο

TpM είναι το (1, 2,−1/2) (το βρίσκουμε λύνοντας το σύστημα 〈(a, b, c), (1, 0, 2)〉 =

〈(a, b, c), (0, 1, 4)〉 = 0 ως προς a, b, c), συνεπώς η εξίσωση του επιπέδου είναι x +

zy − 1
2
z = d. Επειδή το επίπεδο διέρχεται από το σημείο p = (1, 2, 5) παίρνουμε

τελικά ότι η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου είναι

2x+ 4y − z = 5.

(Δεν θα μας απασχολεί τέτοια περαιτέρω ανάλυση).

Παρατήρηση

Εάν η επιφάνεια M δίνεται ως M = f−1
(
{q}
)
όπου q μια κανονική τιμή μιας διαφο-

ρίσιμης συνάρτησης f : U ⊂ R3 → R (δηλαδή
(
∇f
)
(p) 6= 0 για κάθε p ∈ M), τότε

ισχύει

TpM =
(
∇f(p)

)⊥
.
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Εδώ X⊥ συμβολίζει το ορθογώνιο συμπλήρωμα του διανύσματος X στον χώρο R3
,

ως προς το κανονικό εσωτερικό γινόμενο.

Το επόμενο παράδειγμα θα το χειριστούμε με έναν πιο ειδικό τρόπο. Δεν θα χρησιμο-

ποιήσουμε κάποια παραμέτρηση της σφαίρας, κάτι που ούτως ή άλλως θα μπορούσαμε

να κάνουμε.

Παράδειγμα 4.2. Να βρεθεί ο εφαπτόμενος χώρος TpS2
σε ένα σημείο p της

μοναδιαίας σφαίρας S2
του R3

.

΄Εστω γ : I → S2 ⊂ R3
μια καμπύλη στη σφαίρα με γ(0) = p, γ′(0) = Z. Τότε

επειδή γ(I) ⊂ S2
ισχύει ότι 〈γ(t), γ(t)〉 = 1, άρα με παραγώγιση προκύπτει ότι

〈γ′(t), γ(t)〉+ 〈γ(t), γ′(t)〉 = 0 ή

2〈γ′(t), γ(t)〉 = 0.

Για t = 0 παίρνουμε 〈γ′(0), γ(0)〉 = 0 άρα 〈Z, p〉 = 0. Συνεπώς, αν θέσουμε

A = {Z ∈ R3 : 〈Z, p〉 = 0}

(το σύνολο όλων των κάθετων διανυσμάτων στην σφαίρα στο σημείο p), τότε δείξαμε

ότι TpS2 ⊂ A. Αντίστροφα, έστω Z 6= 0 με 〈Z, p〉 = 0. Τότε η καμπύλη γ : R→ S2

με τύπο

γ(t) = cos(t‖Z‖)p+
sin(t‖Z‖)
‖Z‖

Z

είναι μια καμπύλη στην σφαίρα S2
με γ(0) = p, γ′(0) = Z (κάντε έλεγχο). Ουσια-

στικά η καμπύλη αυτή είναι ένας μέγιστος κύκλος της S2
που διέρχεται από το p).

΄Αρα A ⊂ TpS2
και τελικά παίρνουμε το αναμενόμενο γεωμετρικώς αποτέλεσμα ότι

TpS2 = {Z ∈ R3 : 〈Z, p〉 = 0}.

Ορισμός 4.2. ΄Εστω M1,M2 κανονικές επιφάνειες, p ∈M1 και φ : M1 →M2 λεία

απεικόνιση. Το διαφορικό (defferential) dφp : TpM1 → Tφ(p)M2 της φ στο p ορίζεται

ως εξής: ΄Εστω Z ∈ TpM1 και γ : I →M1 με γ(0) = p, γ′(0) = Z. Τότε

dφp(Z) =
d

dt

(
φ ◦ γ(t)

)∣∣
t=0
∈ Tφ(p)M2.

Πρόταση 4.2. Η παραπάνω απεικόνιση είναι καλά ορισμένη και γραμμική (δηλα-

δή η τιμή dφp(Z) εξαρτάται μόνο από το διάνυσμα Z και όχι από την επιλογή της

καμπύλης γ).

Το κλασικό Θεώρημα Αντίστροφης Απεικόνισης γενικεύεται στην περίπτωση των

επιφανειών ως εξής:
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Θεώρημα 4.1. (Αντίστροφης Απεικόνισης)

΄Εστω φ : M1 →M2 λεία απεικόνιση μεταξύ επιφανειών του R3
και p ∈M1, q = φ(p).

Υποθέτουμε ότι το διαφορικό dφp : TpM1 → Tφ(p)M2 είναι 1 − 1 και επί (δηλαδή

έχει αντίστροφη). Τότε υπάρχουν ανοικτές περιοχές Up 3 p, Vq 3 q τέτοιες ώστε η
απεικόνιση φ|Up : Up → Vq να είναι 1−1 και επί και η αντίστροφη

(
φ|Up

)−1
: Vq → Up

να είναι λεία.

4.1 Ασκήσεις

1. Να βρεθεί η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου για κάθε μία από τις παρακάτω

παραμετροποιημένες επιφάνειες στο αντίστοιχο σημείο:

(α) X(u, v) = (u, v, u2 − v2), p = (1, 1, 0).

(β) X(r, θ) = (r cosh θ, r sinh θ, r2), p = (1, 0, 1).

2. ΄Εστω M1,M2 κανονικές επιφάνειες και f : U → R3
διαφορίσιμη απεικόνιση στο

ανοικτό U ⊂ R3
τέτοια ώστεM1 ⊂ U και f(M1) ⊂M2. Αποδείξτε ότι ο περιορισμός

f |M1 : M1 →M2 είναι διαφορίσιμη.

3. (α) ΄Εστω M κανονική επιφάνεια, p ∈ M και IdM : M → M η ταυτοτική απεικό-

νιση. Αποδείξτε ότι (dIdM)p = IdTpM : TpM → TpM, η ταυτοτική απεικόνιση του

TpM .

(β) ΄Εστω M1,M2,M3 κανονικές επιφάνειες και f : M1 → M2, g : M2 →
M3 διαφορίσιμες απεικονίσεις. Αποδείξτε ότι η σύνθεση g ◦ f : M1 → M3 είναι

διαφορίσιμη και d(g ◦ f)p = (dg)f(p) ◦ dfp, για κάθε p ∈M1.

(γ) ΄Εστω f : M1 →M2 αμφιδιαφόριση μεταξύ κανονικών επιφανειών. Αποδείξτε

ότι για κάθε p ∈M1 η γραμμική απεικόνιση dfp : TpM1 → Tf(p)M2 είναι αντιστρέψιμη

(άρα ισομορφισμός διανυσματικών χώρων).
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