)]

2)’

3)

Aoknfoeig Ocopiog I'papnpdatov

Awopopéc — XovekTikotnta - Kvkior Euler — Kvkiot
Hamilton

‘Eoto G ypaenua pe 3 ocvvektikég cuviotwoeg G, Ga, G3 pe minbog

KOPLOOV avTicTOlO 11, M2, N3 KOl TAN00G aKU®V avticTol o mi, my,
ms. Evovoope kd0e xopven tov G pe OAeg TIC KOPLOES OTIC AALEC
OLUVEKTIKEC cuvioTt®woeS. [106eg KOpLEEC Kol TOCEG OKUEG EXEL TO
YPAPMLLO TOV TPOKVITEL,

Amavtnon

Ot kopveég gtvan Tpopavmg nitnytns, OTav EVOVOVUE TIG KOPLOES TIG
G| e TIG KOPLOPEC TV AALDV GUVEKTIKMY GLVICTMOO®Y, TPOCHETOVLLE
akOun ni(nytn3) akuéc. Avtiotoryo OTOV EVOGOVUE TIG KOPLPES TNG
G, pe T kopvPéc ™ G TPOcHETOLUE MoM3 OKUES. ZVVOAMKA AOUTOV
0l OKUEG TOV YPOUPNUOTOG TOV TPOKVTTEL Elvon m+mytmst+n(nytns)+
nons.

Eoto e o akun mov epeaviCetor meptrtd apBpud @opov ce Eva
KAewoto mepinato W. Agi&te 011 0 W meprhappdvel évav kOKA0 mov
TePAOUPAVEL TNV €.

Amavtnon

H am6deién eivon wpocappoyn e amoddeiéng oTig OopAVELES Yo, TNV
Oapén KOKAOV o€ pio KAEIGT O100pOo U TEPITTOV UNKOLG,.

‘Eoto G=(V.E) éva amhd un katevbovouevo ypdonua pe n Kkopueéc,

€161 wote 0 Babuog 8(v) kabe kopveng v € V va givar peyaAvtepog 1
tooc Tov (n-1)/2. Aei&re 61110 G givon GuvekTIKO.

Amavtnon

‘Eotw 011 0 G d¢ev elvarl cuvektikd. TOte KA GUVEKTIKN GLVIGTMOGO,

TOV TTPEMEL Vo, £YEL TOVAAYIoTOV (n-1)/2+1=(n+1)/2 KopvEEg. Zuvenmg
01 KOPLPEC TOL YPOPNIOTOG TPETEL VAL Eival TOVAAYIGTOV n+1, dTomo.



4) (i) To mopaxdt® ypaenuo omoteleiton amd 000 GULVEKTIKEG
ocvviotwoes. Kataypdyte v akoAiovbio Babumdv tov Kopupmv Tov
YPOPNLOTOG. TNV CLVEYEWD ODGTE VA OAAO GUVEKTIKO YPOAQMLOL LE
™V 1010 akolovdia Babudv.

(i1) 'Eoto G éva yphonuo pe ehdyoto PBabud kopveng 2. A@ov
deiEete O0TL 10 G €xel pia TOLAGYIOTOV OKUY oL Ogv givar Yépupa,
deiéte oV ouVEKEW OTL VITAPYEL GLVEKTIKO YpAeNUa e TNV idw
axoAovBia Pabumv 6mwe to G.

Amavinon

H axoiovBio Babuwv eivor n 4,3,3,3,3,3,3,2,2,2. [Tapakdto aivetatl Eva
GUVEKTIKO Ypdonua pe Vv ida akorovbia Babumv. ‘Exel mpoérBet amd 10
d00év pe v agaipeon d00 aku®V ToL, pia and KAOE GLVICTOGA, KOl TNV
Evoon avd 000 TOV KOPueAOV TOV d00 GLVICTOOMV WUE VEEC OKUES (TIG
OLOKEKOUUEVEG).

(11)) H mopoamdve 10éa ypnowonoleital Kol 6 avtd 10 gpatnuo. Ev
TPAOTOLS, ETEWN 0 EAAYLGTOC PABUOG TV KOPLOOV TOV YPOPTLATOS Eivart
2, K60 cuVIGTOGA TOL deV UTOPEL va elval dEVOPO 010TL kKABE 0EVIPO Exel
TovAdyloTOoV éva UAAO. Katd ovvémeln kdbe cuvictdca tov G €xel
TOLAGYIGTOV Wi KUY oV deV ivar YEPLPA Y1oTi AAADE 1] GLVIGTMOGCO, O
ntav 0évopo. ‘Eotw Aowmdv 600 cuviotdoec Tov G kol €6T® 000 OKUES
UN-véQupes, M e =(x,,y,) OTNV WA GLUVIGTOGOH Kol 1 e, =(x,,y,) OTNV
GAAN. A@atpolpe TIC aKIESG aVTES Ko TpooHETovE TIC (x,,x,) Kol (¥, y,).
Enedn ov axkpéc mov agoapécape dev MTaV YEQPLPES, OEV YAANCE M
CLVEKTIKOTNTO TV 000 ocvvictwodv. Emiong oe kdbe pia and tig 4
KOPLOES apotpécape pio axp aArd tpocBécape pion GAAN. Xvvendg dgv
dAhace o Pabuoc tovg. ‘Exovpe Aomdv onpiovpynoel pic cuvioTOGO LE



axorovBio Babumv 1d1a pe Twv 600 apYIK®OV CLVIGTOCOV. AV GUVETMOG TO
G €éev k OuveKTIKEG OLVVIOTMOEG LmOBETOLUE  EmAy@YKA  OTL
avtikadiotodue TG k-1 pe pio oLVEKTIKN GLVIGTOGH LE 1010 akoAovOia
Babuwv oOmmwg ot k-1. To yplonuo 7OV KOTOCKELAGTNKE £xel OVO
ocuvict®woes. Epapuolovpe topa v Topamdve oadikacio 68 auTég TIg
CUVIGTMOGEG KOl £YOVUE €V CLVEKTIKO Ypaenuo pe 1o akolovdia
Babudv 6Tme To apyKo.

5) Amodeitte M dwyevote: Av 10 G givar ypdonuo Euler oto omoio ot
OKHEG X Koy €youv kowvd dkpo, t0te 10 G €xel kOkAo Euler otov
omoio o1 X kot y epeaviovtat S1000yIKES.

Amavtnon

AMBéc. 'Eoto x=uv kot y=vw. Av o Babuodg g v sivan 2, tote dev
vrdpyel AAAOC TpOTog yia Evav KOkAo Euler mapd va emokeptel tic x
Kol y Odoyikd. Av Oyl TOTE OQAPOVUE TIC OKUEG X Kol y Kot
mpocBéTovpe pio vEo KOpue Z TOL TNV EVAOVOLUE UE TIC KOPLOES U
Kol w. Xt10 mpokvmtov ypaenua G’ vmapyer kokilog Euler mov
dtaoyilet T uz Ko zw dadoykd. Avtoc o koK og Euler petatpémeton
o€ KOkho Euler oto G mov drooyilel T1¢ X Kot y S1000)1KdL.

6) Katackevdlovpe éva ypaonua G o¢ axkorovbwg. ‘Exovpe éva covolo
A m kopveav kot £va dAlo B (E€vo mpog to A) n kopve®v. Evavovpe
K@Oe Kopuepn Tov A pe OAec TIG KOpLPES Tov B. (Oa dovue Ot éval
TETO0 YPAPMLO AEYETON TANPES OLuePES YPAPM O Kot GLUPOAILETON pe
Kmn.) [Ipocdiopicte Ta m kot n ®ote to G va €xel kokio Euler.

Amavtnon

Ot kopveég Tov cuvorov A éxovv Badbud n kol tov B fabud m. Anod
10 @cpnua Euler Ta m xou n wpémel va givar aptior apOpol.

7) 'Eotw G éva ovvoedpuevo (cuvektikd) un kotevfuvopevo ypaoenua.
Oempovpe OTL 01 OKUEC TOV YPOPTLOTOG TAPLGTOVY TOVS OPOLOVS LLOG
OGS 'Evag tovpiotag 0éAel va kdvel Tov yOpo TG TOANG €161 MOTE
va epmotnoel o 000 melodpda  kabe dpouov axplPmg pia opd.
Amodeitte 6T avTo givon Thvta duvatd Yo KEOe TOAN.

Amavtnon



Koataokevdlovpe 1o ypaenua mov mopltotdvel v wOAN Omov Kabe
dpouog eivar dvo mapdAinAeg axpéc (ta dvo melodpoua). O
(nroduevog mepimatoc eivor mn odoyon OAwv TtV meLodpopinv
axpPag P opd to kébe Eva. Avtd oto Ypdonuo sivar Evag KOKAOG
Euler. Opmg 10 yphonua mov katackevdoape Exel mvio kokio Euler
enedn Kdébe Opouoc olvel 2 akués oe kdbe kopven omAadn kabe
KOPLEY €xeL ApTIo Padud.

8) Koataokevdlovpe éva ypaonuo G og akorovbwc. Kébe xopven tov
Exel o etikéto mov eivar pia dvadikn ocvpPorocelpd unkovg k
(eme1df vrapyovy 2X 1étoteg ovpPoroceipéc, 0 G €xel 2K KopveLq).
Evovovpe pe axun 800 Kopueég av ot ETIKETEG TOLG SLOPEPOLY GE
axptPag 6000 Béoec. [1ooeg cuvekTiKEG cVVIGTOGES £xEL T0 G

Amavtnon

‘Eotw 0=bb,,...,b; pio. dvadikn cvuPorocepd pe k bits mov sivan
ETIKETO KATOL0G KOPLONG U Tov G. Mia YEITOVIKT] KOPLOT V TNG U £YEL
ETIKETA 0 OV dLaPEPEL 6e OVO axpP®g bits amd TV g, £6T® TA b; Ko
b;. Av ka1 To dvo awtd bits glvar 0, 10T 6TV ¢ €ivan Kot Ta dVo 1 Ko
T0 avTioTpo®o. Av éva povo omd to 0vo bits eivar 1, maAl otnv
ovuPorocelpd ™g v Eva novo omd ta 6vo Ba givar 1. Zvvayovue o1
av N o €xel aptio TANn0og 1, n o’ €yel emiong dptio TAn0og 1. To avtd
BePaime 1oyvel Yoo TNV ETIKETO KATOWOG YEITOVIKNG KOPLONG TNG V.
Yvvdyovpue OtL o€ £vo OMOLOONTOTE HOVOTATL UE GKPO TNV V, Ol
KOPLQEEG €xovv  OAeg dptio mAnbog 1, N1 OAeg meprrtd mAnboc 1.
Enopévog vrdpyovv to Myodtepo d00 GUVEKTIKEG GLVICTMOGES 610 G,
elte pe etwé€teg pe aptio minbog 1, eite pe mepirtd mAnbog 1. Oa
dei&ovpe OtL VILhpYOVV arpifwc 0Do GLVEKTIKEG GVVIGTMOES. [ Tov
okomd avtd Ba deifovpue 0TI Yoo omolecdnmote 000 GLUPOLOGEPES T
Kol o’ pe dptio TANn0og 1, pmopode omd v o vo. TAGOVUE OTNV o
e OldoyIkeG evorlayéc Svadwv bits. Avty n ddikacio 61O
ypaenuo ivor 1odvvoun pe odoyion evog LOVOTTATION HE GKPOL TIC
aVTIoTOLEC KOPLPES U KOl V, TOL OElyVvEL OTL 01 U Kol v €ivan otnv 1d1a
OLVEKTIKN cuvioTdoa. Todpa 1o TANn00¢ TV bits éotm /, 6Tor omoio ot
o Kol g Owpépovy TPEmEL vo. givan ApTio, CAADG Mo amd TIC
ovpPorocelpég mpémel va £xel meptrtd mAN0oc bits, dtomo. Emopévmg
EeKvavtag amd ™V g aAlalovpe dadoyikd dvadeg bits 6mov M o
dlpépel amd v o'xkou o€ /2 PRuota eTAvVOLrE OTNV 0 . ZUVETMOC
Olec ot xopvpéc pe dptio mANBog 1 otTic cvpPorocelpés Tovg
Bpiokovtalr oty 1010 cuvekTikn] cuvictdca. Me mapoupolo TpodTo
delyvovpe Ott OAeg ot kopveég pe meprttd mANBog 1 oTIC



oupPorocelpég Toug Ppickoviol otV 1010 GLVEKTIKN GLVIGTOGA. Apa
10 G €€l 0V0 CLVEKTIKEC GUVIGTMGEG,

9)Eoct® amld cuvdeduevo un katevBovouevo ypaonua G pe n Kopueég
Kot eAdytoto Pabuod kopveng k, 2 < k < n — 1. Na d¢eiete 6t1 10 G
eptEyel (amAd) LOVOTATL UNKOLG TOVANYIoTOV A Kot (amAd) KOKAO
UNKOVG TOVAGLoTOV A+1.

Amavtnon

‘Eotm p éva pokpOTEPO LOVOTATL TOL YPAPTUOTOS KOl £GTM U KOl V TO
dv0 dxkpa tov. Emedn to p dev pumopel va enektadel, OA0L o1 k yeitoveg
™G v mpENEL va avikovv Non oto p. Apa 10 p meprihapPdver
TOVAGYIGTOV k+1 KOPLOEC (TNV V Kal TIG k YEITOVIKEG TNG), KOl CUVETMDC
€YEL UNKOG TOVAAYLOTOV k.

‘Eoto topa w 1 ye1Itovikn Kopvuen g v mov Ppicketal TAnclEctepa,
TPOG TNV U 670 p (N w umopel va tavtiletor pe v u). And Tov opiouo
™G w, OA01 o1 k yeitoveg Tng v Ppiokoviol 6TO TUUA TOV p UETAED W
Kol v, To omoio cvpPoiilovue pe p[w, v]. Apa 1o p[w, v] éxel unKog
TOVAGYIoTOV £, Kot apov k > 2, meptAapuPavel TOLAGIGTOV Liol KOPLET
HETOED TOV W Kal V. ZOVETMOG, T0 p[w, v] poll pe v okun {v, w}
amotelet Evav (amdd) KOKAO UnKovg ToVAdyIoTOV Ak+1.

10) 'Ecto amld ovvdeduevo un kotevbovoupevo ypaenuo G pe n
KopvEES. XvpPoiilovue pe d(v) tov Pabud kabe kopveng v. 'Eotw
KOPLPES U KO V TETOEC OGTE TO GLUVIOUOTEPO U — V LOVOTATL £YEL
unkoc k> 3. Na dgi&ete ot d(u) + d(v) <m—k+ 1.

Amavtnon

‘Eoto (1) xou I'(v) to cOVOAQ TOV YEITOVIKOV KOPLODOV TMOV U KOL V.
A@o¥ 10 cuvtopdTEPO U — Vv povomATL £xel unKog k£ > 3, to I (u) Kot
I'(v) etvan E&va petald touvg xou axéun v ¢ I(u) ko u ¢ I(v).
Emnléov, to ocvvtopodtepo u — v povomdtt €xel (k+1) —4 =k — 3
KOPLEES OV dev avikovy 610 cvvoro I (u) U I'(v) U {u, v}. Apa ot
KOPLPES TOL YPOPNLATOG TPETEL VO EIVAL n>2+d(u)+d(v)+k—3, OOV
oTOV Opo 2 TPOGUETPOVVTAL Ol KOPLPES U KAl V, GTOVG OpoLG d(u) Kot
d(v) o1 YEITOVIKEG KOPLOEG TOV U KOl V, KOl GTOV 0p0 k — 3 01 KOPLPES
TOV GUVTOUOTEPOV U — V LOVOTOTIOV OV OEV OVIIKOLV GTO GUVOAO
Iu) U I'(v) U {u, v}. Me anréc adyePpikég Tpaels, KOTOANYOVUE OTL:
n22+du)+dv)+k-3=du)+d(v)<n—k+1



11)

1) Eyeir 1o K56 k0o Hamilton;

1) 'Exet 10 K7 povomdtt Hamilton; (To povomdtt Hamilton eivon
éva, amAd povordtt Tov cvuumeptAauBavel OAovg Tovg KOUPovg evog
YpappaTog akpmg pio opd)

111) AITUTOOCTE U0l IKOVY] Kol ovoryKoio cuvOnkn yio tnv dmopén evog
KOKkAov Hamilton oto mAnpeg dyuepég ypaenua K p.

1V) Al0TUTTOOTE o KOV Kot avaryKoio cuvOnkn yio tnv vmapén evog
povoratiov Hamilton oto mAnpec diuepég ypdonuoa K,

Amévtnon

(1) Oy, (i1) Nou, (ii1)) m=n (iv) jm-n| < 1

12)  "Eva mpiuepéc ypdopnuo. ivar Evol ypaenuo 6to omoio ot kopfot tov
dwapepifovian oe tpion ovvora aveCaptnoiog. To Kk eivor 1o
TPIULEPEC YPAPN U 6TO oToio Ta Tpia cvvora avesaptnoioc Eéotw A,B
ko I” éyovv avtiotorya m,n kot k Kopugpég Kot 610 omoio kdbe kopven
o€ KéBe ocvvoro amd ta A, B ko I' elvar ocuvdedepévn pe OAeg Tig
GAAEC KOPVEES GTa AALN OVO GUVOAQL.

1) Aeilre 6t1 10 K, €ivar Hamiltonian.

1) Agi€te 0T1 10 K elvor Hamiltonian ywo k4B Oetikd axépaio n.

n,2n,3n
Amavtnon

(1) To mapakdtom oynua dciyvel Evav kukAo Hamilton (povo 11g akpéc tov
GUYKEKPIUEVOL KOKAOV) 670 Ky 46.

(11) Oo anodeifovpe tOpa O0TL T0 K, 5,3, €xel KokAo Hamilton yia kO
aképao n > 1. 'Eoto qa,a,,...,a, 0L n KOPLPEG TOL GLVOAOL A, £0T®
b,b,,....by, Ol 2n Kopveég Tov Guvorlov B, kol éotw g,g5,...,23, Ol 3n

Kopupéc tov ovvorlov I'. Eivar @avepd o611 M mapokdtod axolovdio
KOPLO®V amoterEl Evay amAd KOKAO OV dEPYETAL Amd KAOE KOPLET| TOV
YPAPNLOTOG KPS pia eopd, Onradn amoterel Evay kOkAo Hamilton:

1810282 -0y &by 1028012 - - D2y 1831-1D21 830



Me aila AOY1a Bpickovpe éva LovomdTt Tov TEPAAUPAvEL EVOALAE OAEG
TI N KOPLPEG TOV GLVOAOV A pe n KOPLEES (oo TS 3n) ToL GLVOAOL I
2NV CLVEYELD KAVOLLLE TO 1010 Yo TIG 2n KOPLEEG TOL cuvOAoL B e Tig
2n tov I' mov amépevav. TELOC, EvOVOLLE TOL AKPO T®V dVO LOVOTOTIOV.
[Mapotpeiote 611 mhvta vrapyer okun petad 000 ocvveyduevmv
KOPLEOV oIV TApamived  okolovBio a@od avtéc aviKovv o€
SOLPOPETIKO HEPOG / GVVOLO KOPLPOV Kol BE®@POVUE TO TANPES TPIUEPES
Ypaenua.

13) No oeitete 6Tt k@Be amAd pn-katevBoviikd ypaenuo pe 21

Kopveég ko 208 axkués €xer kOkAo Hamilton aAld dev €xer kOKAO
Euler.
Yrooeiln: Mropeite vo xpno1omomcete v akdAovdn TpdTaoN, 1OV
elvan yvooty cav Ocwpnuo. tov Dirac: 'Eotow G(V, E) amAd un-
KatevBouvopevo ypdonua pe n Kopuees. Av OAeg ot Kopuveég tov G
Exovv Babud peyaAvtepo 1 ico tov n/ 2, to G €xel kOkAo Hamilton.

Amavtnon

To Kz éxel og yvootov 21*20/2=210 axuég. To 600&v ypaenua eivor
howtov 10 Ky and 10 omoio apopécape 2 akpés. Apa vrdpyovv 2
TOVAGYIGTOV KOPLEPES (lomg Kot 4 av o1 2 aKpPEG Ogv €YOVV KON
Kopven) pe Pabud 20-1=19. Xvvenmg 10 Ypdonuo dev £xel KOKAO
Euler. O uikpdtepog Babudg mov umopel va €xet eivan 20-2=18 otnv
TEPIMTOOT aKPPDOS MOV o1 2 aKUEG €Yovv KOvr Kopuen. Amd To
Oedpnua Dirac cvunepaivovue 611 vdpyet kOkAo¢ Hamilton.

14) Noa oeiEete 0TL LIAPYEL TPOTOG VO OPALPEGOVUE N-2 AKUES OO TO
K, (n=3) ®ote 10 yplonuo mOL TPOKLMTEL VO, UNV EYEL KVLKAO
Hamilton.

Amavtnon

Ka0e kopoon| oto K, (n>3) €xet fabuod n-1. Av cuvendg apaipécove
n-2 okUEC oL TPOGKEWTOL GE Wio. KOPLPN, 1 KOpLEN avth Ba £xel
AoV Babuo 1 Kot TpoovmdS GTO TPOKLITOV YPAPMUO OEV UTOPEL VL

vrtapyel kKokiog Hamilton.

15) Na dei&ete 0TL VRAPYEL TPOTOG VO, apapécovpe n(n-3)/2 akpég and
10 K, (n>3) 0ot 10 Ypdonua mov tpoxvmTel va £xel KOkAo Hamilton.

Amavtnon



Kpatape povo tig akpég omotovdnmote KOKAOL mov wepAapPavel OAEC
11 KopvPég tov K,y ko agapodue 0heg 115 dAdec. Ot akpég TOL
KOUKAOVL givan n Kal cuven®g agaipécape n(n-1)/2-n=n(n-3)//2.



