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 �������
 ���
�������
 ���������
� ��� ���	��������� ����
�� � 	������	�� ��� ������	�
�� �	��	 ��	�� ��� ��������
 �!�	��������
 "������
 ##�$ �� ����� %�%��&
�	��� ��� %	��	�� 	'������

�� �����������	�	
 ��
�	�
 ��� ��� �	���� ���
� �(� ���	�
�	(� 	����
)i* +�����
 �%����	
 ��� ������� �(� ���������
� �����
��
)ii* ��������	
 �(� ���������
� �����
� ��� ���� ��������
�$
)iii* ���� ��� ���� 	�� ����������
 ���������
 ���
 �	��+����
$
)iv* �����(��
 ��� %�������� ����������
 ���������
 ���
 �	��+����
�
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 �(� ���(� �(�
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� ��� ����������� �� �� ���
 ���	�
�	�
 ��� � ������
 �����
�(�
�(� ���� 	�(%
� ��������	(��

�� ���	�
�	�
 ����
 ��� ��� ��
�� ��%��� ���
 )�� -../* ���	 
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� ������ �	
��
��� ���������� �����
��� ��
1�1 5	(������ ����
 ����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 11
1�- !����%������	
 �����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 16
1�4 ����
 ��� Taylor� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -.
1�/ !����	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -/

� �	���� ��������	
� ��
-�1 7��������� ���������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -8
-�- !������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4.
-�4 9����
 ��� ����	
 ��������	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4:
-�/ 2��	�� �����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /-
-�6 !�����(�	
 �������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /6
-�: ;������ ��������� �������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /8
-�8 !����	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6.

� � ����� �������!
��� "#
4�1 � ������ ��� �������� �������
����
 � � � � � � � � � � � � � � 6<
4�- ������
 �������(���(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :1
4�4 #%�����	
 ������(� �������(���(�� � � � � � � � � � � � � � � � :-
4�/ �������(�� ���� ��������	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � :/
4�6 �������(�� �	 ������ �	��+����
 � � � � � � � � � � � � � � � :=
4�: �������(�� ���
� ��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � 81

4�:�1 �������(�� ���
� �������
� �������(�� � � � � � � � 8-
4�:�- �������(�� �������
� �������(�� � � � � � � � � � � � 86

4�8 �������(�� %�(���(� xm(a + bxn)p � � � � � � � � � � � � � � � =1
4�= �������(�� ��������	(� ��� �	��� ��� ��>��� � � � � � � � � =4
4�< �������(�� ��������	(� ��� �	��� ���

����(���	�����
 ��������	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � =8
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4�1. !����	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <1

$ %���
��� �������!
��� #"
/�1 #%�����	
 �(� ���������(� Darboux � � � � � � � � � � � � � � � <8
/�- ������
 ��� ��������� �������
����
 � � � � � � � � � � � � � <=
/�4 2�����	
 �������(��������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1.1
/�/ �������	�	
 �������
���(� ��������	(�� � � � � � � � � � � � 1./
/�6 5	�	��
%	
 5	
���� ��� �������(�����

"������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1.8
/�: #%�����	
 �������
���(� ��������	(�� � � � � � � � � � � � � � 11.
/�8 !�������	
 �	��'� �(� �������(�

�������(���(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 116
/�= 5	
���� ����
 ����
 ��� �� �������
����� � � � � � � � � � � � 118
/�< �������� �������(�� (
 ���������

��� ��( ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 11=
/�1. �������(�� ���� ��������	
 �(�

�������(� �������(���(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1-4
/�11 �������(�� �	 ������ �	��+����
 �(�

�������(� �������(���(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1-6
/�1- �������(�� ����(� ��� �	����
�

��������	(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1-8
/�14 ;	���	����� �	(������ ����
 ����
 ���

�� �������
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1-=
/�1/ ?�������
 ��� ��������� �������
����
� � � � � � � � � � � � � 141

/�1/�1 @���������
 �	 �������(�� �(� 	�+�%
�� � � � � � � � 141
/�1/�- @���������
 �	 �������(�� �(� ���(� ��	�	
� � � � � 144
/�1/�4 @���������
 �	 �������(�� ��� �����
 ��'��

�������
 y = f(x) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 14/
/�16 !����	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 14/

" &'���
'���� �������!
��� ��#
6�1 7�����������
 ��������	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 14<

6�1�1 A���� ��� ���� 	�� %�����������
 ���������
 ���

�	��+����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1/1

6�1�- �����(��
 %�����������
 ���������
 ���

�	��+����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1/-

6�1�4 �	����
 �����(��� ���������
� ��������	(� ����
�
�	��+���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1/4
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6�- �� ������ ��
 �������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1/6
6�4 �����	�����
 ��������	�
 ������
�� � � � � � � � � � � � � � � 1/<
6�/ ?���������� �������
���� α′&	�%��
� � � � � � � � � � � � � � � 16.

6�/�1 #%�����	
 	����������� �������
����
 α′&	�%��
� � � � � 166
6�/�- �	����
 	�������
 	���������(�

�������(���(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 168
6�6 ?���������� �������
���� β ′&	�%��
� � � � � � � � � � � � � � � 16=

6�6�1 #%�����	
 	����������� �������
����
 β ′&	�%��
� � � � � 1:-
6�6�- ?���������� �������
���� β ′&	�%��
 ��	'������ ��� ��

%���� �������(��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1:4
6�: !����	�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1:8

( )	���	�
��� �������!
��� ���
:�1 ;	���	����� �������
���� I 	�%��
 � � � � � � � � � � � � � � � 181

:�1�1 ?������� ��� ����� �(� Newton-Leibniz � � � � � � � � 184
:�- #%�����	
 �	���	����(� �������(���(�

I�� 	�%��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 18/

:�4 9������� ��������
 ���

∫ ∞

a

f(x)dx ���� � f(x) ≥ 0 ��� ���	

x ∈ [a,∞) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 188
:�4�1 #���� ��� �������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � 188
:�4�- 9������� ��������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 18=
:�4�4 9������� ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 18<
:�4�/ ����(������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1=-
:�4�6 9������� ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1=4
:�4�: 9������� ��
 ��>�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1=6

:�/ ;	���� �������� ��������
 �������(���(�
I�� 	�%��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1=8

:�6 �������
���� ��
 �����


∫ ∞

a

f(x)g(x)dx � � � � � � � � � � � 1<.

:�: ;	���	����� �������
���� II 	�%��
 � � � � � � � � � � � � � � � 1</
:�:�1 ?������� ��� ����� �(� Newton-Leibniz � � � � � � � � 1<6

:�8 #%�����	
 �	���	����(� �������(���(�
II�� 	�%��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1<8

:�= 9������� ��������
 �������(���(�
II�� 	�%��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1<=
:�=�1 #���� ��� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � 1<=
:�=�- !������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1<=
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:�< 9������� ��������
 ���

∫ b

a+
f(x)dx ���� f(x) ≥ 0 ��� ���	 x ∈

(a, b] � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1<<
:�<�1 #���� ��� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � 1<<
:�<�- 9������� ��������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1<<
:�<�4 9������� ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -..

:�1. �������(�� ��� a 	(
 b � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -.4
:�11 2�������	�
 B��� ��� ;���� ��� Euler � � � � � � � � � � � � � -.6
:�1- �������(�� ���� ��������	
 �(�

�	���	����(� �������(���(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � -.8
:�14 �������(�� �	 ������ �	��+����
 �(�

�	���	����(� �������(���(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � -.<
:�1/ �	������� �(� �	���	����(� �������(���(� � � � � � � � � � � -11
:�16 !����	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -14

� �	���*�
����
 + Laplace ���
8�1 �� �	��� ���������	
 ���� Laplace �(�

���� 	�(%
� ��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ---
8�- #%�����	
 ��� �	��� ��������� Laplace � � � � � � � � � � � � � --/
8�4 !��������� ��� �	��� ��������� Laplace � � � � � � � � � � � --:
8�/ #%�����	
 ��� ����������� ���� Laplace

�	��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � --8
8�6 ?������� ��� �	��� ��������� Laplace

���� 	������ �(� %�������
� 	'��
�	(�
�	 ����	���
 ����	�	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � --=

, -	���+ ���.
!� ���
=�1 B�����
 �%�����	
 �(� �	��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -4/
=�- 9������� ��������
 �	��
� �	 �	�����
 ����
 � � � � � � � � � � -4=

=�-�1 #���� ��� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � -4=
=�-�- 9������� ��������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -4=
=�-�4 9������� ��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -4<
=�-�/ ����(������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -/-
=�-�6 9������� �������(��
 ��� Cauchy � � � � � � � � � � � -/4
=�-�: 9������� �������(��
 )��� Maclaurin* � � � � � � � � � -/6
=�-�8 9������� ��
 ��>�
 )��� Cauchy*� � � � � � � � � � � � � -/:
=�-�= 9������� ��� �����)��� d’Alembert*� � � � � � � � � � � -/=
=�-�< 9������� ��� Raabé� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -6.
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<

=�-�1. 9������� ��� Kummer� � � � � � � � � � � � � � � � � � � -6-
=�-�11 9������� ��� Jensen� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -64
=�-�1- 9������� ��� Bertrand� � � � � � � � � � � � � � � � � � � -64
=�-�14 9������� ��� Gauss� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -6/

=�4 9������� ��������
 �	��
� �	 �	�����

��� ���������
 ����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -66
=�4�1 ;	���� ������� ��������
 �	���
� � � � � � � � � � � � � -66
=�4�- !������ �������� �	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � -66

=�/ ?���������	�	
 �	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -68
=�/�1 9������� ��� Leibniz � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -68

=�6 5	���� ��� �������� ����
 �	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � -:.
=�: !��%����'� �	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -:4
=�8 ;����	�� �	��
� ���� Cauchy � � � � � � � � � � � � � � � � � � -::
=�= 7������	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -:<
=�< � �	��� Taylor ���
 ���������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � -88
=�1. !����	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -=-

# ������./	+ ��� �	���+ ��������	
� �#�
<�1 !�������	
 ��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -<8
<�- 9������� �����
 ��������
 ���������


��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4..
<�4 A���� ��� ���� 	�� ������
 ���������
 � � � � � � � � � � � � � � 4.4
<�/ �����
���� ��� �������(�� ������


���������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4.:
<�6 2	���
 ��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41.
<�: 9������� �����
 ��������
 �	���


��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 414
<�8 A���� ��� ���� 	�� ����������
 �	���


��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41:
<�= �����
���� ��� �������(�� �	���


��������	(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 41=
<�< �����
���� ��� �������(�� %������	��
� � � � � � � � � � � � 41<
<�1. !����	�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4-=

0������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������
 ���(� ��������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44=

������
 �����
�(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44<
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1.

������
 �������(���(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4/.

������
 �	��� ���������(� ���� Laplace � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4/-

������
 ���������(� ���� Laplace � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4/4

&��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$$

��1�������/� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�



�
��
��
��
��
�	
�

��

�������� 	

�
���� ������
�
 ��
 �����
 !������
"

2�� 9	������ ���� ���%	��������� �	���� �	(������ %��������� ��������$
�� ����� ��  �������������� ��� 	���	�� 9	�������

5� ���+���>���	 �	 Δ ��� �� ��� %������� ��
 	��	��
 �(� ���������
�
�����
�$ %���%� Δ 	���� ��� ��� �� %���������C

(a, b), [a, b), (a, b], [a, b], (a,∞), [a,∞), (−∞, b), (−∞, b].

��� ��������� �� !" ����"�

�	!��
� ������ �Fermat� ����� ��	 Δ 
��
	 �	�����
 ��� R�

�� �	
 ��������� f : Δ → R �
���
	 �� ���	��� �
���	���� �	�� �
 ��


���
�	�� ���
�� x0 ��� �	
����
��� Δ �
	 �����
	 f ′(x0)� ���
 f ′(x0) = 0�

�' 2	�3�� ?�	�%� f(x0) 	���� � ������� ���� ��
 f ��� Δ$ �� �	�C f(x) ≤
f(x0)$ ��� ���	 x ∈ Δ� A!��$ ��� ���	 x ∈ Δ �� �	�

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0 ���� x < x0 ���

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0 ���� x > x0�

?�����(


f ′(x0) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0 ��� f ′(x0) = lim

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0�

2��	�

 f ′(x0) = 0�

)� ���%	�'� 	���� ����� �� f(x0) 	���� � 	�� ���� ���� ��
 f ��� Δ�*

�

11
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1- �������� �

)	

	����� 	�
��	/� ��� �	
��
���+ ��� Fermat.

� ������
 f ′(x0) 	���� � ����	�	���
 %�	������
 ��
 	���������
 ��
 ���&
����
 y = f(x) ��� ���	�� (x0, f(x0))� 2���(�� �	 �� 5	
���� ��� Fermat.
�� � f �����	� �� ������� � ��� 	�� ���� ���� ��
 ��� [a, b] ��� 	�(�	����
���	�� x0 ��� [a, b] ��� � f 	���� �����(������ ��� x0$ ���	 � 	��������� ���
(x0, f(x0)) 	���� ��������� ���� �'��� Ox�

�	!��
� ������ �Rolle� ����� f : [a, b] → R �	
 ��������� ����	
  ��


(i) f 
��
	 ���
��� ��� ��
	��� �	�����
 [a, b]

(ii) f 
��
	 �
�
�����	�� ��� 
��	��� �	�����
 (a, b)

(iii) f(a) = f(b)�

!��
 �����
	 c ∈ (a, b) �	
 �� ����� f ′(c) = 0.

�' 2	�3�� ?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� ��	���� %������� [a, b]$ � f ���
[a, b] � 	� ������� ���� M = f(xM) ��� 	�� ���� ���� m = f(xm)$ ����
xm, xM ∈ [a, b]� A!��$

m ≤ f(x) ≤M, ��� ���	 x ∈ [a, b].

!� m =M $ ���	 � f 	���� ����	��$ f ′(c) = 0 ��� ���	 c ∈ [a, b]�
!� m < M $ xm ∈ (a, b) � xM ∈ (a, b)$ ���	 ��� �� 5	
���� ���

Fermat)���� � f �����	� 	�� ���� ���� ��� xm ��� ������� ���� ��� xM *
��	��� ��� f ′(xm) = 0 � f ′(xM) = 0�

!� m < M $ xm 	∈ (a, b) ��� xM 	∈ (a, b)$ ���	 � f �����	� ��
 ����
 m ���
M ��� ���� a ��� b� ?�	�%� f(a) = f(b) �������	� ��� M = m$ ��� 	����
������

�

)	

	����� 	�
��	/� ��� �	
��
���+ ��� Rolle.

!� � f 	���� ���	 �
 ��� [a, b]$ �����(������ ��� (a, b) ��� �����	� ���
�%�� ���� ��� ���� ��� [a, b]$ ���	 ��� ������ 	�(�	���� ���	�� x0 ��� [a, b] �
	��������� ��
 y = f(x) ��� (x0, f(x0)) 	���� ��������� ���� �'��� Ox�
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�	!��
� ������ 4����+ 5�
�+6 �� � ��������� f 
��
	 ���
��� ���
��
	��� �	�����
 [a, b] �
	 �
�
�����	�� ��� 
��	��� �	�����
 (a, b)� ���

�����
	 c ∈ (a, b) �	
 �� �����

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
. )1�1*

�' 2	�3�� 5	(����	 �� ���������

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a), x ∈ [a, b].

� F ��������	� ��	
 ��
 �������
 ��� 5	(������
 ��� RolleC 	���� ���	 �

��� [a, b]$ � 	� ��� (a, b) �����(��

F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a

��� F (a) = 0 = F (b)� A!��$ ��� �� 5	
���� ��� Rolle ���� 	� c ∈ (a, b) ���
�� ����� F ′(c) = 0� 7���%�

f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0. )1�-*

� ������� )1�-* 	���� ���%����� �	 ��� )1�1*�
�

)	

	����� 	�
��	/� ��� �	
��
���+ ��� ����+ 5�
�+�

!� A = (a, f(a)) ��� B = (b, f(b))$ ���	 � ����	�	���
 %�	������
 ��


	��	��
 (AB) ��� %��� 	��� ��� �� ���	�� A ��� B ������� �	 f(b)−f(a)
b−a

. �
������
 f ′(c) 	���� � ����	�	���
 ��
 	���������
 ��
 y = f(x) ��� ���	��
(c, f(c))�

2���(�� �	 �� 5	
���� ����
 ����
$ �� � ��������� f 	���� ���	 �

��� ��	���� %������� [a, b] ��� �����(������ ��� ������� %������� (a, b)$ ���	
���� 	� ��� ���	�� (c, f(c))$ c ∈ (a, b)$ ��
 �������
 y = f(x)$ x ∈ [a, b] ���
����� � 	��������� 	���� ��������� ���� 	��	�� (AB)�

�	!��
� ����$� 4)	���	�
��� �	!��
� ����+ 5�
�+6 �� �	
���
����
	� f �
	 g 
��
	 ���
�
�� ��� ��
	��� �	�����
 [a, b]� �
�
�����	�
�
��� 
��	��� �	�����
 (a, b) �
	 g′(x) 	= 0 �	
 ��"
 x ∈ (a, b)� ���
 �����
	
c ∈ (a, b) �	
 �� �����

f ′(c)
g′(c)

=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
. )1�4*
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1/ �������� �

�' 2	�3�� 5� %	�'���	 ��� g(b) 	= g(a)$ %���%� ��� �� ������ ��� %	'��
����
 ��
 )1�4* � 	� ������ ��������$ �� �����	�� g(b) = g(a)$ ���	 ��� ��
5	
���� ��� Rolle. ���� 	� c ∈ (a, b) ��� ����� g′(c) = 0$ ��� 	���� ������

5	(����	 �� ���������

G(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
[g(x)− g(a)], x ∈ [a, b].

� G ��������	� ��	
 ��
 �������
 ��� 5	(������
 ��� RolleC 	���� ���	 �

��� [a, b]$ � 	� ��� (a, b) �����(��

G′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a
g′(x)

��� G(a) = 0 = G(b)� A!��$ ��� �� 5	
���� ��� Rolle ���� 	� c ∈ (a, b) ���
�� ����� G′(c) = 0� 7���%�

f ′(c)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a
g′(c) = 0. )1�/*

� ������� )1�/* 	���� ���%����� �	 ��� )1�4*�
�

�	!��
� ����"� �Darbux� �� � f 
��
	 �
�
�����	�� ��� �	�����
 [a, b]
�
	 f ′(a) 	= f ′(b)� ���
 �	
 ��"
 γ �
�
#$ f ′(a) �
	 f ′(b) �����
	 c ∈ (a, b) �	

�� ����� f ′(c) = γ�

�' 2	�3�� !
 ���������	 ��� f ′(a) < γ < f ′(b)�
5�����	 F (x) = f(x)− γx� ���	 F ′(x) = f ′(x)− γ�
� F 	���� �����(������ ��� [a, b]� ?�����(
 � F 	���� ���	 �
 ��� [a, b]�

A!��$ � F �����	� 	�� ���� ���� �	 ������ c ∈ [a, b]�
5� %	�'���	 ��� c ∈ (a, b)�

F ′(a) = f ′(a)−γ < 0 =⇒ F (x)− F (a)

x− a
< 0 ��� x ∈ (a, a+δ) =⇒ F (x) <

F (a) =⇒ F (a) %	� 	���� 	�� ���� ����� A!��$ c 	= a�

F ′(b) = f ′(b)− γ > 0 =⇒ F (x)− F (b)

x− b
> 0 ��� x ∈ (b− δ, b) =⇒ F (x) <

F (b) =⇒ F (b) %	� 	���� 	�� ���� ����� A!��$ c 	= b�
2��	�

 c ∈ (a, b)� !�� �� 5	
���� ��� Fermat F ′(c) = 0� A!��$ f ′(c)−

γ = 0$ ���%����� f ′(c) = γ�
!� f ′(b) < γ < f ′(a)$ ���	 ����� ���%	����	��� ��� � F �����	� �� �������

���� ��� c ∈ (a, b)�
�
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��# �$�� ��%�� ��" �����"

!� lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0$ ���	 �� ���� ��� ������� f(x)
g(x)

��� � ����'�

��� ����� ��� ������� 	'������� ��� ��
 ��������	�
 f ��� g� 2��� �	����(��

���� ���	 ��� �� ������ f(x)
g(x)

�����	� ��� �����%������� �����
0

0
$ ���� x→ a�

�'���2� ����	+ 
����+ 	/��� 7 0
0
, ∞

∞ , ∞ · 0, ∞−∞, ∞0, 00, 1∞�

0���2	/�
��� ������

1� 0
0
: lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

sin 2x

x
= 2

-� ∞
∞ : lim

x→∞
2x

3x
= 0, lim

x→∞
1 + x

x
= 1

4� ∞−∞ : lim
x→∞

[(x2 + 1)− x2] = 1, lim
x→0

[(x2 + 3)− x2] = 3

/� 0 · ∞ : lim
x→∞

[(
2

3

)x

· 3x
]
= ∞, lim

x→0

[
1

x
· x
]
= 1

6� 1∞ : lim
x→0

(1 + x)
1
x = e, lim

x→0

(
sin x

x

) 1
1−cos x

= −1

3

0��������� ������ � ��������� u(x)v(x) = ev(x) lnu(x) �����	� �����&
%������� ����� ���� x→ a$ ���� � 	�����
 v(x) lnu(x) �����	� �����%�������
����� 0 · ∞ ���� x→ a$ %���%� ���
 �������	
 �	����
�	�
C

� u(x) → ∞ ��� v(x) → 0 (����� ∞0)

� u(x) → 0 ��� v(x) → 0 (����� 00)

� u(x) → 1 ��� v(x) → ±∞ (����� 1∞)

% ��� ��+ ��� L’ Hospital

�	!��
� ������ ����� ��	 f, g : (a, b] → R 
��
	 �
�
�����	�
� ��� (a, b]�

�� lim
x→a+

f(x)= lim
x→a+

g(x)=0� g′(x) 	=0 ��� (a, b]� �
	 lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= L� ���


lim
x→a+

f(x)

g(x)
= L.



�
��
��
��
��
�	
�

��

1: �������� �

�' 2	�3�� ���>���	 F (x) = f(x) ��� G(x) = g(x) ��� ���	 x ∈ (a, b]$ ���
F (a) = G(a) = 0� ���	 F ��� G 	���� ���	 �
 ��� [a, b]$ �����(�����	
 ���
(a, b) ��� G′(x) 	= 0 ��� (a, b)� ?�����(
 ��� ���	 x ∈ (a, b) �� ��������	�

F ��� G 	���� ���	 �
 ��� [a, x]$ �����(�����	
 ��� (a, x) ��� G′(x) 	= 0 ���
(a, x)� 2���(�� �	 �	���	����� �	
���� ����
 ����


F (x)

G(x)
=
F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
=
F ′(cx)
G′(cx)

, a < cx < x < b

2��	�

 lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

F (x)

G(x)
= lim

cx→a+

F ′(cx)
G′(cx)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

.

�	!��
� ����$� ����� ��	 f, g : (a, b] → R 
��
	 �
�
�����	�
� ��� (a, b]�

�� lim
x→a+

f(x)= lim
x→a+

g(x)=∞� g′(x)	=0 ��� (a, b]� �
	 lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= L� ���


lim
x→a+

f(x)

g(x)
= L.

�' 2	�3�� A?��( ��� L ∈ R� ?�	�%�

lim
x→a+

g(x) = ∞ )1�6*

���� 	� δ > 0 ������ 
��	 g(x) > 1 ��� ���	 x ∈ (a, a + δ)� ?�����(
 � g
	���� �	���� ��� (a, a + δ)� A?��( ��� x0 ∈ (a, a + δ)� ?�	�%� g(x0) > 0 ���
lim
x→a+

g(x) = ∞$ ���� 	� c ∈ (a, x0) ������ 
��	 ��� ���	 x ∈ (a, c) �� �� �	�

g(x) > g(x0)� A!��$
g(x)− g(x0)

g(x)
> 0 ��� (a, c)�

A?��( x ∈ (a, c)� ���	 x ∈ (a, x0)� !�� �� ;	���	����� 5	
���� ����

����
$ ���� 	� cx ∈ (x, x0)$ ������ 
��	

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(cx)
g′(cx)

.

?�����(


lim
x→a+

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
= lim

cx→a+

f ′(cx)
g′(cx)

= L. )1�:*

!�� ��� �������(
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
− L

)(
g(x)− g(x0)

g(x)

)
=
f(x)

g(x)
− f(x0)

g(x)
− L+ L

g(x0)

g(x)
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�������	� ���

f(x)

g(x)
=

(
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
− L

)(
1− g(x0)

g(x)

)
+
f(x0)

g(x)
+ L− g(x0)

g(x)
L. )1�8*

!�� ��
 � ��	�
 )1�6*$ )1�:* ��� )1�8* ��� x→ a+ ��������	 lim
x→a+

f(x)

g(x)
= L.

!� L = lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= ∞$ ���	 f ′(x) 	= 0 �	 ��� %������� (a, a+ε)� ����	

lim
x→a+

g′(x)
f ′(x)

= 0� 2��	�



lim
x→a+

g(x)

f(x)
= lim

x→a+

g′(x)
f ′(x)

= 0 =⇒ lim
x→a+

f(x)

g(x)
= ∞.

0��������� ����"� �� 5	(������ 1�-�4 ��� 1�-�/ �� ���� �� ��� ����
��� a+ ������	 a− )�������� �$ a* ��� ��� ���� ��� (a, b] ������	 [b, a)
)�������� �$ (a− ε, a+ ε)*�

�	!��
� ����(� ����� ��	 f, g : [a,∞) → R 
��
	 �
�
�����	�
� ���
[a,∞)�

�� lim
x→∞

f(x)= lim
x→∞

g(x)=0� g′(x) 	=0 ��� [a,∞)� �
	 lim
x→∞

f ′(x)
g′(x)

= L� ���


lim
x→∞

f(x)

g(x)
= L.

�' 2	�3�� 5�����	 F (t) = f(1
t
) ��� G(t) = g(1

t
)$ t ∈ (0, 1/a]�

���	 lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0+

F (t)

G(t)
. ?�	�%� lim

t→0+
F (t) = lim

t→0+
G(t) = 0$ ��� ��

5	
���� 1�-�4C

lim
t→0+

F (t)

G(t)
= lim

t→0+

F ′(t)
G′(t)

= lim
t→0+

f ′(1
t
) · (− 1

t2

)
g′(1

t
) · (− 1

t2

) = lim
t→0+

f ′(1
t
)

g′(1
t
)
= lim

x→∞
f ′(x)
g′(x)

= L.

�	!��
� ������ ����� ��	 f, g : [a,∞) → R 
��
	 �
�
�����	�
� ���
[a,∞)�

�� lim
x→∞

f(x)= lim
x→∞

g(x)=∞� g′(x)	=0 ��� [a,∞)� �
	 lim
x→∞

f ′(x)
g′(x)

= L� ���


lim
x→∞

f(x)

g(x)
= L.



�
��
��
��
��
�	
�

��

1= �������� �

�' 2	�3�� 5�����	 F (t) = f(1
t
) ��� G(t) = g(1

t
)$ t ∈ (0, 1/a]�

���	 lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

t→0+

F (t)

G(t)
. ?�	�%� lim

t→0+
F (t) = lim

t→0+
G(t) = ∞$ ��� ��

5	
���� 1�-�/C

lim
t→0+

F (t)

G(t)
= lim

t→0+

F ′(t)
G′(t)

= lim
t→0+

f ′(1
t
) · (− 1

t2

)
g′(1

t
) · (− 1

t2

) = lim
t→0+

f ′(1
t
)

g′(1
t
)
= lim

x→∞
f ′(x)
g′(x)

= L.

0��������� ����,� �� 5	(������ 1�-�: ��� 1�-�8 �� ���� �� ��� ����
��� x → ∞ ������	 x→ −∞ ��� ��� ���� ��� [a,∞) ������	 (−∞, a]�

0��������� ����#� !� lim
x→a

f(x) = ∞ ��� lim
x→a

g(x) = −∞$ ���	

lim
x→a

f(x)

g(x)
= − lim

x→a

f(x)

−g(x) = − lim
x→a

f ′(x)
−g′(x) = lim

x→a

f ′(x)
g′(x)

.

0���2	/�
��� �����8�

����� 0
0
�

1� lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0

[ln(1 + x)]′

x′
= lim

x→0

1
1+x

1
= 1

-� lim
x→∞

1
x

sin 1
x

= lim
x→∞

(
1
x

)′(
sin 1

x

)′ = lim
x→∞

( 1
x
)′

( 1
x
)′ · cos( 1

x
)
= lim

x→∞
1

cos(1/x)
= 1.

����� ∞
∞ �

4� lim
x→1+

e
1

x−1

− ln(x− 1)
= lim

x→1+

(
e

1
x−1

)′

(− ln(x− 1))′
= lim

x→1+

e
1

x−1 · 1
(x−1)2

1
x−1

=

= lim
x→1+

e
1

x−1 · 1

x− 1
= ∞.

/� lim
x→∞

x

ex
= lim

x→∞
[x]′

[ex]′
= lim

x→∞
1

ex
= 0

����� 0 · ∞�

!� lim
x→a

f(x) = 0 ��� lim
x→a

g(x) = ∞$ ���	

lim
x→a

[f(x) · g(x)] = lim
x→a

g(x)
1

f(x)

= lim
x→a

[g(x)]′

[ 1
f(x)

]′
.



�
��
��
��
��
�	
�

��

������ ��	
���
� �����
���� �������� 1<

6� lim
x→0

(x lnx) = lim
x→0

ln x
1
x

= lim
x→0

[ln x]′

[ 1
x
]′

= lim
x→0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→0

x = 0

����� ∞−∞�

!� lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞ ��� >��	���� �� �����������	 �� ����

lim
x→a

[f(x)− g(x)]$ ���	 �	��� �����>���	 ��� ��������� f(x)− g(x) (


	'�
C

f(x)− g(x) =
f(x)− g(x)

f(x) · g(x) · f(x) · g(x) =
f(x)−g(x)
f(x)·g(x)

1
f(x)·g(x)

=

1
g(x)

− 1
f(x)

1
g(x)·f(x)

!���
 �����
 	����C

f(x)− g(x) = f(x)
[
1− g(x)

f(x)

]
, ��

g(x)

f(x)
→ a 	= 1

f(x)− g(x) =
1− g(x)

f(x)

1
f(x)

, ��
g(x)

f(x)
→ 1

:� lim
x→0

(1
x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

ex − 1− x

x(ex − 1)
= lim

x→0

[ex − 1− x]′

[x(ex − 1)]′
=

= lim
x→0

ex − 1

(ex − 1) + xex
= lim

x→0

ex

ex + ex + xex
=

1

2
.

8� lim
x→∞

(x− ln x) = lim
x→∞

(
1− ln x

x

)
x = L ���

lim
x→∞

ln x

x
= lim

x→∞
[ln x]′

[x]′
= lim

x→∞

1
x

1
= lim

x→∞
1

x
= 0 =⇒ L = (1−0)·∞ = ∞.

�����+ 00, ∞0, 1∞�

=� lim
x→0

(sin x)x = lim
x→0

eln(sinx)x = lim
x→0

ex ln(sinx) ���

lim
x→0

x ln(sin x) = lim
x→0

ln(sin x)
1
x

= lim
x→0

[ln(sin x)]′

[ 1
x
]′

= lim
x→0

cos x
sinx

− 1
x2

=

= lim
x→0

x cos x
− sinx

x

= 0

A!��$ lim
x→0

ex ln(sinx) = e0 = 1�
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�	
�

��

-. �������� �

<� lim
x→∞

(1 + x)
1
x = lim

x→∞
eln(1+x)

1
x = lim

x→∞
e

1
x
ln(1+x) ���

lim
x→∞

ln(1 + x)

x
= lim

x→∞
[ln(1 + x)]′

[x]′
= lim

x→∞

1
1+x

1
= 0.

A!��$ lim
x→∞

e
1
x
ln(1+x) = e0 = 1�

1.� lim
x→0

(
sin x

x

) 1
1−cos x

= lim
x→0

e
1

1−cos x
ln( sinx

x ) = eL$ ����

L = lim
x→0

[
1

1− cos x
ln

(
sin x

x

)]
= lim

x→0

ln sin x− ln x

1− cosx
=

= lim
x→0

cos x
sinx

− 1
x

sin x
= lim

x→0

x cosx− sin x

x sin2 x
= −1

3

��& �'$�" ��� Taylor�

����
���� +����� n (
 ���
 x 	���� ���	 ��������� ��
 �����


p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n, ���� an 	= 0.

�� ��	��	����� �(� ����(���(� 	���� ��� �� ����
 ���
 +��������� 	����� �	
�	�	������� �����
 �������������
� ��� �������	(��

A���� � %������ �(� ���
� ���
 ���������
 ��� ��
 ����
 	��
 ����(�����
	���� 	�� ����$ �������	$ ��� ���������
 �����
$ ��  ��������������	 ��
����
���� ��� �� �������>���	 ��
 ����
 ��
 ���������
� ;�� ��� ���� ����
	���� ��������� � 	������ ��� ���+������
 ��
 ����������
 ���
 ���������

�	 ��� ����
�����

�����(��>����
 %��%� ��� �� ����
���� ��������	

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n =⇒ a0 = p(0)

p′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + ... + nanx

n−1 =⇒ a1 = p′(0)

p′′(x) = 2a2 + 2 · 3x+ ...+ (n− 1)nanx
n−2 =⇒ a2 =

p′′(0)
2

....... .... .......................................................................

p(n)(x) = n! an =⇒ an =
p(n)(0)

n!

2��	�



p(x) = p(0) +
p′(0)
1!

x+
p′′(0)
2!

x2 + . . .+
p(n)(0)

n!
xn



�
��
��
��
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�	
�

��

������ ��	
���
� �����
���� �������� -1

A����� ���%	����	��� ��� ��

p(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + ... + an(x− x0)

n

���	

p(x) = p(x0) +
p′(x0)
1!

(x− x0) +
p′′(x0)
2!

(x− x0)
2 + . . .+

p(n)(x0)

n!
(x− x0)

n

0 ���
� ������ ����� f �	
 ��������� ��	����� �
 ��
 �	�����
 Δ �
	
��� x0 ∈ Δ �������� �
������	 f ′(x0)� f ′′(x0)� ���� f (n)(x0)� !��
 �� ���� ��%
��

pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)
1!

(x− x0) +
f ′′(x0)
2!

(x− x0)
2 + ... +

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n


��
	 �� ���
�	�� ���� ���� �
 �	� 	�	����
�&

pn(x0) = f(x0), p
′
n(x0) = f ′(x0), ..., p(n)n (x0) = f (n)(x0).

%���
 + ������ �� ����
���� pn ���	���� ���� ���� Taylor n%��#�� ���
f ��� �
�	��� ��� ���
��� x0�

;�� x0 = 0 ��������	 �� ���� ���� MaclaurinC

pn(x) = f(0) +
f ′(0)
1!

x+ ...+
f (n)(0)

n!
xn

��
 f $ 	����� x0 = 0 ∈ Δ ��� ������� 1�4�1�

�	!��
� ������ �Taylor� �� � ��������� f ��
	 �
������ f (n+1)� n ∈ N�
��� �	�����
 Δ ⊆ R� ���
 �	
 ���	
�����
 �	
'��
�	�� x, x0 ∈ Δ� �����
	 c
�
�
#$ ��� x �
	 x0� x 	= c 	= x0� ����	�  ��


f(x) = f(x0)+
f ′(x0)
1!

(x−x0)+ ...+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+ f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x−x0)n+1.

)1�=*

�' 2	�3�� !
 ���������	 ��� x0 < x )��� x0 > x � ���%	�'� 	���� �����*�
5	(����	 ��
 ��������	�
C

k(t) = f(t) +
f ′(t)
1!

(x− t) + ... +
f (n)(t)

n!
(x− t)n, t ∈ [x0, x] )1�<*

g(t) = (x− t)n+1, t ∈ [x0, x]
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��

-- �������� �

?�	�%� � f (n+1) ���� 	� ��� [x0, x] ⊆ Δ$ � f (n) 	���� ���	 �
 ��� [x0, x]�
�� ��������	�
 k ��� g ��� ��� ������ ���
 	���� ���	 	�
 ��� [x0, x] ���

�����(�����	
 ��� (x0, x)� A? ���	

k′(t) =
f (n+1)(t)

n!
(x− t)n ��� g′(t) = −(n + 1)(x− t)n.

?�����(
 g′(t) 	= 0 ��� ���	 t ∈ (x0, x)� !�� �� �	���	����� �	
���� ��

����
 ����
 ���� 	� c ∈ (x0, x) ��� �� �����

k′(c)
g′(c)

=
k(x)− k(x0)

g(x)− g(x0)
. )1�1.*

����	 � ����
 )1�1.* ����	���

f(n+1)(c)
n!

(x− c)n

−(n + 1)(x− c)n
=

f(x)− k(x0)

−(x− x0)n+1
.

?�����(


f(x) = k(x0) +
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

!���������
���
 �� k(x0) ��� ��� ������� )1�<* ���� �	�	����� ������� ��������	
��� ���� )1�=*�

�

%���
 + ����$� � ����
 )1�=* ���	���� !$��� ��� Taylor ��
 f ��� �	��� �
��� x0� � ���������

Rn(x) =
f (n+1)(cx)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1,

)���� cx ����	� ��� ������� %������� �	 ���� x ��� x0* ���	���� �����	��
��
�� Lagrange� �	
 �� ������$�� Taylor ��� f ��#�� n ������� x0�

� ����
 ��� Taylor )1�=* ����	��� f(x) = pn(x) + Rn(x)$ ���� pn 	����
�� ����
���� Taylor ��
 f ��'�
 n� � ����
 ��� Taylor �	 �������� Rn(x)
����	���C

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)
1!

(x− x0) + ...+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x).
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������ ��	
���
� �����
���� �������� -4

5� 	'	������	 �� ������ Rn(x) = f(x) − pn(x) ��
 ����	�����
 ��

���������
 f �	 �� ����
���� ��� Taylor pn�

!
 ���������	 ��� 	������� �(� ���������	(� ��� 5	(������
 Taylor �
f (n+1) 	���� ���	 �
 ��� %������� Δ� ���	 � ��������� f (n+1) 	���� ��������
��� ��	���� %������� �	 ���� �� ���	�� x ��� x0� 2��	�



lim
x→x0

Rn(x) = lim
x→x0

f (n+1)(cx)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 = 0.

;�� x0 = 0 ���� ���� ��� Taylor ��������	 ��� �$�� ��� MaclaurinC

f(x) = f(0)+
f ′(0)
1!

x+ ...+
f (n)(0)

n!
xn+Rn(x), ���� Rn(x) =

f (n+1)(cx)

(n+ 1)!
xn+1.

���� �� ������ Rn(x) 	���� ���	�� �����$ �������	 �� �� �����	�D���	
���� ���� ��� Taylor ��� �� ������	 ��� ����	�������� ����

f(x) ≈ f(x0) +
f ′(x0)
1!

(x− x0) + ... +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n,

�$ ��� ��� ���� ��� Maclaurin

f(x) ≈ f(0) +
f ′(0)
1!

x+ ... +
f (n)(0)

n!
xn.

0���2	/�
��� ����"�

1� 5� +����	 �� ����
���� Taylor n&��'�
 ��
 f(x) = ex ��� x0 = 0�

?�	�%�$ f ′(x) = ex, ..., f (n)(x) = ex$ ��� ���	 x ∈ R$ ���	���	��� ���
f (n)(x0) = f (n)(0) = e0 = 1$ ��� ���	 n ∈ N� A!��$

pn(x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
.

-� !�� ��� ����	�������� ���� ex ≈ 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ ... +

xn

n!
��� x = 1

��������	

e ≈ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ... +

1

n!
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�	
��
��� ����+ 5�
�+�

��$��� 7	�'�	 ��� � 	'��(�� x2−x sin x−cosx = 0 � 	� ����+

 - ����������

��>	
�

��$��� E� ���%	� �	� ��� � 	'��(�� x3−3x+a = 0 � 	� �� ���� ��� ��>� ���
%������� [−1, 1]�

��$��� E� ���%	� �	� ��� �� � f 	���� ���	 �
 ��� [a, b]$ �����(������ ���
(a, b) ���
f(a) = f(b) = 0$ ���	 ��� ���	 c ∈ R ���� 	� xc ∈ (a, b) ��� �� �����
cf(xc) + f ′(xc) = 0�

9' 2	�3�7 ?�������	 �� 5	
���� ��� Rolle ���� g(x) = ecxf(x)�

��$�$� !� ���� 	� f ′′ ��� [0, a] ��� f(0) = f ′(0) = 0$ ���	 f(a) = a2f ′′(c)
2

$
���� c ∈ (0, a)�

9' 2	�3�7 ?�������	 �� 5	
���� ��� Rolle ���� F (x) = f(x)−x2

a2
f(a)�

��$�"� !� � f 	���� ���	 �
 ��� [a, b]$ �����(������ ��� (a, b) ��� lim
x→a+

f ′(x) =

A ∈ R $ ���	 f ′
+(a) = A )�������� �$ lim

x→b−
f ′(x) = B ∈ R =⇒ f ′

−(b) = B*�

����� !� x ∈ (a, b)$ ���	 [a, x] ⊆ [a, b]� ?�����(
 � f 	���� ���	 �

[a, x] ��� �����(������ ��� (a, x)� !�� �� 5���� ���� 	� cx ∈ (a, x) ��� ��

����� f ′(cx) =
f(x)−f(a)

x−a
�

A!��$ f ′
+(a) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a+
f ′(cx) = lim

x→a+
f ′(x) = A.

��$�(� E� +�	���� f ′
+(−1) ��� f ′

−(1) ��� ��� f(x) = x arcsin x+
√
1− x2�

9' 2	�3�7 ?�������	 ��� ������� ��
 ��������	��
 ������
�

��$��� 7	�'�	 ���
a

1 + a
< ln(1 + a) < a ��� ���	 a ∈ (0,∞)�

9' 2	�3�7 ?�������	 �� 5����� ���� f(x) = ln(1 + x)$ x ∈ [0, a]�

��$�,� � ��������� f 	���� ���	 �
 ��� [a, b] ��� � 	� %	��	�� �����(�� f ′′

��� (a, b)� 7	�'�	 ���C �� f(a) = f(b) = 0 ��� f(c) > 0 ��� ������ c ∈ (a, b)$
���	 f ′′(ξ) < 0 ��� ����� ����� ��� ξ ∈ (a, b)�
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�'���2� ����	+ 
����+

��$�#� B�	��	 �� ����C

)�A* lim
x→0

2x − 1

x
, )+A* lim

x→1

x3 − 3x2 + 2

x3 − 4x2 + 3
, )�A* lim

x→0

8x − 7x

6x − 5x
, )%A* lim

x→0

5x − 4x

x2 + x
,

)	A* lim
x→∞

ln x

x2
, )��A* lim

x→0+
[ln x · ln(1 + x)], )�A* lim

x→−∞

(√
x3

x− 2
+ x

)
.

�'�����	�+7)�A* ln 2, )+A* 3
5
, )�A* ln 8−ln 7

ln 6−ln 5
, )%A* ln 5

4
, )	A* .$ )��A* .$ )�A* &1�

��$��8� 7	�'�	 ���

)�A* lim
x→0

loga(1+x)
x

= loga e

)+A* lim
x→0

ax−1
x

= ln a

)�A* lim
x→0+

xp ln x =

{
0 �� , p > 0

−∞ �� p ≤ 0.

)%A* lim
x→∞

(
1 + a

x

)x
= ea$ a ∈ R

)	A* lim
x→1+

(
x

x−1
− 1

lnx

)
= 1

2

)��A* lim
x→∞

xn

ex
= 0$ ��� ���	 n = 1, 2, ...�

)>A* lim
x→0+

[x(ln x)n] = 0 ��� ���	 n = 1, 2, ...�

)�A* lim
n→∞

n
√
n = 1�

5�'�+ ��� Taylor�

��$���� E� ����	� �� ����
���� Taylor 3&��'�
 ��� ��� ��������� f(x) =
x

x−1
��� x0 = 2.

��$���� E� ����	� �� ����
���� Maclaurin n&��'�
 �(� ��������	(�C

ax, sin x, cosx, sinh x =
ex − e−x

2
, cosh x =

ex + e−x

2
, xex
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��$���� E� ����	� �� ����
���� Taylor n&��'�
 ��� ��� ��������� f ���

x0C

)�A* f(x) = 1
x
, x0 = −1.

)+A* f(x) = x3 ln x, x0 = 1

)�A* f(x) =
√
x, x0 = 4.

��$��$� E� ����	� �� ����
���� Maclaurin -�
 ��'�
 ��
 ���������
 f ���
�� ����������� ������� �� ��������	�
 y = f(x) ��� y = p2(x)C

)�A* f(x) = arcsin x�

)+A* f(x) = tan x�
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#��$�� ���
�������

�� 9	������ ���� ������	��� ��� �	���� �	 ��� +���	�� �����
�(� �(�
���������
� ��������	(� ���
 ����������
 �	��+����
�

#�� *�� ������ ��+���+��"

%���
 + ������ A?��( f : S → R$ S ⊆ R�

• � f ���	��� 
$#���
 �������� 
$#���
� ��� S �� ��� ���	 x, y ∈ S �	
x < y �� �	� f(x) ≤ f(y) )f(x) < f(y)*�

• � f ���	��� '"�����
 �������� '"�����
� ��� S �� ��� ���	 x, y ∈ S
�	 x < y �� �	� f(x) ≥ f(y) )f(x) > f(y)*�

• � f ���	��� �������� ��� S �� 	���� � ��'���� � �������� ��� S ���
������� �������� ��� S �� 	���� � �����(
 ��'���� � �����(
 ��������
��� S�

�	!��
� ������ ����� f �	
 ��������� ���
��� ��� �	�����
 Δ �
	
�
�
�����	�� ��� 
���
�	�� ��� Δ�

( f 
��
	 ��
"
�� ���Δ 
� �
	 ����� 
� f ′(x) = 0 �	
 ��"
 x ��� 
���
�	��
��� Δ�

�' 2	�3�� !� f(x) = c ��� ���	 x ∈ Δ$ ���	 �	 ���	 x0 ��� 	�(�	����
��� Δ �� �	�C

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

c− c

x− x0
= 0.

-8
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-= �������� 	

!��������(
$ ���( ��� �	 ���	 	�(�	���� ���	�� ��� Δ �� �	�C f ′(x) = 0�
5	(����	 %�� �� ��� ���	�� x1, x2 ∈ Δ �	 x1 < x2�
?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� [x1, x2] ��� �����(������ ��� (x1, x2)$

����(�� �	 �� 5	
���� ��
 ����
 ����
 1�1�4C

f(x1)− f(x2) = f ′(c)(x1 − x2),

���� c ∈ (x1, x2) ���$ ���$ c 	���� 	�(�	���� ���	�� ��� Δ� !�� ��� ����	��
f ′(c) = 0� ?�����(
 f(x1) = f(x2) ���$ ���	�

 � f 	���� ����	�� ��� Δ�

�

�	!��
� ������ ����� ��	 � ��������� f : Δ → R 
��
	 ���
��� ��� Δ
�
	 �
�
�����	�� ��� 
���
�	�� ��� Δ�

(i) ( f 
��
	 
$#���
 ��� Δ⇐⇒f ′(x) ≥ 0 �	
 ��"
 x ��� 
���
�	�� ��� Δ�

(ii) (f 
��
	 '"�����
 ��� Δ⇐⇒f ′(x) ≤ 0 �	
 ��"
 x ��� 
���
�	�� ��� Δ�

�' 2	�3�� )i* A?��( ��� � f 	���� ��'���� ��� Δ ��� x 	���� ��� ���	��
��� 	�(�	���� ��� Δ� ���	 ��� ���	 h > 0 ������ 
��	 x + h ∈ Δ �� �	�
f(x+ h) ≥ f(x)� ?�����(


f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0.

A!��$

f ′(x) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0

!��������(
$ ���( ��� f ′(x) ≥ 0 ��� ���	 x ��� 	�(�	���� ��� Δ�
5	(����	 x′, x′′ ∈ Δ ������ 
��	 x′ < x′′� 2���(�� �	 �� 5	
���� ��


����
 ����
 1�1�4 ���� 	� ξ ∈ (x′, x′′) ������ 
��	

f(x′′)− f(x′) = f ′(ξ)(x′′ − x′).

?�	�%� f ′(ξ) ≥ 0 ��� x′′ − x′ > 0$ �������	� ��� f(x′′)− f(x′) ≥ 0�
A!��$ f(x′) ≤ f(x′′)� 2��	�

 � f 	���� ��'���� ��� Δ

(ii) !��%	����	��� ����� �	 ��� ������� (i)�
�
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�	!��
� ����$� ����� f : Δ → R 
��
	 ���
��� ��� Δ �
	 �
�
�����	��
��� 
���
�	�� ��� Δ�

( f 
��
	 ������� 
$#���
 �'"�����
� ��� Δ 
� �
	 ����� 
�

(i) f ′(x) ≥ 0 �f ′(x) ≤ 0� �	
 ��"
 x ��� 
���
�	�� ��� Δ �
	

(ii) �
 ��"
 ����	�����
 ��� Δ �����
	 x ����	�  ��
 f ′(x) 	= 0�

�' 2	�3�� A?��( � f 	���� �����(
 ��'���� ��� Δ� ���	

)i* � f 	���� ��'���� ��� Δ$ ��� f ′(x) ≥ 0 ��� �� ��������	�� �	
�����

)ii* !� Δ′ 	���� ��� ���%������� ��� Δ ��� x′, x′′ ∈ Δ′ �	 x′ < x′′$ ���	
����(�� �	 �� �	
���� ��
 ����
 ����
 ���� 	� ξ ∈ (x′, x′′)$ ������

��	

f ′(ξ) =
f(x′′)− f(x′)

x′′ − x′

?�	�%� � f 	���� �����(
 ��'���� f(x′′) > f(x′)$ ��� f ′(ξ) > 0� A!��$
ξ ∈ Δ′ ��� f ′(ξ) 	= 0�

!��������(
$ ���( ��� � f ��������	� ��� )i* ��� )ii*�
5	(����	 x′, x′′ ∈ Δ ������ 
��	 x′ < x′′� !�� ��� )i* ��� �� ��������	��

�	
���� � f 	���� ��'���� ��� Δ� 2��	�

 ��� ���	 x ∈ [x′, x′′] �� �	�C
f(x′) ≤ f(x) ≤ f(x′′)�

!� f(x′) = f(x′′)$ ���	 f(x′) = f(x) = f(x′′) ��� ���	 x ∈ [x′, x′′]�
?�����(
 f ′(x) = 0 ��� ���	 x ∈ (x′, x′′)$ ��� %	� ����(�	� �	 ��� )ii*�

A!��$ f(x′) < f(x′′)$ %���%� � f 	���� �����(
 ��'�����
�

0 ���
� ����"� ����� f : Δ → R 
��
	 ���
��� ��� �	�����
 Δ �
	
�
�
�����	�� ��� 
���
�	�� ��� Δ�

(i) �� f ′(x) > 0 �	
 ��"
 x ��� 
���
�	�� ��� Δ� ���
 � f 
��
	 �������

$#���
 ��� Δ�

(ii) �� f ′(x) < 0 �	
 ��"
 x ��� 
���
�	�� ��� Δ� ���
 � f 
��
	 �������
'"�����
 ��� Δ�

0���2	��
� ����(�

5� +����	 ��� 	�� ���� ���� ��
 f(x) = x
√
x+ 3x�

�� �	%�� ������� ��
 ���������
 	���� �� %������� [0,∞)�

A? ���	 f ′(x) = 3
√
x

2
+ 3 > 0 ��� ���	 x ∈ (0,∞)$ ��� � f 	���� �����(


��'���� ��� [0,∞)� 2��	�

 f(0) = 0 	���� � 	�� ���� ���� ��
 f �
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4. �������� 	

#�# �)�%����

%���
 + ������ A?��( f : S → R$ S ⊆ R� 5� ���	 ���C

• � ��������� f � 	� ���	�� ���	��� f(x0) ��� ���	�� x0 ∈ S �� ���� 	�
δ > 0 ������ 
��	 (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ S ��� f(x0) ≥ f(x) ��� ���	
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)�

• � ��������� f � 	� ���	�� 
���	��� f(x0) ��� ���	�� x0 ∈ S �� ���� 	�
δ > 0 ������ 
��	 (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ S ��� f(x0) ≤ f(x) ��� ���	
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)�

• � ��������� f � 	� 
����
�� f(x0) ��� x0 �� � f � 	� ��� x0 � ������
������� � ������ 	�� �����

• � ��������� f � 	� 
������ ���	��� �
���	���� f(x0) ��� x0 ∈ S ��
��� ���	 x ∈ S �� �	�C f(x) ≤ f(x0) )f(x) ≥ f(x0)*�

0��������� ������ ��� ��������� f ����	� �� � 	� �������� ���� ���
	�(�	���� ���	�� ��� �	%��� ������� ��
$ %���%� �	 ���	�� x0 ���
�	�����+������� ��� �	%�� ������� ��
 f ��>� �	 ��� %������� (x0− δ, x0+ δ)�

!� � f 	���� �������� ��� %������� [a, b] ��� � 	� ������� ������� ���
x0 ∈ (a, b)$ ���	 � f � 	� ��� ������ ������� ��� x0 � A��(
 � f ����	� �� � 	�
������� ������� ��� �	 ��� ��� �� ���� a � b� 2��	�

$ �� � f � 	� ������
������� ��� ������ ��� �� ���	�� x1, ..., xn ∈ (a, b)$ ���	 �� ������� �������
��
 f ��� [a, b] 	���� � ������
 max{f(a), f(x1), ..., f(xn), f(b)}�

!� � f 	���� �������� ��� %������� [a, b] ��� � 	� � 	� ������ 	�� ���� ���
������ ��� �� ���	�� x1, ..., xn ∈ (a, b)$ ���	 �� ������� 	�� ���� ��
 f ���
[a, b] 	���� � ������
 min{f(a), f(x1), ..., f(xn), f(b)}�
�	!��
� ������ �� �	
 ��������� f ��
	 
����
�� ��� ���
�� x0 �
	 
��
	
�
�
�����	�� ��� x0� ���
 f ′(x0) = 0�

�' 2	�3�� A?��( � f � 	� ��� x0 ������ �������� ���	 ���� 	� δ > 0
������ 
��	 ��� ���	 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) �� �� �	� f(x) ≤ f(x0)� A!��$ �
f : (x0 − δ, x0 + δ) → R �����	� �� ������� ���� �	 ��� 	�(�	���� ���	�� x0
��� %���������
 (x0 − δ, x0 + δ)� ?�	�%� � f 	���� �����(������ ��� x0$ ���
�� 5	
���� ��� Fermat �������	� ��� f ′(x0) = 0�

�� �	
���� ���%	����	��� ����� �� � f � 	� ��� x0 ������ 	�� �����
�
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%���
 + ����$� A?�� ���	�� x0 ���	���� ����	�� ���
�� ��
 ���������

f : S → R$ S ⊆ R ����

(i) ���� 	� δ > 0 ��� �� ����� (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ S ���

(ii) � f ′(x0) = 0 � ��� x0 � f %	� 	���� �����(�������

0 ���
� ����"� �� �	
 ��������� f ��
	 
����
�� ��� x0� ���
 x0 
��
	
����	�� ���
�� ��� f �

0��������� ����"� �� ���	�� ��� ����� � f � 	� �������� ���>�����	
����	�� ��� ������� ���	�� ��
 f �

0���2	/�
��� ����(�

1� E� +�	���� �� �������� ��
 f(x) = 3
√
x2(x− 3)$ x ∈ (−∞,∞)�

����7 B�������	 �� ������� ���	��C

f ′(x) =
2

3
x−

1
3 (x− 3) + x

2
3 =

5x− 6

3 3
√
x
$ �� x 	= 0�

f ′
−(0) = lim

x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

3
√
x2(x− 3)

x
= lim

x→0−

x− 3
3
√
x

= ∞

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 6
5
�

A!�� �� ������� ���	�� 	���� x = 0 ��� x = 6
5
�

f ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0) ∪ (6
5
,∞) ��� f ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (0, 6

5
)�

?�����(
 � f 	���� �����(
 ��'���� ��� %��������� (−∞, 0] ��� [6
5
,∞)

��� �����(
 �������� ��� %������� [0, 6
5
]�

2��	�

 � f � 	� ������ ������� f(0) = 0 ��� ������ 	�� ����

f(6
5
) = −9

5
3

√
36
25
�

-� E� +�	���� �� �������� ��
 f(x) =
√|x|$ x ∈ (−∞,∞)�

����7 B�������	 �� ������� ���	��C

x > 0 =⇒ f ′(x) = (
√
x)′ = 1

2
√
x
> 0 =⇒ � f %	� � 	� ������� ���	��

��� (0,∞) =⇒ � f %	� � 	� �������� ��� (0,∞)�

x < 0 =⇒ f ′(x) = (
√−x)′ = − 1

2
√−x

< 0 =⇒ � f %	� � 	� �������

���	�� ��� (−∞, 0) =⇒ %	� � 	� �������� ��� (−∞, 0)�
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f ′
+(0) = lim

x→0+

√
x
x

= ∞ =⇒ � f %	� 	���� �����(������ ��� 	�(�	����

���	�� x0 = 0 =⇒ x0 = 0 	���� ������� ���	���

?�	�%� � f 	���� �������� ��� (−∞, 0] ��� ��'���� ��� [0,∞)$ �� ������
	�� ���� 	���� �� f(0) = 0�

0��������	�+ ������

1� !�� ��� ������� f ′(x0) = 0 %	� ���	���	��� ��� f(x0) 	���� ���������

;�� ����%	���� � f(x) = x3 	���� �����(
 ��'���� ��� (−∞,∞) ���$
���	�

$ %	� � 	� ��������� A��(
 f ′(0) = 0�

-� � �� ����'� ��
 f ′(x0) %	� ���	���	��� ��� �� f(x0) 	���� ���������

;�� ����%	���� � f(x) = 3
√
x 	���� �����(
 ��'���� ��� (−∞,∞) ���$

���	�

$ %	� � 	� ��������� A��(
 � f %	� 	���� �����(������ ���
x0 = 0 ����

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

3
√
x

x
= ∞

4� � ����'� ��������� ��� ���	�� x0 %	� ���	���	��� ��� f ′(x0) = 0$ ����
� f ����	� �� ��� 	���� �����(������ ��� x0�

;�� ����%	���� �� f(x) = 3
√
x2$ ���	 f ′(x) = 2

3 3
√
x
��� x 	= 0�

?�	�%� f ′(x) < 0 = f(0) ��� (−∞, 0) ��� f ′(x) > 0 = f(0) ��� (0,∞)
�� ���	�� (0, f(0)) 	���� �������� ��
 f �

A��(
 � f %	� 	���� �����(������ ��� x0 = 0 ����

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

3
√
x2

x
= ∞

/� !��������� ���F���	�� ��� �� �����	 ��� �������� ���
 ���������
 �	
��� ���	�� x0 	���� � f �� ���>	��� �	 ��� %������� (x0− δ, x0 + δ) ���(
��� �� x0�

;�� ����%	���� � ��������� f(x) = x
√
x + 3x$ ��
 �����
 �� �	%��

������� 	���� �� %������� [0,∞)$ �����	� ��� 	�� ���� ���� ��� x0 = 0�
����������	 ��� f ′

+(0) = 3�



�
��
��
��
��
�	
�

��

����
� ����

���	� 44

�	!��
� ����,� ����� � f 
��
	 ���
��� ��� x0 �
	 �
�
�����	�� ���
(x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}�
(i) �� f ′(x) > 0 ��� (x0 − δ, x0) �
	 f ′(x) < 0 ��� (x0, x0 + δ)� ���


f(x0) 
��
	 ���	�� ���	��� ��� f �

(ii) �� f ′(x) < 0 ��� (x0 − δ, x0) �
	 f ′(x) > 0 ��� (x0, x0 + δ)� ���
 f(x0)

��
	 ���	�� 
���	��� ��� f �

(iii) �� � f ′ �	
���
� �� ������� ��� (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}� ���
 f(x0) �
�

��
	 
����
�� ��� f �

�' 2	�3�� (i) � f 	���� �����(
 ��'���� ��� %������� (x0 − δ, x0] ���
�����(
 �������� ��� %������� [x0, x0 + δ)� A!��$ f(x0) > f(x) ���
���	 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}$ %���%� � f ��� x0 � 	� ������ ��������

(ii) !��%	����	��� ����� �	 ��� ������� (i)�

(iii) A?��( f ′(x) > 0 ��� ���	 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}�
���	 � f 	���� �����(
 ��'���� ��� ������ ��� �� %��������� (x0−δ, x0]
��� [x0, x0 + δ)� A!�� � f 	���� �����(
 ��'���� ��� (x0 − δ, x0 + δ)�

?�����(
 ��� ���	 ε > 0 ���� ��� x1 ∈ (x0−ε, x0) ⊆ (x0−ε, x0+ε) ���
x2 ∈ (x0, x0 + ε) ⊆ (x0 − ε, x0 + ε) ������ 
��	 f(x1) < f(x0) < f(x2)�
2��	�

 f(x0) %	� 	���� �������� ��
 f �

�
0��������� ����#� �� ��������	�� �	
���� %	� ����	� �� 	�������	�
���� �	����(�� ��� %	� ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 � ��
�� �����(��
 f ′ ��
%�����	� �� ������� ��� ��� (x0 − δ, x0) ��� ��� (x0, x0 + δ)$ ��(
 ����	���
��� �� ����%	������ ��� �����������

0���2	/�
��� �����8�

1� !� f(x) =

{
x2 sin 1

x
, �� x 	= 0

0, �� x = 0,

���	 f ′(x) =

{
2x sin 1

x
− cos 1

x
, �� x 	= 0

0, �� x = 0.

7	� ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 � f ′ �� %�����	� �� ������� ��� ���
(−δ, 0) ��� ��� (0, δ)� ?�	�%� �	 ���	 (−δ, δ) � f �����	� ��� �	����
 ���
��������
 ����
$ f(0) %	� 	���� �������� ��
 f �
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4/ �������� 	

-� !� f(x) =

{
x2(1 + sin 1

x
), �� x 	= 0

0, �� x = 0,

���	 f(x) ≥ 0 = f(0) ��� ���	 x 	= 0$ ���	�

 f(0) 	���� ������
	�� ���� ��
 f �

!� ��� f ′(0) = 0$ %	� ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 � f ′ �� %�����	� ��
������� ��� (−δ, 0) � ��� (0, δ)�

0� ���� ������� �� �����
	 δ > 0 �	
 �� ����� � �
����
��
f(x)− f(x0)

x− x0
�	
���
� �� ������� ��� �	�����
 (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}� ���
 �� f(x0) �
�

��
	 
����
�� ��� f �

�' 2	�3�� A?��( ���
f(x)− f(x0)

x− x0
> 0 ��� ���	 x ∈ (x0−δ, x0+δ)\{x0}�

���	 f(x)− f(x0) > 0 �� x− x0 > 0 ��� f(x)− f(x0) < 0 �� x− x0 < 0�
A!�� f(x) > f(x0) �� x ∈ (x0− δ, x0) ��� f(x) < f(x0) �� x ∈ (x0, x0+ δ)�
2��	�

 f(x0) %	� 	���� �������� ��
 f �

� ������� ���%	����	��� ����� ���� �	����(�� ���
f(x)− f(x0)

x− x0
< 0 ���

���	 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}�
�

�	!��
� ������� ����� � f ��
	 ���
�� ��� n%��#�� �
������ f (n)� n ≥ 2�
��� �	�����
 (x0 − ε, x0 + ε) �
	

f ′(x0) = f ′′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0, 
� f (n)(x0) 	= 0.

4i6 �� n 
��
	 ���	��� ���
 f(x0) 
��
	 
����
��� 
�	�����

� f (n)(x0) < 0� ���
 f(x0) 
��
	 ���	�� ���	����

� f (n)(x0) > 0� ���
 f(x0) 
��
	 ���	�� 
���	����

4ii6 �� n 
��
	 �
�	����� ���
 f(x0) �
� 
��
	 
����
���

�' 2	�3�� !� f (n)$ n ≥ 2$ 	���� ���	 �
 ��� (x0−ε, x0+ε) ��� f (n)(x0) 	= 0$
���	 ���� 	� δ ∈ (0, ε) ������ 
��	 ��� %������� [x0 − δ, x0 + δ] � ���������
f (n) �� � 	� �� ������� ��� f (n)(x0)�

A?��( x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] \ {x0}� !�� �� 5	
���� ��� TaylorC

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)
1!

(x−x0)+ ...+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x−x0)n−1+

f (n)(c)

n!
(x−x0)n
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���� c 	���� �	��'� x ��� x0� !� f ′(x0) = f ′′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0$ ���	

f(x)− f(x0) =
f (n)(c)

n!
(x− x0)

n,

���� f (n)(c) � 	� �� ������� ��� f (n)(x0)$ ���� c ∈ [x0 − δ, x0 + δ]�

)i* !� n 	���� �����
$ ���	 (x− x0)
n > 0� ����	 � ��������� f(x)− f(x0)

� 	� �� ������� ��� f (n)(x0) ��� ���	 x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] \ {x0}�
!� f (n)(x0) > 0$ ���	 f(x)− f(x0) > 0$ %���%� f(x) > f(x0) ��� ���	
x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] \ {x0}� 2��	�

 ��� x0 � f � 	� ������ 	�� �����

A����� ���%	����	��� ��� �� f (n)(x0) < 0$ ���	 � f � 	� ������ �������
��� x0�

)ii* !� n 	���� �	�����
$ ���	 (x−x0)n−1 > 0 ��� ���	 x ∈ [x0−δ, x0+δ]\{x0}�

?�	�%�
f(x)− f(x0)

x− x0
=
f (n)(c)

n!
(x − x0)

n−1$ � ���������
f(x)− f(x0)

x− x0
� 	� ����	�� ������� ��� f (n)(x0) ��� (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}�
A!��$ f(x0) %	� 	���� ���������

�

0���2	/�
��� �������

1� E� ���%	� �	� ��� � f(x) = ex+e−x+2 cosx � 	� ������ 	�� ���� ��� 0�

����7

f ′(x) = ex − e−x − 2 sinx =⇒ f ′(0) = 0

f ′′(x) = ex + e−x − 2 cosx =⇒ f ′′(0) = 0

f ′′′(x) = ex − e−x + 2 sin x =⇒ f ′′′(0) = 0

f (4)(x) = ex + e−x + 2 cosx =⇒ f (4)(0) = 4 > 0

A!�� � f � 	� ��� 0 ������ 	�� �����
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-� E� +�	���� �� ���	�� ��� [0, 2π] ��� ����� � f(x) = sin3 x+cos3 x � 	�
���������

����7 f ′(x) = 3 sin2 x cosx− 3 cos2 x sin x =

= 3 sin x cosx(sin x− cosx) =
3

2
sin 2x(sin x− cosx)

f ′(x) = 0 ��� x ∈ [0, 2π] ⇐⇒ sin x = 0 � cosx = 0 � tan x = 1 ���

x ∈ [0, 2π] ⇐⇒ x = 0, π, 2π,
π

2
,
3π

2
,
π

4
,
5π

4
.

f ′′(x) = 6 sin x cosx(cos x+ sin x)− 3(sin3 x+ cos3 x)

f ′′(0) = −3$ f ′′(π) = 3$ f ′′(2π) = −3$ f ′′(
π

2
) = −3$ f ′′

(
3π

2

)
= 3

!� x =
π

4
� x =

5π

4
$ ���	 sin x = cosx$ ����	 f ′′(x) = 6 sin3 x�

A!�� f ′′
(π
4

)
> 0 ��� f ′′

(
5π

4

)
< 0�

2��	�

 f � 	� ������ ������� ��� ���	�� 0,
π

2
, 2π,

5π

4
��� ������ 	�� ����

��� ���	��
π

4
, π,

3π

2
�

#�& �����" )�� )��,�"  �+���� ��"

A?��( Δ ��� %������� ��� R�

)	

	���� + ����
 +� ��� ��������� f : Δ → R 	���� �������
����� )�������� �$ �����* ��� Δ$ ���� ��� ���	 a, b ∈ Δ � ������� y = f(x)$
x ∈ (a, b)$ +����	��� ���( )�������� �$ ���(* ��� �� 	��������� ����� ���
	�
�	� �� ���	�� (a, f(a)) ��� (b, f(b))�

�� 	��������� ����� AB ��� 	�
�	� �� ���	�� A = (a, f(a)) ���
B = (b, f(b)) ��
 �������
 y = f(x)$ x ∈ [a, b] � 	� 	'��(��

y = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a), x ∈ [a, b].

� ������� y = f(x)$ x ∈ (a, b)$ +����	��� ���( ��� �� AB ���� ��� ���	
M = (x0, y0) ∈ AB �	 x0 ∈ (a, b) �� �	� f(x0) < y0� ?�	�%� (x0, y0) ∈ AB$
�� �	�

y0 = f(a) +
f(b)− f(a)

a− b
(x0 − a)
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A!��$ �� �	����
 ��� � ������� y = f(x) ��� 	�
�	� �� ���	�� A ��� B
��� (a, b) +����	��� ���( ��� �� 	��������� ����� AB 	����>	��� �	 ���
���������C

f(x0) < f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a), x0 ∈ (a, b)

%���
 + ������ ��� ��������� f : Δ → R ���	���� ����� )
������ �����*
��� %�������Δ �� ��� �����%����	 a, x0, b ∈ Δ ������ 
��	 a < x0 < b �� �	�C

f(x0) ≤ f(a)+
f(b)− f(a)

b− a
(x0−a)

(
f(x0) < f(a) +

f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a)

)
%���
 + ������ ��� ��������� f : Δ → R ���	���� ����� )
������ �����*
��� %�������Δ �� ��� �����%����	 a, x0, b ∈ Δ ������ 
��	 a < x0 < b �� �	�C

f(x0) ≥ f(a)+
f(b)− f(a)

b− a
(x0−a)

(
f(x0) > f(a) +

f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a)

)
!�� ���
 �������( �������
 �������	� �� �������� ��������

0 ���
� ������ �� �	
 ��������� f 
��
	 ����� ������� ��� �	�����
 Δ�
���
 � f 
��
	 ����� ������� �
 ��"
 ����	�����
 ��� Δ�

�	!��
� ����$� �� �	
 ��������� f 
��
	 ���
��� ��� �	�����
 Δ �
	
����� ������� ��� 
���
�	�� ��� Δ� ���
 � f 
��
	 ����� ������� ��� Δ�

�' 2	�3�� !
 ���������	 ��� Δ = (c, d]� �� �	
���� ���%	����	��� �����
�	 �����%����	 ���� �	����(���

?�	�%� � f 	���� ����� ��� 	�(�	���� (c, d) ���Δ ��� �����%����	 a, x0, b ∈
(c, d) �	 a < x0 < b � ���	

f(x0) ≤ f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a), x0 ∈ (a, b). )-�1*

!��	� �� %	�'���	 ��� � ��������� )-�1* �� �	� ��� ��� b = d� ��������$
	�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� d$ ��	��� ��� lim

b→d
f(b) = f(d)� A��(
 � )-�1* �� �	�

��� ���	 b ∈ (x0, d)$ 	�����(


f(x0) ≤ f(a) + lim
b→d

f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a) = f(a) +

f(d)− f(a)

d− a
(x0 − a).

�
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-�
	/
�� ����"� A?��( ��� ��� ��������� f 	���� ����� ��� %������ Δ ���
a, x0, b ∈ Δ �	 a < x < b� � 	'��(�� ��� 	���������� �������
 �	 ���� ��
���	�� A = (a, f(a)) ��� B = (b, f(b)) ����	� �� ����	� �	 %�� ������
C

y = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) ��� y = f(b) +

f(b)− f(a)

b− a
(x− b), x ∈ [a, b]

?�����(
 �� �	����
 ��� �� ���	�� (x0, f(x0)) %	� ����	� �� +����	��� ���(
��� �� AB ���( ���������
 ��
 f ����	� �� ����	� �	 %�� ������
C

f(x0) ≤ f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a) )-�-*

f(x0) ≤ f(b) +
f(b)− f(a)

b− a
(x0 − b)

!�����	
 � ��	�
 �� ���� ���� �	����(�� ��� � f 	���� ����� ��� Δ�

�	!��
� ����(� )	
 ��������� f : Δ → R 
��
	 ����� ������� ��� Δ 
�

�
	 ����� 
� �	
 ��"
 x0 ∈ Δ � ��������� kx0(x) =
f(x)−f(x0)

x−x0

��
	 
$#���


�'"�����
� ��� Δ \ {x0}�
�' 2	�3�� !
 ���������	 ��� � f 	���� ����� ��� Δ ��� a, b ∈ Δ �	 a < b�

!� a < x0 < b$ ���	$ 	�	�%� x0 − x > 0 ��� x0 − b < 0$ ��� ��
 � ��	�

)-�-* ��������	

f(x0)− f(a)

x0 − a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(x0)− f(b)

x0 − b
. )-�4*

A!��$ kx0(a) =
f(a)−f(x0)

a−x0
= f(x0)−f(a)

x0−a
≤ f(x0)−f(b)

x0−b
= f(b)−f(x0)

b−x0
= kx0(b)

!� x0 < a < b$ ���	 ��� ��� ��������� ��
 f ��� [x0, b] ��������	

f(a) ≤ f(x0) +
f(b)− f(x0)

b− x0
(a− x0).

?�����(
 kx0(a) =
f(a)−f(x0)

a−x0
≤ f(b)−f(x0)

b−x0
= kx0(b).

!� a < b < x0$ ���	 ��� ��� ��������� ��
 f ��� [a, x0] ��������	

f(b) ≤ f(x0) +
f(x0)− f(a)

x0 − a
(b− x0).

?�	�%� b− x0 < 0$ ��������	 kx0(a) =
f(a)−f(x0)

a−x0
≤ f(b)−f(x0)

b−x0
= kx0(b).
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���	� 4<

A?��($ ���������� � � kx0 	���� ��'���� ��� Δ \ {x0} ��� ���	 x0 ∈ Δ�
���	 ��� �����%����	 a, x0, b ∈ Δ ������ 
��	 a < x0 < b � ���	

ka(x0) =
f(x0)− f(a)

x0 − a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ ka(b)

?�����(
 f(x0) ≤ f(a) + f(b)−f(a)
b−a

(x0 − a). A!��$ � f 	���� ����� ��� Δ.
�

�	!��
� ������ �� � ��������� f : Δ → R 
��
	 ����� ������� ���
�	�����
 Δ �
	 x0 
��
	 
���
�	�� ���
�� ��� Δ� ���


(i) �������� ��
��	��� �
������	 f ′
−(x0) �
	 f

′
+(x0),

(ii) � f 
��
	 ���
��� ��� x0�

�' 2	�3�� (i) A?��( x1 < x0 < x2$ ���� x1, x2 ∈ Δ� ?�	�%� � f 	����

����� ���Δ � ��������� kx0(x) =
f(x)−f(x0)

x−x0
	���� ��'���� ��� Δ\{x0}�

?�����(
 ��� x1 < x < x2 � ���	

f(x1)− f(x0)

x− x0
≤ f(x)− f(x0)

x− x0
≤ f(x2)− f(x0)

x2 − x0
.

?�	�%� ��� %������� (x1, x0) � kx0 	���� ��'���� ��� ��( �������� ���

��� ������ f(x2)−f(x0)
x2−x0

$ ��	��� ��� � kx0 � 	� �������� ���� ���� x→ x−0 �

A!��$ f ′
−(x0) = limx→x−

0

f(x)−f(x0)
x−x0

∈ R�

2�� %������� (x0, x2) � kx0 	���� ��'���� ��� ���( �������� ��� ���

������ f(x1)−f(x0)
x−x0

� ?�����(
 � ��������� F (t) = kx0(−t) 	���� ��������
��� ���( �������� ��� (−x2,−x0) ��� ��� �%�� ������� A!��$ � F � 	�
�������� ���� ���� t→ −x−0 � A!��$

f ′
+(x0) = lim

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0

x=−t
= lim

t→−x−
0

f(−t)− f(x0)

−t− x0
= lim

t→−x−
0

F (t) ∈ R.

(ii) A? ���	 f(x) = f(x)−f(x0)
x−x0

(x− x0) + f(x0).

?�	�%� limx→x−
0

f(x)−f(x0)
x−x0

= f ′
−(x0) ��� limx→x−

0
(x − x0) = 0$ ��	���

��� limx→x−
0
f(x) = f(x0)� A�����$ 	�	�%� limx→x+

0

f(x)−f(x0)
x−x0

= f ′
+(x0)$

��	��� ��� limx→x+
0
f(x) = f(x0),

2��	�

 � f 	���� ���	 �
 ��� x0�
�



�
��
��
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�	
�

��

/. �������� 	

�	!��
� ����,� ����� f �	
 ��������� ���
��� ��� �	�����
 Δ �
	
�
�
�����	�� ��� 
���
�	�� ��� Δ�

*	 �
�
���� ������
	� 
��
	 	���$�
�
�&

(i) f ����� �
������	�
� ������ ��� Δ�

(ii) f ′ 
��
	 
$#���
 �
������	�
� '"�����
� ��� 
���
�	�� ��� Δ�

(iii) �� x0 
��
	 
���
�	�� ���
�� ��� Δ� ���
 �	
 ��"
 x ∈ Δ 	��$
	&

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

(
������	�
� f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0))

�' 2	�3�� (i) =⇒ (ii) A?��( x1, x2 	�(�	���� ���	�� ��� Δ ��� x1 < x2�
A?�	�%� � f 	���� ����� ��� Δ ��� ���	 x ∈ (x1, x2) �� �	�C

f(x) ≤ f(x1)+
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x−x1) ��� f(x) ≤ f(x2)+

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
(x−x2)

?�	�%� x−x1 > 0 ��� x−x2 < 0$ ��� ��
 �������( � ��	�
 �������	� ���C

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x)− f(x2)

x− x2
=⇒

f ′(x1) = lim
x→x1

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ lim

x→x2

f(x)− f(x2)

x− x2
= f ′(x2)

2��	�

 f ′(x1) ≤ f ′(x2)$ %���%� � f ′ 	���� ��'���� ��� 	�(�	���� ��� Δ�

(ii) =⇒ (iii) A?��( x0 	�(�	���� ���	�� ��� Δ ��� x ∈ Δ �	 x < x0
)���� �	����(�� ��� x > x0 � ������� ���%	����	��� �����*�

2���(�� �	 �� 5���� ���� 	� ξ ∈ (x, x0) ������ 
��	 f
′(ξ) =

f(x0)− f(x)

x0 − x
�

����������	 ��� �� ���	�� ξ 	���� 	�(�	���� ���	�� ��� Δ�
?�	�%� ��� ��� ����	�� � f ′ 	���� ��'���� ��� 	�(�	���� ���Δ ��� ξ < x0$

�� �	� f ′(ξ) ≤ f ′(x0)� A!��

f ′(ξ) =
f(x0)− f(x)

x0 − x
≤ f ′(x0)

!�� ��� �������( � ��� �������	� ���C f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0)�
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(iii) =⇒ (i) A?��( [a, b] ⊆ Δ ��� x0 ∈ (a, b)� !�� ��� ����	��

f(a) ≥ f(x0) + f ′(x0)(a− x0) ���

f(b) ≥ f(x0) + f ′(x0)(b− x0)

A!��$
f(a)− f(x0)

a− x0
≤ f ′(x0) ≤ f(b)− f(x0)

b− x0
�

?�����(

f(a)− f(x0)

a− x0
≤ f(b)− f(x0)

b− x0
�

?�	�%� a− x0 < 0 ��� b− x0 > 0 ��������	 C

[f(a)− f(x0)](b− x0) ≥ [f(b)− f(x0)](a− x0).

?�����(


f(x0)(b− a) ≤ f(a)(b− x0) + f(b)(x0 − a) =

= f(a)(b− x0) + f(b)(x0 − a) + f(a)(x0 − a)− f(a)(x0 − a) =

= f(a)(b− a) + [f(b)− f(a)](x0 − a)

2��	�

$ f(x0) ≤ f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a). A!��$ � f 	���� ����� ��� Δ�

�

0��������� ����#� � �	(�	����� 	����	�� ��
 ���%������
 �(� ������
�
)i* ��� )iii* ��� 5	(������
 -�4�= 	���� � 	'�
C

� ��������� f 	���� ����� )�����* ��� Δ �� ��� ����� �� ��� ���	
	�(�	���� ���	�� x0 ��� Δ �� ���	�� ��
 �������
 ���������
 ��

���������
 y = f(x)$ x ∈ Δ$ � +��������� ���( )���(* ��� ��� 	���������
��� ���	�� (x0, f(x0)) � ������� ���� 	����������

�	!��
� �����8� ����� f 
��
	 ���
��� ��� �	�����
 Δ �
	 ��
	 �
$�
��
�
������ f ′′ ��� 
���
�	�� ��� Δ�

�i� ( f 
��
	 ����� ��� Δ 
� �
	 ����� 
� f ′′(x) ≥ 0 �
 ��"
 
���
�	��
���
�� x ��� Δ�

�ii� ( f 
��
	 ����� ��� Δ 
� �
	 ����� 
� f ′′(x) ≤ 0 �
 ��"
 
���
�	��
���
�� x ��� Δ�
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�' 2	�3�� )i* � f 	���� ����� ��� Δ �� ��� ����� �� � f ′ 	���� ��'���� ���
	�(�	���� ��� Δ$ %���%� �� ��� ����� �� f ′′(x) ≥ 0 �	 ���	 	�(�	����
���	�� x ��� Δ�

)ii* !��%	����	��� ������
�

0���2	��
� ������� !� f(x) = x4$ ���	 f ′(x) = 4x3 ��� f ′′(x) = 12x2 ≥ 0
��� ���	 x ∈ (−∞,∞)� 2��	�

 � f 	���� ����� ��� (−∞,∞)�

#�( �!���� )��$�"

%���
 + ��$��� A?��( f : S → R$ S ⊆ R$ ��� x0 ∈ S�
�� ���	�� (x0, f(x0)) ���	���� ���
�� �
���� ��
 f �� ���� 	� ε > 0 ������


��	

(i) � f 	���� ���	 �
 ��� (x0 − ε, x0 + ε) ⊆ S ���

(ii) �	 ��� ��� �� %��������� (x0 − ε, x0) ��� (x0, x0 + ε) � f 	���� ����� ���
��� ���� ������

�	!��
� ��$��� �� (x0, f(x0)) 
��
	 ���
�� �
���� ��� f �
	 � f ��� x0
��
	 �
$�
�� �
������ f ′′(x0)� ���
 f ′′(x0) = 0�

�' 2	�3�� !��	� �� %	�'���	 ��� � f ′ � 	� �������� ��� x0�
!�� ��� ����'� ��
 f ′′(x0) ��	��� ��� � f ′ ���� 	� �	 ������ %�������

(x0 − ε′, x0 + ε′)� ?�	�%� (x0, f(x0)) 	���� ���	�� �����
 ��
 f $ �������	 ��
���������	  (��
 +��+� ��
 �	��������
 ��� ���� 	� 0 < ε < ε′ ��� �� �����
� f 	���� ����� ��� (x0 − ε, x0) ��� ����� ��� (x0, x0 + ε)� ���	 � f ′ 	����
��'���� ��� (x0 − ε, x0) ��� �������� ��� (x0, x0 + ε)�

5� %	�'���	 ��� � f ′ 	���� ��'���� ��� (x0 − ε, x0]� ��������$ ���( ���
x1 ∈ (x0 − ε, x0)� ?�	�%� � f ′ 	���� ��'���� (x0 − ε, x0)$ ���	���	��� ��� ��
x1 < x < x0$ ���	 f ′(x1) ≤ f ′(x)� ?�	�%� ���� 	� f ′′(x0)$ � f ′ 	���� ���	 �

��� x0� ?�����(
$ f ′(x1) ≤ lim

x→x−
0

f ′(x) = f ′(x0)� A!��$ f ′(x1) ≤ f ′(x0)�

A����� ���%	����	��� ��� � f ′ 	���� �������� ��� [x0, x0 + ε)�
?�����(
$ � f ′ 	 	� �������� ��� x0� !�� �� 5	
���� -�-�4$ f ′′(x0) = 0�

�
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0 ���
� ��$��� �� �� ���
�� (x0, f(x0)) 
��
	 ���
�� �
���� ���
���������� f : S → R� S ⊆ R� ���


(i) �����
	 ε > 0 ����	�  ��
 � f 
��
	 ���
��� ��� (x0 − ε, x0 + ε) ⊆ S �
	

(ii) � f ′′(x0) = 0 � ��� x0 � f �
� ��
	 �
$�
�� �
�������

0��������� ��$�$� !�� ��� ������� f ′′(x0) = 0 %	� ���	���	��� ��� ��
���	�� (x0, f(x0)) 	���� ���	�� �����
�

;�� ����%	����$ �� f(x) = x4$ ���	 f ′′(x) = 12x2 ≥ 0 ��� ���	
x ∈ (−∞,∞)� ?�����(
 � f 	���� ����� ��� (−∞,∞)�

A!��$ � f %	� � 	� ���	�� �����
� !�� ��� ���� �	��� f ′′(0) = 0�

�	!��
� ��$�"� ����� � f 
��
	 ���
��� ��� x0 �
	 ��
	 �
$�
�� �
������
f ′′ ��� (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0}� ���


�i� �� �
 ��
 
�� �
 �	
����
�
 (x0− ε, x0) �
	 (x0, x0+ ε) 	��$
	 f ′′(x) > 0
�
	 ��� ���� f ′′(x) < 0� ���
 (x0, f(x0)) 
��
	 ���
�� �
�����

�ii� �� f ′′(x) > 0 �
������	�
� f ′′(x) < 0� �	
 ��"
 x ∈ (x0−ε, x0+ε)\{x0}�
���
 (x0, f(x0)) �
� 
��
	 ���
�� �
�����

�' 2	�3�� )i* !� �	 ��� ��� �� %��������� (x0−ε, x0) ��� (x0, x0+ε) �� �	�
f ′′(x) > 0 ��� ��� ���� f ′′(x) < 0$ ���	 �	 ��� ��� �� %��������� � f
	���� ����� ��� ��� ���� �����$ %���%� (x0, f(x0)) 	���� ���	�� �����
�

)ii* A?��( f ′′(x) > 0 ��� ���	 x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0}�
!
 ���������	 ��� (x0, f(x0)) 	���� ���	�� �����
$ ���	 ���� 	� ε′ < ε
������ 
��	 � f 	���� ����� �	 ��� ��� �� %�������� (x0 − ε′, x0) �
(x0, x0 + ε′)� A!��$ f ′′(x) ≤ 0 �	 ��� ��� �� %��������� (x0 − ε′, x0)
� (x0, x0 + ε′)� ?�����(
 ���� 	� x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0} ������

��	 f ′′(x) ≤ 0$ ��� 	���� ������ 2��	�

 (x0, f(x0)) %	� 	���� ���	��
�����
�

�
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�	!��
� ��$�(� �� �	
 ��������� f ��
	 ���
�� ��� n%��#�� �
������
f (n)� n ≥ 3� ��� �	�����
 (x0 − ε, x0 + ε) �
	

f ′′(x0) = f ′′′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0 
� f (n)(x0) 	= 0, ���


�i� 
� n 
��
	 �
�	����� ���
 (x0, f(x0)) 
��
	 ���
�� �
�����

�ii� 
� n 
��
	 ���	��� ���
 (x0, f(x0)) �
� 
��
	 ���
�� �
�����

�' 2	�3�� !� f (n)$ n ≥ 3$ 	���� ���	 �
 ��� (x0−ε, x0+ε) ��� f (n)(x0) 	= 0$
���	 ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 ��� [x0−δ, x0+δ] � f (n) � 	� ����	�� �������
��� f (n)(x0)�

!�� �� �	
���� ��� Taylor$ ��� ���	 x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] �� �	�

f ′′(x) = f ′′(x0)+
f ′′′(x0)

1!
(x−x0)+...+f

(n−1)(x0)

(n− 3)!
(x−x0)n−3+

f (n)(c)

(n− 2)!
(x−x0)n−2,

���� c 	���� �	��'� x ��� x0�
!� f ′′(x0) = f ′′′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0$ ���	

f ′′(x) =
f (n)(c)

(n− 2)!
(x− x0)

n−2

���� f (n)(c) � 	� �� ������� ��� f (n)(x0)�

)i* !� n 	���� �	�����
$ ���	 (x− x0)
n−3 > 0� ?�	�%�

f ′′(x)
x− x0

=
f (n)(c)

(n− 2)!
(x− x0)

n−3

� ���������
f ′′(x)
x− x0

� 	� ����	�� ������� ��� f (n)(x0) ��� ���	

x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] \ {x0}� A!�� � f ′′ ����>	� ������� ��� x0�

A!��$ (x0, f(x0)) 	���� ���	�� �����
�

)ii* !� n 	���� �����
$ ���	 (x−x0)n−2 > 0 ��� ���	 x ∈ [x0−δ, x0+ δ]� A!��
� f ′′(x) � 	� ����	�� ������� ��� f (n)(x0) ��� (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}�
A!��$ (x0, f(x0)) %	� 	���� ���	�� �����
�

�
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#�- � '�$����" )��$',!"

)	

	���� + ����
 +�
��� 	��	�� d 	���� ������(�� ��
 �������
 y = f(x) �� � �������� ���

���	��� M = (x, f(x)) ��
 �������
 ��� ��� d �	��	� ��� ��%�� ���� �� M
%����� 	� ��� ������� ���� 
��	 � �������� ��� ��� ��� �� � �(� �'��(� ��
�	��	� ��� ��	����

� �������� ��� ���	��� M = (x, f(x)) ��� ��� �� � �(� �'��(� (0, 0)

������� �	
√
x2 + f 2(x)� ����������	 ���C√
x2 + f 2(x) −→ ∞ ⇐⇒ x −→ ±∞ � f(x) −→ ±∞

%���
 + ��"���

• � 	��	�� x = a ���	���� ���������� ������(�� ��
 y = f(x) ����
x→ a+$ �� lim

x→a+
f(x) = ±∞�

• � 	��	�� x = a ���	���� ���������� ������(�� ��
 y = f(x) ����
x→ a−$ �� lim

x→a−
f(x) = ±∞�

• � 	��	�� y = b ���	���� ���>����� ������(�� ��
 y = f(x) ���� x→ ∞$
�� lim

x→∞
f(x) = b�

• � 	��	�� y = b ���	���� ���>����� ������(�� ��
 y = f(x) ����
x→ −∞$ �� lim

x→−∞
f(x) = b�

• � 	��	�� d : y = ax+ b$ a 	= 0$ ���	���� ������ ������(�� ��
 y = f(x)
���� x→ ∞$ �� lim

x→∞
ρ((x, f(x)), d) = 0�

• � 	��	�� d : y = ax+ b$ a 	= 0$ ���	���� ������ ������(�� ��
 y = f(x)
���� x→ −∞$ �� lim

x→−∞
ρ((x, f(x)), d) = 0�

�	!��
� ��"��� ( 
�"
�
 d : y = ax + b 
��
	 
�$������ ��� �
��$���
y = f(x) ��
� x→ ∞ 
� �
	 ����� 
�

lim
x→∞

f(x)

x
= a ∈ R �
	 lim

x→∞
(f(x)− ax) = b ∈ R
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�' 2	�3�� A?��( ��� � 	��	�� d 	���� ������(�� ��
 y = f(x) ���� x → ∞�

� �������� ��� ���	��� (x, f(x)) ��� ��� 	��	�� d : y = ax+ b 	����

|ax− f(x) + b|√
a2 + 1

.

?�����(
 lim
x→∞

|ax− f(x) + b|√
a2 + 1

= 0� A!��$ lim
x→∞

[f(x)− ax− b] = 0�

2��	�



lim
x→∞

[f(x)− ax] = lim
x→∞

[f(x)− ax− b+ b] = b

���

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
f(x)− ax+ ax

x
= lim

x→∞
f(x)− ax

x
+ lim

x→∞
ax

x
= a

!��������(
$ ���( ��� lim
x→∞

(f(x)− ax) = b ∈ R� ���	

lim
x→∞

[f(x)− ax− b] = lim
x→∞

[f(x)− ax]− lim
x→∞

b = b− b = 0

?�����(
 lim
x→∞

|ax− f(x) + b|√
a2 + 1

= 0�

A!��$ � 	��	�� d 	���� ������(�� ��
 �������
 y = f(x)�

�

�	!��
� ��"��� ( 
�"
�
 d : y = ax + b 
��
	 
�$������ ��� �
��$���
y = f(x) ��
� x→ −∞ 
� �
	 ����� 
�

lim
x→−∞

f(x)

x
= a ∈ R �
	 lim

x→−∞
(f(x)− ax) = b ∈ R

�' 2	�3�� A����� �	 ��� ���%	�'� ��� 5	(������
 -�6�-�

�
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#�. /����)� $��0 �� ! )��$',!"

� ������� ��������� ��
 ���������
 f : S → R$ S ⊆ R 	���� �� ������C

Γ = {(x, y) ∈ R
2 : y = f(x), x ∈ S}

!� �� �	%�� ������� ���
 ���������
 y = f(x) 	���� ��(�� �	�	�����&
��� ������
 %��������(� ��� ��� 	�(�	���� ��� ���	 %���������
 � f 	����
���	 �
$ ���	 ��� ��� ��� 	��� � 	%����� ��
 �������
 ���������
 ��
 f
 �	��>����� �� 	'�
 ���� 	��C

)�A* �� �	%�� ������� ��
 f
)+A* �� �������� ��� �� %��������� ���������

)�A* �� %��������� ��� ����� � f 	���� ����� � ����� ��� �� ���	�� �����

)%A* �� ������(�	

�	����
 ����
 � � 	%�����
 ��
 �������
 ���������
 ��
 f %�	������	&

��� ���� � ���	 �������(������ ���� 	�� ��� ��� Γ ��(
C �� ���	�� ����

�	 ���
 �'��	
 ����	������(�$ �� ������ ����	����
$ �� �'��	
 ����	����
$
�	���%������� ��
 f �������

0���2	/�
��� ��(���

E� �	�	������ ��� �� ����������� ������� �� ��������	�
C

1� f(x) =

√
x3

x− 2
�

)�A* � f ���>	��� ��� x ∈ R$ ���� x 	= 2 ��� x3

x−2
≥ 0�

A!�� �� �	%�� ������� ��
 f 	���� (−∞, 0] ∪ (2,∞)�

)+A* f ′(x) = (x− 3)

√
x

(x− 2)3
$ �� x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,∞)�

f ′(x) = 0 ��� 	�(�	���� ���	�� x = 3 ��� �	%��� ��������
x ∈ (−∞, 0) =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f �����(
 �������� ��� (−∞, 0]$
x ∈ (2, 3) =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f �����(
 �������� ��� (2, 3]$
x ∈ (3,∞) =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f �����(
 ��'���� ��� [3,∞)�
2��	�

 f(3) =

√
27 	���� ������ 	�� ���� ��
 f ��� f(0) = 0 	���� �

	�� ���� ���� ��
 f ��� (−∞, 0]�

)�A* f ′′(x) =

√
x− 2

x3
· 3x

(x− 2)3
> 0 ��� ���	 x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,∞)�

A!�� � f 	���� ����� ��� %��������� (−∞, 0] ��� (2,∞) ��� %	� 	���� �����
�	 ������ ���%������� ��� �	%��� ������� ��
� 2��	�

 � f %	� � 	� ���	��
�����
�
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)%A* 9��������	
 ������(�	
C

lim
x→x0

f(x) = f(x0) ∈ R ��� ���	 x0 ∈ (−∞, 0] ∪ (2,∞)�

lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

√
x3

x− 2
= ∞ =⇒

x = 2 	���� ���������� ������(�� ���� x→ 2+�

�����	
 ��� ���>����	
 ������(�	
C

lim
x→−∞

f(x)
x

= lim
x→−∞

√
x3

x−2

−
√
x2

= lim
x→−∞

−√ x
x−2

= −1 = a

lim
x→−∞

(f(x)− ax) = lim
x→−∞

(√
x3

x−2
+ x

)
= lim

x→−∞

(
−x√ x

x−2
+ x

)
=

= lim
x→−∞

1−
√

x
x−2

1
x

= lim
x→−∞

(1−
√

x
x−2)

′

( 1
x)

′ = − lim
x→−∞

x2√
x

x−2
(x−2)2

= −1�

A!��$ � 	��	�� y = −x− 1 	���� ������(��$ ���� x→ −∞�

A����� +�������	 ��� � 	��	�� y = x+ 1 	���� ������(��$ ���� x→ ∞�

O

Y x = 2

X

(3,
√
27)

y = x+ 1 y = −x− 1
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-� f(x) =
x

ln x

)�A* � f ���>	��� ��� x ∈ R$ ���� x > 0 ��� ln x 	= 0�

2��	�

 �� �	%�� ������� ��
 f 	���� (0, 1) ∪ (1,∞)�

)+A* f ′(x) =
ln x− 1

ln2 x
$ ��� ���	 x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)�

f ′(x) = 0 ��� 	�(�	���� ���	�� x = e ��� �	%��� ��������

x < e =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f �����(
 �������� ��� (0, 1) ��� ���(1, e]�

x > e =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f �����(
 ��'���� ��� [e,∞)

2��	�

 f(e) = e 	���� ������ 	�� ���� ��
 f �

)�A* f ′′(x) =
2− ln x

x ln3 x
��� ���	 x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)�

f ′′(x) = 0 ��� 	�(�	���� ���	�� x = e2 ��� �	%��� ��������

x ∈ (0, 1) ∪ (e2∞) =⇒ f ′′(x) < 0 =⇒
� f 	���� ����� ��� %��������� (0, 1) ��� (e2,∞)�

x ∈ (1, e2) =⇒ f ′′(x) > 0 =⇒ � f 	���� ����� ��� %������� (1, e2)�

2��	�

 �� ���	�� (e2, f(e2)) = (e2, e
2

2
) 	���� ���	�� �����
 ��
 f �

)%A* 9��������	
 ������(�	
C

lim
x→x0

f(x) = f(x0) ∈ R ��� ���	 x0 ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)�

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

x
lnx

= −∞ ��� lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

x
lnx

= ∞ =⇒
� 	��	�� x = 1 	���� ���������� ������(�� ��
 y = f(x)

���� x→ 1− ��� ���� x→ 1+�

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x
lnx

= 0 =⇒
x = 0 %	� 	���� ���������� ������(�� ��
 y = f(x)�

�����	
 ��� ���>����	
 ������(�	
C

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

1
lnx

= 0 = a

lim
x→∞

(f(x)− ax) = lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

x
lnx

= lim
x→∞

1
1
x

= ∞ =⇒
� f %	� � 	� �����	
 � ���>����	
 ������(�	
�
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6. �������� 	

x = 1

O

Y

X
(1, 0)

(e, e)

(e2, e
2

2
)

#�1 � )� ��"

������
��� 
������/�+

������ E� +�	���� �� %��������� ���������
 �(� ��������	(�C

)�A* f(x) =
x4

4
− x3

)+A* f(x) = 2
1

x−a

)�A* f(x) = x ln2 x

�'�����	�+7
)�A* �������� ��� (−∞, 3]$ ��'���� ��� [3,∞)�
)+A* �������� ��� (−∞, a) ��� (a,∞)�
)�A* ��'���� ��� (0, 1

e2
] ��� [1,∞)$ �������� ��� [ 1

e2
, 1]�

������ E� ���%	� �	� ���

loga x, a > 1

xa, a > 0

ax, a > 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

	���� ��'���	
 �����(
 ��� (0,∞).
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loga x, a < 1

xa, a < 0

ax, a < 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

	���� �����(
 �������	
 ��� (0,∞)

������ E� ���%	� �	� ��� � ���������
{

en

nn

}∞
n=1

	���� �����(
 ���������

����7 !��	� �� %	�'���	 ��� � ��������� g(x) = ex

xx , x ∈ [1,∞) 	����
�����(
 ��������� ��������$ ��� ���	 x ∈ (1,∞) �� �	�

g′(x) =
[(

e
x

)x]′
=
[
ex ln e

x

]′
= ex ln e

x · [x ln e
x

]′
= ex ln e

x (− ln x) < 0

2��	�

 � g 	���� �����(
 �������� ��� [1,∞)

����$� E� ���%	� �	� ��� � ���������
{(

1 + 1
n

)n}∞
n=1

	���� �����(
 ��'�����

����"� E� +�	���� �� ���	�� ��
 �	�����	��
 ��� ������ x2 + y2 = r2 �(�
����(� � �������� ��� �� ���	�� (a, 0)$ a > 0$ ��� �'��� Ox 	���� � 	�� �����

����7 � �������� ��� ���	��� (x, y) ��� �� (a, 0) 	����
√
(x− a)2 + y2�

!� (x, y) ����	� ���� �	�����	�� x2 + y2 = r2$ ���	 y2 = r2 − x2$ ����	 �
�������� ��� ��� �� (a, 0) 	����

√
(x− a)2 + r2 − x2� !��	� �� +����	 ���

	�� ���� ���� ��
 ���������
 f(x) =
√
(x− a)2 + r2 − x2$ x ∈ [−r, r]�

!� a > 0$ ���	 ��� ���	 x ∈ (−r, r)C f ′(x) = − a√
(x−a)2+r2−x2

< 0�

A!�� � f 	���� �����(
 �������� ��� [−r, r]�
2��	�

 � f �����	� ��� 	�� ���� ���� ��� x0 = r�

����(� 7	�'�	 ��� ex <
1

1− x
��� x ∈ (−∞, 1) \ {0}�

����7 ;�� x ∈ (−∞, 1) \ {0} � ��������� ��� >��	���� �� ���%	� �	�
���%����	� �	 ��� ex(1− x) < 1�

5�����	 f(x) = ex(1− x)$ ���	 f ′(x) = −xex�
����	 f ′(x) > 0 ��� x ∈ (−∞, 0) ��� f ′(x) < 0 ��� x ∈ (0, 1)�

?�����(
 � f 	���� �����(
 ��'���� ��� (−∞, 0] ��� �����(
 ��������
��� [0, 1)�

A!�� f(x) < f(0) ��� ���	 x ∈ (−∞, 1) \ {0}$ %���%� ex(1− x) < 1�
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��� ����

������ E� +�	���� �� �������� �(� ��������	(�C

)�A* f(x) = 2x− 3
3
√
x2

)+A* f(x) = 2 sin x+ cos 2x

)�A* f(x) = 3
√

(x2 − 1)2

�'�����	�+7
)�A* ������ 	�� ���� f(1) = −1$ ������ ������� f(0) = 0$
)+A* ������ 	�� ���� f(π

2
+ 2kπ) = 1 ��� f(3π

2
+ 2kπ) = −3$

������ ������� f(π
6
+ 2kπ) = 3

2
��� f(5π

6
+ 2kπ) = 3

2
$ k = 0,±1,±2, ...�

)�A* ������ 	�� ���� f(−1) = 0 ��� f(1) = 0$ ������ ������� f(0) = 1�

����,� E� ���%	� ���� �� ��������	
C

)�A* ex ≥ x2

4
)x > 0*�

)+A* ex ≥ (
e
n

)n
xn )x > 0$ n ∈ N \ {0}*�

)�A* ex > 1 + x )x 	= 0*�

)%A* ln x ≤ x− 1 )x > 0*�

)	A* xp − px ≤ 1− p )x ≥ 0$ 0 < p < 1*�

����#� E� +�	�	� � ���� ��
 �	����
 ����	��
 p$ ��� ��� ����� � ������� ����
��
 ���������
 f(x) = xpe2p−x$ x ≥ 0$ ���	��� 	�� �����

����7 5�����	 fp(x) = xpe2p−x�
f ′
p(x) = pxp−1e2p−x − xpe2p−x = xp−1e2p−x(p− x)�
f ′
p(x) = 0 ��� x ∈ (0,∞) ⇐⇒ x = p�

f ′
p(x)

{
> 0 �� x ∈ (0, p)

< 0 �� x ∈ (p,∞)
=⇒ fp(p) = (pe)p 	���� ������ ������� ��
 f �

?�	�%� fp(0) = 0 < (pe)p$ fp(p) = (pe)p 	���� � ������� ���� ��
 f �
5�����	 μ(p) = (pe)p, p > 0� ���	 μ′(p) = [eln(pe)

p
]′ = ep ln(pe)[ln(pe)+1]�

μ′(p) = 0 ⇐⇒ ln pe = −1 ⇐⇒ pe = e−1 ⇐⇒ p = e−2�

μ′(p)

{
< 0 �� 0 < p < e−2

> 0 �� p > e−2.
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A!�� ��� p = e−2 � ������� ���� μ(p) ��
 fp �����	� ��� 	�� ���� �����

�����8� E� +�	�	� � ������� ���� ��� k ∈ R ��� ��� ����� � ���������
ex ≥ kx2 �� �	� ��� ���	 x > 0�

�'������7 k = e2

4

������� E� +�	�	� � ������� ���� ��� k ∈ R$ ��� ��� ����� � ���������
ex ≥ kxn �� �	� ��� ���	 x > 0 ��� ��� ���	 n ∈ N�

����7 ex ≥ kxn$ x > 0 ⇐⇒ ex

xn ≥ k, x > 0�
5�����	 fn(x) =

ex

xn $ x > 0� ���	 f0(x) = ex > 1 = e0 ��� x > 0�
5�����	 k0 = inf{f0(x) : x > 0} = 1�

!� n 	= 0 =⇒ f ′
n(x) =

exxn−1(x−n)
x2n =⇒ f ′

n(x)

⎧⎪⎨
⎪⎩
< 0 �� x ∈ (0, n)

= 0 �� x = n

> 0 �� x ∈ (n,∞).

A!��$ fn(n) =
en

nn 	���� � 	�� ���� ���� ��
 fn�
5�����	 kn = inf{fn(x) : x > 0} = en

nn � � ��������� {kn}∞n=1 = { en

nn}∞n=1

	���� �	����$ �����(
 �������� ��� lim
n→∞

kn = lim
n→∞

en

nn = 0�

2��	�

 k = inf{kn : n = 1, 2, ..} = 0�

������� E� ���%	� �	� ��� � f(x) = a sin x+b cosx$ a2+b2 	= 0$ � 	� ��������
��� ���	�� ��� ����� �����	� ��
 ����
 ±√

a2 + b2�

����7� f ′(x) = a cosx− b sin x$ f ′′(x) = −a sin x− b cosx = −f(x)�
!� f(x0) = ±√

a2 + b2 =⇒ (a sin x0 + b cos x0)
2 = a2 + b2 =⇒

−2ab sin x0 cosx0 = a2 sin2 x0 + b2 cos2 x0 − a2 − b2.
!�� �� �������($

f ′2(x0) = a2 cosx0 + b2 sin2 x0 − 2ab sin x0 cos x0 =

= a2 cosx0 + b2 sin2 x0 + a2 sin2 x0 + b2 cos2 x0 − a2 − b2 = 0

A��(
 f ′′(x0) = −f(x0) = ±√
a2 + b2 	= 0� A!��$ � f � 	� �������� ��� x0�

������� E� +�	���� �� ����
 �(� ����	�
� a ��� b ��� ��
 ����	
 � ���������
f(x) = a ln x + bx2 + x � 	� �������� ��� ��� %�� ���	�� x1 = 1 ��� x2 = 2�
E� ����%������	� �� 	�%�
 �(� �������(� ���
� )������ ������� � ������
	�� ����*�
�'������7 ;�� a = −2

3
��� b = −1

6
� f � 	� ������ 	�� ���� f(1) ��� ������

������� f(2)�
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6/ �������� 	

�����$� E� +�	�	� � ���� ��
 ����	��
 a ��� ��� ����� � ���������
f(x) = a sin x+ 1

3
sin 3x � 	� �������� ��� ���	�� x0 =

π
3
��� �� ����%������	�

�� 	�%�
 ��� ��������� ����� )������ ������� � ������ 	�� ����*�

�'������7 ;�� a = 2 � f 	� 	� ������ ������� ��� x0 =
π
3
�

:����+ ��� ��/�	+ ��������	�+

�����"� E� ���%	� �	� ��� ��� ��������� f 	���� ����� )�����* ��� Δ �� ���
���� �� ��� ���	 a, b ∈ Δ ��� ��� ���	 λ ∈ (0, 1) �� �	�C

f (λa + (1− λ)b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b)

)�������� �$ f (λa + (1− λ)b) ≥ λf(a) + (1− λ)f(b))

����7 � f 	���� ����� ��� Δ �� ��� ���� �� ��� ���	 a, x0, b ∈ Δ ������


��	 a < x0 < b �� �	�C f(x0) ≤ f(a) + f(b)−f(a)
b−a

(x0 − a).
A��(
 x0 = b− λ(b− a) = λa+ (1− λ)b, ���� λ ∈ (0, 1).
� �	�	����� ��������� ����	���

f(λa+ (1− λ)b) ≤ f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(λa+ (1− λ)b− a) =

= λf(a) + (1− λ)f(b)

�����(� !� � f 	���� ����� )�������� �$ �����*$ ���	 ��� ���	 x, y ∈ Δ �� �	�

f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
)��������� �$ f

(
x+ y

2

)
≥ f(x) + f(y)

2
*�

������� E� ���%	� ���� �� ��������	
C

)�A*

(
x+ y

2

)n

≤ xn + yn

2
$ x, y ∈ [0,∞)$ n = 2, 3, ...

)+A* e
x+y
2 ≤ ex + ey

2
$ x ∈ R�

)�A* ln
x+ y

2
≤ x ln x+ y ln y

x+ y
$ x, y ∈ (0,∞)�

9' 2	�3�7 7	�'�	 ��� 	���� �����
 �� ��������	�
C )�A* f(x) = xn$
)+A* f(x) = ex$ )�A* f(x) = x ln x ��� 	�������	 ��� ��������	�� �������
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�����,� E� ���%	� �	� ��� ��� ��������� f 	���� ����� )�����* ��� Δ �� ���
����� �� ��� ���	 a, x0, b ∈ Δ �	 a < x0 < b �� �	�C∣∣∣∣∣∣

1 a f(a)
1 x0 f(x0)
1 b f(b)

∣∣∣∣∣∣ ≥ 0 (≤ 0)

�����#� E� ���%	� �	� ��� �� f : Δ → R 	���� ����� )�����* ��� Δ ���
x, y, z ∈ Δ �	 x < y < z$ ���	

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(y)

z − y

(
f(y)− f(x)

y − x
≥ f(z)− f(y)

z − y

)
.

�����8� E� ���%	� �	� ��� �� � ��������� f : Δ → R 	���� ����� )�����*
��� %������� Δ ��� c, a, b, d ∈ Δ �	 c < a < b < d$ ���	 � f 	���� ����������
���	 �
 (a, b)�

����7 A?��( c < a < x < y < b < d� !�� ��� ��������	�� ������

f(a)− f(c)

a− c
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(d)− f(b)

d− b
.

;�� L = max
{∣∣∣f(a)−f(c)

a−c

∥∥∥ , ∣∣∣f(d)−f(b)
d−b

∣∣∣} ��� ��� ���	 x, y ∈ (a, b) �� �	�

−L ≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ L⇐⇒

∣∣∣∣f(y)− f(x)

y − x

∣∣∣∣ ≤ L⇐⇒ |f(y)−f(x)| ≤ L|x−y|.

2��	�

 ��� ���	 ε > 0 ���� 	� δ = ε
L
���� 
��	$ �� |x − y| < δ$ ���	

|f(x)− f(y)| < ε� A!��$ � f 	���� ���������� ���	 �
 ��� (a, b)�

-�
	/� ��
'�+

������� E� +�	���� �� ���	�� �����
 �(� ��������	(�C

)�A* f(x) = x+ x
5
3

)+A* f(x) = x2 + 2 sinx

)�A* f(x) = x2 ln x

�'�����	�+7 )�A* (0, 0)$ )+A* %	� ���� ��� ���	�� �����
$ )�A* ( 1√
e3
,− 3

2e3
)�
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���
'�
�	+ ��
'���+

������� E� +�	���� �� ������(�	
 ��
 �������
 y = f(x) ��

)�A* f(x) = x ln(e + 1
x
)

)+A* f(x) = xe
2
x + 1

)�A* f(x) = sinx
x

�'�����	�+7 )�A* x = −1
e
$ y = x+ 1

e
� )+A* x = 0$ y = x+ 3� )�A* y = 0�

)������ '�������� ��
'���+

������� E� �	�	������ ��� �� ����������� ������� �� ��������	�
C

)�A* f(x) =
(x− 1)3

(x+ 1)2
$ )+A* f(x) = e−x2

$ )�A* f(x) =
x2

2
ln
x

a
$ a > 0$

)%A* f(x) = x+ sin x$ )	A* f(x) = x− arctan 2x$ )��A* f(x) = ln(e +
1

x
)

)>A* f(x) = 3
√
1− x3

�'�����	�+7

)�A* �������� ��� R \ {−1}$ �������� ��� [−5,−1)$ ��'���� ��� (−∞,−5]
��� (−1,∞)$ ������ ������� f(−5) = −13.5$ ����� ��� (−∞,−1) ��� (−1, 1)$
����� ��� (1,∞)$ (1, 0) ���	�� �����
$ ������(�	
C x = −1 ��� y = x− 5�

)+A* �������� ��� (−∞,∞)$ ��'���� ��� (−∞, 0]$ �������� ��� [0,∞)$

������ ������� f(0) = 1$ ����� ��� (−
√
2
2
,
√
2
2
)$ ����� ��� (−∞,−

√
2
2
) ���

(
√
2
2
,∞)$ ���	�� �����
 (±

√
2
2
, 1√

e
)$ ������(��C y = 0�

)�A* �������� ��� (0,∞)$ �������� ��� (0, a√
e
]$ ��'���� ��� [ a√

e
,∞)$ ������

	�� ���� f( a√
e
) = −a2

4e
$ ����� ��� (0, a√

e3
)$ ����� ��� ( a√

e3
,∞)$ ���	�� �����


( a√
e3
,−3a2

4e3
)$ %	� � 	� ������(�	
�

)%A* �������� ��� (−∞,∞)$ ��'���� ��� �	%�� �������$ %	� � 	� ��������$
���	�� �����
 (kπ, kπ)$ k = 0,±1,±2, ...$ �	 ���	 ���	�� �����

� 	��������� 	���� ��������� ���� x&�'���$ %	� � 	� ������(�	
$ ��� ���	��
�����
 � ������� ��������� ����	� ��� 	��	�� y = x�
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)	A* �������� ��� (−∞,∞)$ �������� ��� [−1
2
, 1
2
]$ ��'���� ��� (−∞,−1

2
] ���

[1
2
,∞)$ f(−1

2
) = −1

2
+ π

4
������ �������$ f(1

2
) = 1

2
− π

4
������ 	�� ����$ �����

��� (−∞, 0)$ ����� ��� (0,∞)$ (0, 0) ���	�� �����
$ ������(�	
C y = x+ π
2

��� y = x− π
2
�

)��A* �������� ��� (−∞,−1
e
) ∪ (0,∞)$ �������� ��� (−∞,−1

e
) ��� (0,∞)$

����� ��� (−∞,−1
e
)$ ����� ��� (0,∞)$ ������(�	
C x = −1

e
$ x = 0 ���

y = 1�

)>A* �������� ��� (−∞,∞)$ �������� ��� �	%�� �������$ ����� ��� [0, 1]$
����� ��� (−∞, 0] ��� [1,∞)$ ���	�� �����
 (0, 1) ��� (1, 0)$ ������(��C
y = −x�
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%�����
 ���������
�


&�� � �++��� ��� �%�� ��� �,�),!�2����"

%���
 + ������ A?��( Δ ��� %������� ��� R ��� f : Δ → R ��� ����������
��� ��������� F : Δ → R ���	���� �
������
 ��
 f ��� Δ ����

F ′(x) = f(x) ��� ���	 x ∈ Δ.

�	!��
� ������ �����F �	
�
������
 ��� ����������f ��� �	�����
Δ�
)	
 ��������� Φ 
��
	 �
������
 ��� f ��� Δ 
� �
	 ����� 
� �����
	 c ∈ R

�	
 �� �����
Φ(x) = F (x) + c �	
 ��"
 x ∈ Δ.

�' 2	�3�� ?�	�%� F 	���� ��������� ��
 f ��� Δ$ ��� ���	 x ∈ Δ �� �	�
F ′(x) = f(x)�

!� Φ 	���� ��������� ��
 f ��� Δ$ ���	 f(x) = Φ′(x) ��� ���	 x ∈ Δ�
A!��$ [Φ(x)− F (x)]′ = Φ′(x) − F ′(x) = f(x) − f(x) = 0 ��� ���	 x ∈ Δ.
� ��������� Φ(x) − F (x) 	���� ���	 �
 ��� Δ (
 �����(������� !�� ��
5	
���� -�1�- ���� 	� c ∈ R ��� �� ����� Φ(x)− F (x) = c ��� ���	 x ∈ Δ�

!��������(
$ �� ���� 	� c ∈ R ��� �� ����� Φ(x) = F (x) + c ��� ���	
x ∈ Δ$ ���	 Φ′(x) = [F (x) + c]′ = F ′(x)+c′ = F ′(x) = f(x) ��� ���	 x ∈ Δ.
A!�� � Φ 	���� ��������� ��
 f �

�

%���
 + ������ �� ������ ��(� �(� ��������
� ���
 ���������
 f ���
%������� Δ ���	���� 
��	��� ���������
 ��
 f ��� Δ�

�� ������� �������(�� ���
 ���������
 f ���+���>	��� �	

∫
f(x)dx�

6<
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0 ���
� ����$� �� � ��������� F 
��
	 �	
 �
������
 ��� ����������
f � ���
 ∫

f(x)dx = F (x) + c, c ∈ R.

0��������� ����"� �� 5	
���� 4�1�- %	� �� �	� �� �� %������� Δ ��&
����������	� �	 ��(�� %��������(� ��� %	� ��������� ��� %��� ;�� ����%	����
��� ��
 ��������	�


F (x) =

{
sin x, x ∈ [0, 1]
sin x+ 7, x ∈ [2, 3]

Φ(x) = sin x, x ∈ [0, 1] ∪ [2, 3]

f(x) = cosx, x ∈ [0, 1] ∪ [2, 3].

?�
 F ′(x) = f(x) ��� Φ′(x) = f(x) ��� ���	 x ∈ [0, 1] ∪ [2, 3]$ � %������
F − Φ �(� ��������	(� F ��� Φ %	� 	���� ����	��$ ����

F (x)− Φ(x) =

{
0, x ∈ [0, 1]
7, x ∈ [2, 3]

2�� 9	������ / �� ���%	�'���	 ��� )5	
���� /�<�:*�

�	!��
� ����(� �� f : Δ → R 
��
	 ���
��� ��� �	�����
 Δ ��� R� ���

� f ��
	 �
������
 ��� Δ�

-�
	/
�� ����(� 2�� �	������ ���� ���	 ��� �������(�� ��������� 	����
���	 �
 �	 ������ %������� Δ$ ��� ����� ��� ���>�����	 �� ������� ����&
���(�� ��
�

2	 �����
 �	����
�	�
 �� ������� �������(��
∫
f(x)dx ���
 ���	 ��


���������
 f ����	�	���� ��� ��������	�
 F+c ����� ��� ��
 ����	
 %	� ����	�
�� 	������	� (
 ������	��� ���������
� ���'	(� ��� ������	(� �	��'� �(�
���� 	�(%
� ��������	(�C sin x$ cosx$ loga x$ a

x$ xa �������
!���� ��� 	�%��
 	���� �� � �� ������� �������
����C∫

e−x2

dx,

∫
dx

ln x
,

∫ √
x3 + 1 dx,

∫
sin x2dx,

∫
cosx2dx,

∫ √
sin x,

∫
ex

xn
dx,

∫
sin x

xn
dx,

∫
cosx

xn
dx, n = 1, 2, ...

2��
 �	����
�	�
 ����
 �� ����%�� ����������� �(� ������(� �������
���(�
��� �	������� ����� %	� ������� �� 	�����������
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1�

∫
0 · dx = c

-�

∫
1 · dx =

∫
dx = x+ c

4�

∫
xμ dx =

xμ+1

μ+ 1
+ c, μ 	= −1 =⇒

∫
dx

xμ
= − 1

(μ− 1)xμ−1
+ c, μ 	= 1

/�

∫
1

x
dx = ln |x|+ c

6�

∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ c

:�

∫
1√

1− x2
dx = arcsin x+ c

8�

∫
axdx =

ax

ln a
+ c, a ∈ (0,∞) \ {1} =⇒

∫
exdx = ex + c

=�

∫
sin x dx = − cosx+ c

<�

∫
cosx dx = sin x+ c

1.�

∫
1

sin2 x
dx = − cot x+ c

11�

∫
1

cos2 x
dx = tan x+ c

1-�

∫
sinh x = cosh x+ c

(
sinh x = ex−e−x

2
, cosh x = ex+e−x

2

)

14�

∫
cosh x = sinh x+ c
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&�& ���%�!��" �%�� ��+ �,�),!���0��+�

�	!��
� ������ �� �	 ���
����
	� f �
	 g ����� �
������
� ��� �	�����

Δ� ���


(i)

∫ [
αf(x) + βg(x)

]
dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx� ∀α, β ∈ R.

(ii)

∫
f(x) dx = F (x) + c =⇒

∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) + c,

�	
 ���	
�����
 a, b ∈ R �
 a 	= 0 �
	 �
 ���	������
 �	�����
 Δ∗ ⊆ R�
����	�  ��
 ax+ b ∈ Δ ��
� x ∈ Δ∗�

�' 2	�3�� (i) A?��( ��� F ′(x) = f(x) ��� G′(x) = g(x)�

���	 [αF (x) + βG(x)]′ = αf(x) + βg(x)�

2��	�

∫ [
αf(x) + βg(x)

]
dx = αF (x) + βG(x) + c = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x).

(ii)

∫
f(x) dx = F (x) + c =⇒ F ′(x) = f(x) =⇒[
1

a
F (ax+ b) + c

]′
=

1

a
F ′(ax+ b)(ax+ b)′ = F ′(ax+ b) = f(ax+ b).

�

0���2	/�
��� ������

1�

∫
(anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0)dx =

= an
xn+1

n+ 1
+ an−1

xn

n
+ ...+ a1

x2

2
+ a0x+ c

-�

∫
dx

n
√
xm

=

∫
x−

m
n dx =

x−
m
n
+1

−m
n
+ 1

+ c =
n

n−m
n
√
xn−m + c

4�

∫
eax+bdx =

1

a
eax+b + c$ a 	= 0



�
��
��
��
��
�	
�

��

��
��
� ������
���
� :4

/�

∫
dx

ax+ b
=

1

a
ln |ax+ b|+ c$ a 	= 0�

6�

∫
dx

(ax+ b)n
=

∫
(ax+ b)−ndx = − 1

a(n− 1)(ax+ b)n−1
+ c$ �� n 	= 1�

:�

∫
dx

x+m
= ln |x+m| + c

8�

∫
dx

(x+m)n
=

∫
(x+m)−ndx = − 1

(n− 1)(x+m)n−1
+ c$ �� n 	= 1�

=�

∫
dx

x2 −m2
=

1

2m
ln

|x−m|
|x+m| + c$ �� m 	= 0�

��������$

∫
dx

x2 −m2
=

∫
1

2m

(
1

x−m
− 1

x+m

)
dx =

=
1

2m

∫
dx

x−m
− 1

2m

∫
dx

x+m
=

1

2m
ln |x−m| − 1

2m
ln |x+m| =

=
1

2m
ln

|x−m|
|x+m| + c�

<�

∫
dx

x2 +m2
=

1

m
arctan

x

m
+ c$ �� m 	= 0

��������$

∫
dx

x2 +m2
=

∫
dx

m2
(

x2

m2 + 1
) =

1

m2

∫
dx(

x
m

)2
+ 1

=

=
1

m2
·m arctan

x

m
+ c =

1

m
arctan

x

m
+ c�

1.�

∫
dx√

m2 − x2
= arcsin

x

m
+ c$ �� m > 0�

��������$

∫
dx√

m2 − x2
=

∫
dx

m
√

1− (
x
m

)2 =
1

m

∫
dx√

1− (
x
m

)2 =

=
1

m
·m arcsin

x

m
+ c = arcsin

x

m
+ c
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11�

∫
sin(ax+ b) dx = −1

a
cos(ax+ b) + c$ a 	= 0

1-�

∫
cos(ax+ b) dx =

1

a
sin(ax+ b) + c$ a 	= 0

14�

∫
cos2mxdx =

∫
1 + cos 2mx

2
dx =

1

2

∫
dx+

1

2

∫
cos 2mxdx =

=
x

2
+

sin 2mx

4m
+ c.

1/�

∫
sin2mxdx =

∫
1− cos 2mx

2
dx =

1

2

∫
dx− 1

2

∫
cos 2mxdx =

=
x

2
− sin 2mx

4m
+ c.

16�

∫
cot2 xdx =

∫
cos2 x

sin2 x
dx =

∫
1− sin2 x

sin2 x
dx =

∫
dx

sin2 x
−
∫
dx =

= − cot x− x+ c

&�( 
,�),��� ! )��0 $��03�+��"

�	!��
� ��$��� �� �	 ���
����
	� f, g : Δ → R ����� ���
�
�� �
�
� %
���� f ′ �
	 g′ ��� �	�����
 Δ� ���
 ��� �	�����
 
���∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫
f ′(x)g(x)dx

�' 2	�3�� �� ��������	�
 fg′ ��� f ′g$ (
 ���	 	�
 ��� Δ$ � ��� ��������&
	
 ��� Δ� A!��$ �� ������� �������
���� ���� 	��
���� ��� 5	(������

	���� ���� ��������� ?�	�%�

[f(x)g(x)]′ = f(x)′g(x) + f(x)g′(x),

+�������	 %��%� ���C∫
[f(x)′g(x) + f(x)g′(x)]dx = f(x)g(x) + c∫
f(x)′g(x)dx+

∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x) + c∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫
f ′(x)g(x)dx.

�
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-�
	/
�� ��$��� � ����%�
 �������(��
 ���� ��������	
 	�����>	���
���� 	��	�� �(� �������(���(� ��
 �����
C∫

xn sin bxdx,

∫
xn cos bxdx,

∫
xneaxdx,∫

xm(ln x)ndx,

∫
eax cos bxdx,

∫
eax sin bxdx,

���� a, b ∈ R \ {0}$ m ∈ R \ {−1}$ n = 1, 2, ...�

0���2	/�
��� ��$���

1�

∫
xexdx =

∫
x(ex)′dx = xex −

∫
(x)′exdx = xex −

∫
exdx = xex −

ex + c.

-� !� n 	= −1$ ���	∫
xn ln xdx =

∫ (
xn+1

n + 1

)′
ln xdx =

xn+1

n + 1
ln x−

∫
xn+1

n + 1
(lnx)′dx =

=
xn+1

n+ 1
ln x−

∫
xn+1

n + 1
·1
x
dx =

xn+1

n + 1
ln x− 1

n + 1

∫
xndx =

=
xn+1

n + 1
ln x− xn+1

(n + 1)2
+ c =

xn+1

n+ 1

(
ln x− 1

n+ 1

)
+ c

4�

∫
x(ln x)2dx =

∫ (
x2

2

)′
(ln x)2dx =

x2

2
(ln x)2 −

∫
x2

2
· 2 ln x · 1

x
dx =

=
x2

2
(ln x)2 −

∫
x ln xdx =

x2

2
(lnx)2 −

∫ (
x2

2

)′
· ln x =

=
x2

2
(ln x)2 − x2

2
ln x+

∫
x2

2
· 1
x
· dx =

=
x2

2
(ln x)2 − x2

2
ln x+

x2

4
+ c.

/�

∫
2xxdx =

∫ (
2x

ln 2

)′
xdx =

2xx

ln 2
−
∫

2x

ln 2
x′dx =

2xx

ln 2
− 2x

ln2 2
+ c.

6�

∫
ln xdx =

∫
(x)′ ln x dx = x ln x−

∫
x(ln x)′dx =

= x ln x−
∫
x
1

x
· dx = x ln x−

∫
dx = x ln x− x+ c.
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:�

∫
x2 cos 4xdx =

∫
x2

(
sin 4x

4

)′
dx = x2 · sin 4x

4
−
∫

(x2)′ · sin 4x
4

dx =

=
x2 sin 4x

4
− 1

2

∫
x · sin 4x dx =

x2 sin 4x

4
+

1

2

∫
x ·

(
cos 4x

4

)′
dx =

=
x2 sin 4x

4
+

1

8

[
x cos 4x−

∫
x′ cos 4x dx

]
=

=
x2 sin 4x

4
+
x cos 4x

8
− 1

8

∫
cos 4xdx =

=
x2 sin 4x

4
+
x cos 4x

8
− sin 4x

32
+ c.

8�

∫
eax sin bxdx =

a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + c$ ���� a, b ∈ R \ {0}�

��������$∫
eax sin bxdx =

∫ [
1

a
eax

]′
sin bxdx =

1

a
eax sin bx− b

a

∫
eax cos bxdx

∫
eax cos bxdx =

∫ [
1

a
eax

]′
cos bxdx =

1

a
eax cos bx+

b

a

∫
eax sin bxdx

!������	��
���
 �� �������(�� ��� �� %	��	�� ���� ���� ��
��C∫
eax sin bxdx =

1

a
eax sin bx− b

a2
eax cos bx− b2

a2

∫
eax sin bxdx =⇒

a2 + b2

a2

∫
eax sin bxdx =

a sin bx− b cos bx

a2
eax =⇒∫

eax sin bxdx =
a sin bx− b cos bx

a2 + b2
eax + c

=�

∫
eax cos bxdx =

b sin bx+ a cos bx

a2 + b2
eax + c

!��%	���	��� ����� �	 �� ��������	�� ����%	�����

<�

∫
dx

(x2 +m2)2
=

x

2m2(x2 +m2)
+

1

2m2

∫
dx

x2 +m2

��������$
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∫
dx

x2 +m2
=

∫
1

x2 +m2
· x′dx =

x

x2 +m2
+ 2

∫
x2

(x2 +m2)2
dx

∫
x2

(x2 +m2)2
dx =

∫
(x2 +m2)−m2

(x2 +m2)2
dx =

∫
dx

x2 +m2
−m2

∫
dx

(x2 +m2)2

!������	��
���
 �� �������(�� ��� �� %	��	�� ���� ���� ��
��C∫
dx

x2 +m2
=

x

x2 +m2
+ 2

∫
dx

x2 +m2
− 2m2

∫
dx

(x2 +m2)2

A!��$ 2m2

∫
dx

(x2 +m2)2
=

x

x2 +m2
+

∫
dx

x2 +m2

7����
���
 ��� �	�	����� ������� %�� ��� 2m2 ��������	 ��� ���� <�

1.�

∫
dx

(x2 +m2)k
=

x

2(k − 1)m2(x2 +m2)k−1
+

2k − 3

2(k − 1)m2

∫
dx

(x2 +m2)k−1
$

���� k = 2, 3, ...�

!��%	����	��� ����� �	 �� ��������	�� ����%	�����

0 ���
� ��$�$�

∫
f(x)f ′(x)dx =

f 2(x)

2
+ c

�' 2	�3��

∫
f(x)f ′(x)dx = f 2(x)−

∫
f ′(x)f(x)dx =⇒

2

∫
f(x)f ′(x)dx = f 2(x) =⇒

∫
f(x)f ′(x)dx =

f 2(x)

2
+ c.

�

0���2	/�
��� ��$�"�

1�

∫
sin x cosxdx =

∫
sin x(sin x)′dx =

sin2 x

2
+ c

-�

∫
ln x

x
dx =

∫
ln x(ln x)′dx =

ln2 x

2
+ c
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&�- 
,�),��� ! �� �,,�3� ����4,!��"

�	!��
� ��"��� ����� ��	 � ���
����� g : Δ → R ��
	 ���
�� �
������
g′ ��� �	�����
 Δ� � ��������� f : Δ∗ → R 
��
	 ���
��� ��� �	�����
 Δ∗

�
	 g(Δ) ⊆ Δ∗�

��

∫
f(y)dy = F (y) + c� ���


∫
f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)) + c.

�' 2	�3�� � f $ (
 ���	 �
$ � 	� ��������� ���Δ∗� � (f◦g)g′$ (
 ���	 �
$
� 	� ��������� ��� Δ A!��$ �� ������� �������
���� ���� 	��
���� ���
5	(������
 	���� ���� ���������

?�	�%� � F 	���� �������� ��
 f $ �� �	� ��� F ′
y(y0) = f(y0)�

5�����	 y = g(x)$ ���	

[F (g(x))]′x = F ′
y(g(x)) · g′(x) = f(g(x)) · g′(x).

�

-�
	/
�� ��"��� A?��( ��� ��� ��
 �������	�
 Δ
g−→Δ∗ f−→R, �� ���� ��

���������	�
 ��� 5	(������
 4�6�1�

���	 ��� ���	 x ∈ Δ �� �	�C x
g−→ y = g(x)

f−→ f(g(x))�

2��� �	����(�� ���� ���	 ��� � ����������
 ���

∫
f(g(x))g′(x)dx ���	���

�	 ������ �	��+����
 )� �	 �������������*C y = g(x)�

0���2	/�
��� ��"���

1�

∫
esinx cosx dx =

∫
esinx(sin x)′ dx�

5�����	 y = sin x$ ���	∫
esinx cosx dx =

∫
eydy = ey + c = esinx + c�

-�

∫
sin2 x cosxdx =

∫
sin2 x(sin x)′dx =

∫
sin2 x d(sin x) =

sin3 x

3
+ c.

4�

∫
xex

2

dx =

∫
ex

2 · (x
2)′

2
dx =

1

2

∫
ex

2

(x2)′ dx =
1

2

∫
ex

2

d(x2)
x2=y
=

=
1

2

∫
eydy =

1

2
ey + c

y=x2

=
1

2
ex

2

+ c.
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/�

∫
dx

x ln2 x
=

∫
1

ln2 x
· 1
x
· dx =

∫
1

ln2 x
· (lnx)′ · dx =

=

∫
1

ln2 x
· d(lnx)lnx=y

= =

∫
y−2dy =

y−1

−1
+ c = −1

y
+ c

y=lnx
= − 1

ln x
+ c.

6�

∫
xdx

x2 + a
=

1

2
ln |x2 + a|+ c.

��������$ ������	 y = x2 + a$ ���	 dy = 2xdx$ 	�����(
∫
xdx

x2 + a
=

1

2

∫
dy

y
=

1

2
ln |y|+ c =

1

2
ln |x2 + a|+ c�

:�

∫
xdx

(x2 + a)k
= − 1

2(k − 1)(x2 + a)k−1
+ c, k 	= 1.

��������$ ������	 y = x2 + a$ ���	 dy = 2xdx� ���	∫
xdx

(x2 + a)k
=

1

2

∫
dy

yk
=

y−k+1

2(−k + 1)
+ c = − 1

2(k − 1)(x2 + a)k−1
+ c�

8�

∫
arctan xdx =

∫
(x)′ arctan xdx = x arctanx−

∫
x(arctan x)′dx =

= x arctanx−
∫

xdx

x2 + 1
= x arctan x− 1

2
ln |x2 + 1|+ c.

=�

∫
dx√
x2 +m

= ln |x+
√
x2 +m|+ c$ ���� m 	= 0�

5�����	 t = x+
√
x2 +m$ ���	

t−x =
√
x2 +m =⇒ (t−x)2 = (

√
x2 +m)2 =⇒ t2−2tx+x2 = x2+m =⇒

x =
t2 −m

2t
��� dx =

(
t2 −m

2t

)′
dt =

t2 +m

2t2
dt.

2��	�

$
√
x2 +m = t− x = t− t2 −m

2t
=
t2 +m

2t
.

A!��$

∫
dx√
x2 +m

=

∫
dt

t
= ln |t|+ c = ln |x+

√
x2 +m|+ c
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�	!��
� ��"��� ����� ��	 � ��������� g : Δ → R 
��
	 ��
 ���� ��
 �

���
�� �
������ g′ ��� �	�����
 Δ ��� R �
	 � ��������� f : g(Δ) → R


��
	 ���
��� ��� �	�����
 g(Δ)�

��

∫
f(g(t))g′(t)dt = F (t) + c� ���


∫
f(x)dx = F (g−1(x)) + c.

�' 2	�3�� � f $ (
 ���	 �
$ � 	� ��������� ��� g(Δ)� � (f ◦ g)g′$ (

���	 �
$ � 	� ��������� ��� Δ A!��$ �� ������� �������
���� ���� 	�&
�
���� ��� 5	(������
 	���� ���� ���������

5�����	 x = g(t)� ���	 dx = g′(t)dt ��� t = g−1(x)� 2��	�

∫
f(x)dx =

∫
f(g(t))g′(t)dt = F (t) + c = F (g−1(x)) + c.

�

-�
	/
�� ��"�$� A?��( ��� ��� ��
 �������	�
 Δ
g−→ g(Δ)

f−→R, �� ����
�� ���������	�
 ��� 5	(������
 4�6�4�

���	 ��� ���	 t ∈ Δ �� �	�C t
g−→x = g(t)

f−→ f(g(t))�

2��� �	����(�� ���� ���	 ��� � ����������
 ���
∫
f(x) dx ���	��� �	

������ �	��+����
 )� �	 �������������*C x = g(t)�

0���2	��
� ��"�$� 5� +����	 �� ������� �������(�� ��
 ���������


f(x) =
1√

(x− a)(b− x)
, a < x < b.

5�����	 x = a cos2 t+ b sin2 t (0 < t < π
2
)� ���	

dx = 2(b− a) sin t cos tdt, x− a = (b− a) sin2 t, b− x = (b− a) cos2 t.

?�����(

sin2 t

cos2 t
=
x− a

b− x
. A!��$ t = arctan

√
x− a

b− x
�

2��	�



∫
dx√

(x− a)(b− x)
=

∫
2dt = 2t+ c = 2 arctan

√
x− a

b− x
+ c.
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&�. 
,�),��� ! �!�2+  �+���� ��+

��� ���������� ���������R ���
 ����������
 �	��+����
 x ���	���� ����

���� R(x) =
P (x)

Q(x)
$ ����

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0

Q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + ...+ b0

	���� ����
���� �	 �����������
 ����	�	���
�
� ��������� R 	���� ���	 �
 �	 ���	 %������� ��� %	� �	�����+��	� �����

��>� ��� Q(x)$ ���	�

 �	 ���	 ������ %������� � R � 	� ������� �������(���
G(��
 +��+� ��
 �	��������
 �������	 �� ���������	 ��� �� ����
����

P (x) ��� Q(x) %	� � ��� �����
 ��>	
�

!� n < m$ ���	 �� ������
P (x)

Q(x)
���	���� �
���	���

!� n ≥ m$ ���	 %����
���
 �� P (x) %�� ��� Q(x) ��������	

R(x) = f(x) +
P1(x)

Q(x)

���� f(x) 	���� ����
���� (n−m)&+����� ���
P1(x)

Q(x)
	���� �������� �������

A!�� ∫
R(x)dx =

∫
f(x)dx+

∫
P1(x)

Q(x)

?�	�%� f(x) 	���� ����
����$ � ����������
 ��� �������
����


∫
f(x)dx

%	� ��������>	� %������	
$ ���	�

 ���	� �� �� �������	 �	 ��� �������(��

��� ��������� ��������

P1(x)

Q(x)
�

0���2	��
� ��(��� ;�� ��� ���� ��������� R(x) =
x2 + 3x+ 5

x+ 1
�� �	�

��� R(x) = x+ 2 +
3

x+ 1
� A!��$

∫
R(x)dx =

∫
(x+ 2)dx+ 3

∫
dx

x+ 1
=
x2

2
+ 2x+ 3 ln |x+ 1|+ c.
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%���
 + ��(��� ���� �
���	�� �����
�
 	���� �� �������� �������� ���
� ��� ��� ��� ��
 �������	
 �����
C

;�
A

x− a
�

;;�
A

(x− a)k
$ k ������
 ������
 ≥ 2.

;;;�
Ax+B

x2 + px+ q
$ p2 − 4q < 0.

IV.
Ax+B

(x2 + px+ q)k
$ p2 − 4q < 0 ��� k ������
 ������
 ≥ 2�

��(�� %������
�� �'�!� �������!� ����
��
��

I.

∫
A

x− a
dx = A ln |x− a|+ c�

II.

∫
A

(x− a)k
dx = − A

(k − 1)(x− a)k−1
+ c�

III.

∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx$ ���� p2 − 4q < 0$ ������	 y = x+ p

2
�

�� �������(�� �������>	��� (
 	'�
C∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2

∫
2x+ p

x2 + px+ q
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

(
B − Ap

2

)∫
dx

x2 + px+ q︸ ︷︷ ︸
I2

I1 =

∫
(x2 + px+ q)′

x2 + px+ q
dx = ln(x2 + px+ q) + c.

;�� ��� ���������� ��� I2 ������	 y = x+
p

2
� ���	 dx = dy ���

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)2

+ q − p2

4︸ ︷︷ ︸
a2

= y2 + a2, a =

√
q − p2

4
. A!��$

I2 =

∫
dy

y2 + a2
=

1

a
arctan

y

a
+ c =

2√
4q − p2

arctan
2x+ p√
4q − p2

+ c.
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IV.

∫
Ax+B

(x2 + px+ q)k
dx $ p2 − 4q < 0 ��� k ������
 ������
 ≥ 2�

�� �������(�� �����	��� �	 �������� �������(���(� (
 	'�
C∫
(Ax+B)dx

(x2 + px+ q)k
=
A

2

∫
(2x+ p)dx

(x2 + px+ q)k︸ ︷︷ ︸
I1

+

(
B − Ap

2

)∫
dx

(x2 + px+ q)k︸ ︷︷ ︸
I2

I1 =

∫
(x2 + px+ q)′dx
(x2 + px+ q)k

=
−1

(k − 1)(x2 + px+ q)k−1
+ c.

;�� ��� ���������� ��� I2 ������	 y = x +
p

2
� ���	 dx = dy ���

x2 + px+ q =
(
x+

p

2

)2

+ q − p2

4︸ ︷︷ ︸
a2

= y2 + a2�

2��	�

 �� I2 �������>	��� ��� ��� ���%������ ����C

I2 =

∫
dy

(y2 + a2)k
=

y

2(k − 1)a2(y2 + a2)k−1
+

2k − 3

2(k − 1)a2

∫
dy

(y2 + a2)k−1
.

0���2	/�
��� ��(��� E� ������������ �� �������
����

1�

∫
5dx

x+ 3
= 5 ln |x+ 3|+ c

-�

∫
dx

(x+ 3)5
= − 1

4(x+ 3)4
+ c

4�

∫
dx

x2 − 4x+ 5
���

∫
xdx

x2 − 4x+ 5
�

�� �������(���� ���� 	���� ��
 �����
 III�

5������
 y = x− 2$ ��������	C

x2 − 4x+ 5 = (x− 2)2 + 1 = y2 + 1$ dx = dy ��� x = y + 2�

2��	�





�
��
��
��
��
�	
�

��

8/ �������� 


∫
dx

x2 − 4x+ 5
=

∫
dy

y2 + 1
= arctan y + c = arctan(x− 2) + c.

∫
xdx

x2 − 4x+ 5
=

∫
(y + 2)dy

y2 + 1
=

∫
ydy

y2 + 1
+ 2

∫
dy

y2 + 1
=

=
1

2
ln(y2 + 1) + 2 arctan y + c =

=
1

2
ln(x2 − 4x+ 5) + 2 arctan(x− 2) + c.

/�

∫
dx

(x2 + 1)3

�� �������(�� ���� 	���� ��
 �����
 IV� !�� ��� ���%������ ����∫
dx

(x2 + a2)k
=

x

2(k − 1)a2(x2 + a2)k−1
+

2k − 3

2(k − 1)a2

∫
dx

(x2 + a2)k−1

��� k = 3 ��� a = 1 ��������	C∫
dx

(x2 + 1)3
=

x

4(x2 + 1)2
+

3

4

∫
dx

(x2 + 1)2
�

!�� ��� �������( ���%������ ���� ��� k = 2 ��� a = 1 +�������	C∫
dx

(x2 + 1)2
=

x

2(x2 + 1)
+

1

2

∫
dx

x2 + 1
=

x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctanx+ c

�� �	���� ������	��� 	����∫
dx

(x2 + 1)3
=

x

4(x2 + 1)2
+

3x

8(x2 + 1)
+

3

8
arctanx+ c�

6�

∫
(3x− 1)dx

(x2 − 4x+ 8)2
�

�� �������(�� ���� 	���� ��
 �����
 IV�

A? ���	 (x2 − 4x+ 8)′ = 2x− 4� ?�����(
∫
(3x− 1)dx

(x2 − 4x+ 8)2
=

∫
(2x− 4) · 3

2
− 1 + 6

(x2 − 4x+ 8)2
dx =

=
3

2

∫
(2x− 4)dx

(x2 − 4x+ 8)2
+ 5

∫
dx

(x2 − 4x+ 8)2

5� �����������	  (����� �� �	�	����� %�� ������� �������
����C
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∫
2x− 4

(x2 − 4x+ 8)2
dx =

∫
(x2 − 4x+ 8)′

(x2 − 4x+ 8)2
dx = − 1

x2 − 4x+ 8
+ c�∫

1

(x2 − 4x+ 8)2
dx =

∫
1

[(x− 2)2 + 4]2
dx

y=x−2
=

∫
dy

(y2 + 4)2
�

A!�� ��� ���%������ ����C∫
dy

(y2 + a2)k
=

y

2a2(k − 1)(y2 + a2)k−1
+

2k − 3

2a2(k − 1)

∫
dy

(y2 + a2)k−1

��� k = 2 ��� a = 2 ��������	∫
dy

(y2 + 4)2
=

y

8(y2 + 4)
+

1

8

∫
dy

y2 + 4
=

=
y

8(y2 + 4)
+

1

8 · 2 arctan
y

2
=

x− 2

8(x2 − 4x+ 8)
+

1

16
arctan

x− 2

2
+ c�

!�� �� �������(∫
3x− 1

(x2 − 4x+ 8)2
dx =

5x− 22

8(x2 − 4x+ 8)
+

5

16
arctan

x− 2

2
+ c

��(�� %������
�� �������!� ����
��
��

� ����������
 ��� �������
����


∫
P (x)

Q(x)
dx$ ����

P (x)

Q(x)
	���� ���

�������� ������ ��� �� ����
���� P (x) ��� Q(x) %	� � ��� �����
 ��>	
$
+���>	��� ��� �������( ��(��� �	(������ ��
 ���	+��
�

�	!��
� ��(�$� +�"
 ���� ���� �
 ��
��
�	��$� ����
�
����

Q(x) = xm + bm−1x
m−1 + ...+ b1x+ b0


�
�$
�
	 �
 ���
�	�� ����� �
 �	���
�� ������$��� �
 ��
��
�	��$�
����
�
���� ��� ���'�� x− a �
	 ��� ���'�� x2 + px+ q �
 p2 − 4q < 0�

,��
��

Q(x) = (x− a1)
k1 ...(x− aν)

kν(x2 + p1x+ q1)
n1 ...(x2 + pμx+ qμ)

nμ ,

���� k1, ..., kν , n1, ..., nμ ∈ N \ {0} �
	 k1 + ...+ kν + 2n1 + ... + 2nμ = m�



�
��
��
��
��
�	
�

��

8: �������� 


�	!��
� ��(�"� �� P (x)
Q(x)


��
	 �
���	�� �����
� �
 ���� ���
 P (x) �
	

Q(x) �
� ����� ��	��� ��-
� �
	

Q(x) = (x− a1)
k1...(x− aν)

kν(x2 + p1x+ q1)
n1 ...(x2 + pμx+ qμ)

nμ

���� �	 ��-
� ��� �
��
��.�"�	�� ������$��� 
��
	 �	�
�	���� ���
 �� �����

P (x)
Q(x)

���'
�
	 �
� �"��	��
 
�� � ��
������ �� 
#��&

P (x)

Q(x)
=

A1

x− a1

+
A2

(x− a1)
2
+ ...+

Ak1

(x− a1)
k1

+

..........................................................

+
B1

x− aν
+

B2

(x− aν)2
+ ...+

Bkν

(x− aν)kν
+

+
M1x+N1

x2 + p1x+ q1
+

M2x+N2

(x2 + p1x+ q1)
2
+ ...+

Mn1x+Nn1

(x2 + p1x+ q1)
n1

+

..............................................................................................

+
S1x+ T1

x2 + pμx+ qμ
+

S2x+ T2
(x2 + pμx+ qμ)2

+ ... +
Snμx+ Tnμ

(x2 + pμx+ qμ)nμ
.

0���2	/�
��� ��(�(�

1� �� �������� ������ 1
x2(x−1)(x2+x+1)

�����	��� �	 �������� ���
� ����&
���(� (
 	'�
C

1

x2(x− 1)(x2 + x+ 1)
=
A

x2
+
B

x
+

C

x− 1
+

Dx+ E

x2 + x+ 1

?�����(


1
x2(x−1)(x2+x+1)

= A(x−1)(x2+x+1)+Bx(x−1)(x2+x+1)+Cx2(x2+x+1)+(Dx+E)x2(x−1)
x2(x−1)(x2+x+1)

?'��
�����
 ���
 ��������
 ��������	C

1 = A(x− 1)(x2 + x+ 1) +Bx(x− 1)(x2 + x+ 1)+

+ Cx2(x2 + x+ 1) + (Dx+ E)x2(x− 1)

1 = A(x3− 1)+B(x4−x)+C(x4+x3+x2)+Dx4+Ex3−Dx3−Ex2

1 = −A− Bx+ x2(C −E) + x3(A+ C + E −D) + x4(B + C +D)

?'��
�����
 ���
 ����	�	���
 �(� x, x2, x3, x4 �(� ����(���(� ���
�����	�� ��� ��� %	'�� ����
 ��
 �	�	�����
 ���������
$ ��������	 ��
�������� ������� 	'��
�	(�C
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x0

x
x2

x3

x4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−A = 1
−B = 0

C − E = 0
A+ C + E −D = 0

B + C +D = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

��� �� ����� +�������	C A = −1$ B = 0$ C = 1
3
$ D = −1

3
$ E = 1

3
�

2��	�

C

1

x2(x− 1)(x2 + x+ 1)
= − 1

x2
+

1

3(x− 1)
− x− 1

3(x2 + x+ 1)

-� �� �������� ������ x3−2x
(x2+1)2

�����	��� �	 �������� ���
� �������(�
(
 	'�
C

x3 − 2x

(x2 + 1)2
=

Ax+B

(x2 + 1)2
+
Cx+D

x2 + 1
=
Ax+B + (Cx+D)(x2 + 1)

(x2 + 1)2

?'��
�����
 ���
 ��������
 ��������	C

x3 − 2x = Ax+B + (Cx+D)(x2 + 1)

x3 − 2x = Cx3 +Dx2 + (A+ C)x+ (B +D)

?'��
�����
 ���
 ����	�	���
 �(� x, x2, x3, x4 �(� ����(���(� ���
�����	�� ��� ��� %	'�� ����
 ��
 �	�	�����
 ���������
$ ��������	 ��
�������� ������� 	'��
�	(�C

x3

x2

x
x0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 = C
0 = D
−2 = A + C
0 = B +D

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ =⇒ A = −3$ B = 0$ C = 1$ D = 0�

2��	�

C

x3 − 2x

(x2 + 1)2
= − 3x

(x2 + 1)2
+

x

x2 + 1



�
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�	
�

��
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0���2	/�
��� ��(��� E� ������������ �� �������
����

1�

∫
dx

x2 + 3x+ 2
�

�� �������� ������ 1
x2+3x+2

�����	��� �	 �������� ���
� �������(�C

1

x2 + 3x+ 2
=

1

(x+ 1)(x+ 2)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 2
=

=
Ax+ 2A+Bx+B

(x+ 1)(x+ 2)
=

(A+B)x+ (2A+B)

(x+ 1)(x+ 2)

?'��
�����
 ���
 ��������
 ��� ��
��� ��� ��� �	�	������ ��������

��������	 ��� ���������C (A+B)x+ (2A+B) = 1

?'��
�����
 ���
 ����	�	��	
 �(� x0 ��� x ��������	 �� ��������
�������C

x0

x

∣∣∣∣ 2A+B = 1
A+B = 0

}
=⇒ A = 1 ��� B = −1.

2��	�

∫
dx

x2 + 3x+ 2
=

∫
dx

x+ 1
−
∫

dx

x+ 2
= ln |x+ 1| − ln |x+ 2|+ c =

= ln

∣∣∣∣x+ 1

x+ 2

∣∣∣∣+ c�

-�

∫
xdx

x2 + 3x+ 2
�

�� �������� ������ x
x2+3x+2

�����	��� �	 �������� ���
� �������(�C

x

x2 + 3x+ 2
=

x

(x+ 1)(x+ 2)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 2
=

=
Ax+ 2A+Bx+B

(x+ 1)(x+ 2)
=

(A+B)x+ (2A+B)

(x+ 1)(x+ 2)

?'��
�����
 ���
 ��������
 ��� ��
��� ��� ��� �	�	������ ��������

��������	 ��� ���������C (A+B)x+ (2A+B) = x.

?'��
�����
 ���
 ����	�	��	
 �(� x0 ��� x ��������	 �� ��������
�������C
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��
� ������
���
� 8<

x0

x

∣∣∣∣ 2A+B = 0
A+B = 1

}
=⇒ A = −1 ��� B = 2�

2��	�

C∫
xdx

x2 + 3x+ 2
= −

∫
dx

x+ 1
+ 2

∫
dx

x+ 2
=

= − ln |x+ 1|+ 2 ln |x+ 2|+ c = ln
(x+ 2)2

|x+ 1| + c

4�

∫
xdx

x3 + 6x2 + 11x+ 6

��� ��>� ��� ����(����� x3 + 6x2 + 11x+ 6 	���� � x = −1� 2��	�



x3 + 6x2 + 11x+ 6 = (x+ 1)(x2 + 5x+ 6) = (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) =⇒
x

x3 + 6x2 + 11x+ 6
=

x

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 2
+

C

x+ 3

����	∫
x

x3 + 6x2 + 11x+ 6
=

∫
Adx

x+ 1
+

∫
Bdx

x+ 2
+

∫
Cdx

x+ 3
=

= A ln |x+ 1|+B ln |x+ 2|+ C ln |x+ 3|+ c�

�� ����	�	���
 A,B,C ����%����>����� ��� ��� ���������C

x = A(x+ 2)(x+ 3) +B(x+ 1)(x+ 3) + C(x+ 1)(x+ 2)�

;�� x = −1 ��������	 −1 = 2A$ ��� A = −1
2
�

;�� x = −2 ��������	 −2 = −B$ ��� B = 2�

;�� x = −3 ��������	 −3 = 2C$ ��� C = −3
2
�

�	����∫
xdx

x3 + 6x2 + 11x+ 6
= −1

2
ln |x+ 1|+ 2 ln |x+ 2| − 3

2
ln |x+ 3|+ c�

/�

∫
x5 + 1

x4 − 8x2 + 16
dx

7����
���
 �� ����
���� x5+1 �	 �� ����
���� x4−8x2+16 ��������	

x5 + 1

x4 − 8x2 + 16
= x+

8x3 − 16x+ 1

x4 − 8x2 + 16
.

�� �������� ������ 8x3−16x+1
x4−8x2+16

�����	��� �	 �������� ���
� �������(�C
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�

��

=. �������� 


8x3−16x+1
x4−8x2+16

= 8x3−16x+1
(x2−4)2

= 8x3−16x+1
(x−2)2(x+2)2

= A
(x−2)2

+ B
x−2

+ C
(x+2)2

+ D
x+2

�

!�� �� �������(C∫
x5 + 1

x4 − 8x2 + 16
=

=

∫
xdx+

∫
Adx

(x− 2)2
+

∫
Bdx

x− 2
+

∫
Cdx

(x+ 2)2
+

∫
Ddx

x+ 2
=

=
x2

2
− A

x− 2
+B ln |x− 2| − C

x+ 2
+D ln |x+ 2|+ c.

�� ����	�	���
 A,B,C,D ����%����>����� ��� ��� ���������C

8x3−16x+1 = A(x+2)2+B(x−2)(x+2)2+C(x−2)2+D(x−2)2(x+2)�

;�� x = 2 +�������	 A = 33
16
� ;�� x = −2 +�������	 C = −31

16
�

;�� x = 0 � ��������� ����	��� 1 = 4A− 8B + 4C + 8D�

2��� �	�	����� � ��� ����������
���
 ��
 ����
 �(� A ��� C ��������	C
−16B+16D = 1� ?'��
�����
 ���
 ����	�	���
 ��� x3 ���� ���������
��������	C B +D = 8� A!�� B = 127

32
��� D = 129

32
�

6�

∫
x3dx

(x− 2)5
.

!��� �� ���������	 �� �������� ������ x3

(x−2)5
�	 �������� ���
�

�������(�$ ������	 x− 2 = t� ����	∫
x3dx

(x− 2)5
=

∫
(t+ 2)3dt

t5
=

∫
(t3 + 6t2 + 12t+ 8)dt

t5
=

=

∫
dt

t2
+ 6

∫
dt

t3
+ 12

∫
dt

t4
+ 8

∫
dt

t5
=

= −1

t
− 6

2t2
− 12

3t3
− 8

4t4
+ c =

= − 1

x− 2
− 6

2(x− 2)2
− 12

3(x− 2)3
− 8

4(x− 2)4
+ c

:�

∫
x2dx

x6 − 1
. 5�����	 x3 = t� ����	∫

x2dx

x6 − 1
=

1

3

∫
dt

t2 − 1
=

1

6
ln

|t− 1|
|t+ 1| + c =

1

6
ln

|x3 − 1|
|x3 + 1| + c�
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���
� =1

&�1 
,�),��� ! ���+'��+ xm(a+ bxn)p

�� ������� �������(��

∫
xm(a+bxn)pdx$ ���� m,n ��� p 	���� ����� ���&

����$ ����	��� �	 �������(�� ����
 ���������
 �	 ��������� ������ �	��+�&
���
 ���
 �������	
 ��	�
 �	����
�	�
C

)1* p 	���� �������
 ������
�

5�����	 x = tk$ ���� k 	���� �� 	�� ���� ����� ����������� �(�
����������
� �(� �������(� m ��� n�

)-*
m+ 1

n
	���� �������
 ������
�

5�����	 a + bxn = tk$ ���� k 	���� � �����������
 ��� ��������
 p�

)4*
m+ 1

n
+ p 	���� �������
 ������
�

5�����	 a+ bxn = tkxn$ ���� k 	���� � �����������
 ��� ��������
 p�

0���2	/�
��� ������

1�

∫
x−

1
2 (x

1
4 + 1)−10dx�

?�	�%� p = −10 	���� �������
 ������
$ ������	 x = t4

)/ 	���� �� 	�� ���� ����� ����������� �(� ����������
� �(�

�������(� −1
2
��� 1

4
*� ����	

∫
x−

1
2 (x

1
4 + 1)−10dx =

∫
4t3dt

t2(t + 1)10
= 4

∫
tdt

(t+ 1)10
=

= 4

∫
(t+ 1)dt

(t+ 1)10
− 4

∫
dt

(t + 1)10
=

= 4

∫
dt

(t+ 1)9
− 4

∫
dt

(t+ 1)10
=

= − 1

2(t+ 1)8
+

4

9(t+ 1)9
+ c =

= − 1

2( 4
√
x+ 1)8

+
4

9( 4
√
x+ 1)9

+ c
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-�

∫
x3dx√
(4− x2)3

.

;�������
 �� �������(�� ��� �����

∫
x3(4− x2)−

3
2dx$ ��������	

m = 3, n = 2, p = −3
2
�

?�	�%� m+1
n

= 2 	���� �������
 ������
$ ������	 4− x2 = t2

)� 	�����
 - ��� t2 	���� � �����������
 ��� ��������
 p = −3
2
*�

����	 x2 = 4− t2 ��� xdx = −tdt�
A!��$ x3dx = −(4− t2)tdt� 2��	�



∫
x3(4− x2)−

3
2dx = −

∫
(4− t2)t · t−3dt = −

∫
(4− t2)dt

t2
=

=

∫
dt− 4

∫
dt

t2
= t+

4

t
+ c =

t2 + 4

t
+ c =

=
8− x2√
4− x2

+ c.

4�

∫
x−3(2− x3)−

1
3dx�

A? ���	 m = −3$ n = 3$ p = −1
3
�

?�	�%�
m+ 1

n
+ p = −1 	���� �������
 ������
$ ������	 2− x3 = t3x3$

)� 	�����
 ��� t3 	���� � �����������
 ��� ��������
 p = −1
3
*�

����	 ��������	 %��%� ���C

t =
3
√
2− x3

x
=⇒ 2x−3 − 1 = t3 =⇒ x−4dx = −t

2dt

2
� 2��	�

$

∫
x−3(2− x3)−

1
3dx =

∫
x−3

[
x3(2x−3 − 1)

]− 1
3 dx =

=

∫
x−4

[
2x−3 − 1

]− 1
3 dx = −1

2

∫
t2 · t−1dt =

= −t
2

4
+ c = −

3
√

(2− x3)2

4x2
+ c.
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&�5 
,�),��� !  �+���� ��+ $�� $����6��+ ��7�)0

I.

∫
f(x,

√
x2 + a2)dx$ ������	 x = a tan t∫

f(x,
√
x2 − a2)dx$ ������	 x =

a

sin t∫
f(x,

√
a2 − x2)dx$ ������	 x = a sin t

II.

∫
f

(
x, n

√
αx+ β

γx+ δ

)
dx$ ������	 t = n

√
αx+ β

γx+ δ
$

����	 tn =
αx+ β

γx+ δ
��� x =

δtn − β

α− γtn
�

III.

∫
f(x,

√
ax2 + bx+ c) dx$ ���� a 	= 0�

;�� ��� ���������� ��� �������
����
  ��������������� ��
������������	�
 ��� EulerC
√
ax2 + bx+ c = t± x

√
a$ �� a > 0

√
ax2 + bx+ c = tx±√

c$ �� c > 0
√
ax2 + bx+ c = t(x− x1)$ �� ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)$

���� x1, x2 	���� ����������
 ��>	
�

IV.

∫
Pn(x) dx√
ax2 + bx+ c

$ ���� Pn(x) 	���� ����
���� n&+������

;�� ��� ���������� ��� �������
����
 ������	∫
Pn(x) dx√
ax2 + bx + c

= Qn−1(x)
√
ax2 + bx+ c+ k

∫
dx√

ax2 + bx+ c
$

���� Qn−1(x) 	���� ����
���� (n− 1)&+����� ��� k 	���� ���
 ������
�

;�� ��� ����%������� �(� ����	�	��
� ��� ����(����� Qn−1(x) ��� ���
����	�	��� k �����(��>���	 ��� ��������	�� ������� ��� ��	��� ���
�����������>���	 	��

√
ax2 + bx+ c� 2�� ���� 	�� 	'��
����	 ���


����	�	���
 �(� ��(� %����	(� ��� x�
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V.

∫
f(x, m1

√
xn1 , m2

√
xn2 , ..., mk

√
xnk)dx$ ���� f 	���� ��� ���� ����������

;�� ��� ���������� ��� �������
����
 ������	 x = tm$ ���� m 	�&
��� �� 	�� ���� ����� ����������� �(� ����������
� �(� �������(�C
n1

m1
, n2

m2
, ..., nk

mk
.

0���2	/�
��� ��,���

1�

∫
dx

x2
√
x2 + 1

�� �������(�� ���� 	���� I ������ 5�����	 x = tan t$ ����	

x2 = tan2 t, x2 + 1 = tan2 t + 1 =
1

cos2 t
, dx =

1

cos2 t
dt

2��	�

∫
dx

x2
√
x2 + 1

=

∫
dt

cos2 t
· 1

tan2 t
· cos t =

∫
cos t dt

sin2 t
=

∫
d(sin t)

sin2 t
=

= − 1

sin t
+ c = −

√
1 + tan2 t

tan t
+ c = −

√
1 + x2

x
+ c

-�

∫ √
x2 − 3 dx

x
.

�� �������(�� ���� 	���� I ������

5�����	 x =

√
3

sin t
$ ���	 t = arcsin

√
3
x
$ dx =

( √
3

sin t

)′

dt =

(
−
√
3 cos t

sin2 t

)
dt

���
√
x2 − 3 =

√
3

sin2 t
− 3 =

√
3− 3 sin2 t

sin2 t
=

√
3 cos t

sin t
�

2��	�

∫ √
x2 − 3 dx

x
= −

√
3

∫
cos2 t

sin2 t
dt = −

√
3

∫
1− sin2 t

sin2 t
dt =

= −
√
3

∫
1

sin2 t
dt+

√
3

∫
dt =

√
3 cot t +

√
3t + c =

=

√
3
√
1− sin2 t

sin t
+
√
3 t+ c =

=
√
x2 − 3 +

√
3(arcsin

√
3

x
) + c.
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4�

∫ √
a2 − x2dx�

�� �������(�� ���� 	���� I ������

5�����	 x = a sin t$ ����	 dx = a cos tdt ���
√
a2 − x2 = a cos t�

2��	�

∫ √
a2 − x2dx = a2

∫
cos2 tdt =

a2t

2
+
a2 sin 2t

4
+ c =

=
a2t

2
+
a2 sin t cos t

2
+ c =

=
a2

2
arcsin

x

a
+
x
√
a2 − x2

2
+ c

/�

∫ √
x+ 4 dx

x

�� �������(�� ���� 	���� II ������

5�����	 t =
√
x+ 4$ ����	 t2 = x+ 4, x = t2 − 4, dx = 2tdt�

2��	�

∫ √
x+ 4 dx

x
=

∫
2t2dt

t2 − 4
= 2

∫
(t2 − 4 + 4)dt

t2 − 4
= 2

∫
dt+2

∫
4dt

t2 − 4
=

= 2t+2 ln

∣∣∣∣t− 2

t + 2

∣∣∣∣+ c = 2
√
x+ 4+2 ln

∣∣∣∣
√
x+ 4− 2√
x+ 4 + 2

∣∣∣∣+ c.

6�

∫
1

(1− x)2

√
1− x

1 + x
dx

�� �������(�� ���� 	���� II ������

5�����	 t =

√
1− x

1 + x
$ ����	

x =
1− t2

1 + t2
$ 1− x =

2t2

1 + t2
$ dx =

−4tdt

(1 + t2)2
� 2��	�



∫
1

(1− x)2

√
1− x

1 + x
dx = −

∫
(1 + t2)2

4t4
· t · 4t

(1 + t2)2
dt = −

∫
dt

t2
=

=
1

t
+ c =

√
1− x

1 + x
+ c.
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:�

∫
dx√

x2 + 3x+ 2

�� �������(�� ���� 	���� III ������

5�����	
√
x2 + 3x+ 2 =

√
(x+ 1)(x+ 2) = t(x+ 1)$ ����	C

(x+ 1)(x+ 2) = t2(x+ 1)2

x+ 2 = t2(x+ 1)

x =
2− t2

t2 − 1
��� dx = − 2t

(t2 − 1)2

√
x2 + 3x+ 2 = t(x+ 1) =

t

t2 − 1

2��	�

∫
dx√

x2 + 3x+ 2
= −2

∫
dt

t2 − 1
=

= ln

∣∣∣∣ t + 1

t− 1

∣∣∣∣+ c$ ���� t =

√
x2 + 3x+ 2

x+ 1
�

8�

∫
x4 + 4x2√
x2 + 4

dx�

�� �������(�� ���� 	���� IV ������

5�����	∫
x4 + 4x2√
x2 + 4

dx = (ax3 + bx2 + cx+ d)
√
x2 + 4 + k

∫
dx√
x2 + 4

�����(��>����
 ��� �� %�� ���� ��
 �������( �������
 ��������	C

x4+4x2√
x2+4

= (3ax2 + 2bx+ c)
√
x2 + 4 + x(ax3+bx2+cx+d)√

x2+4
+ k√

x2+4

�����������>����
 ��� �� %�� ���� 	��
√
x2 + 4C

x4 + 4x2 = (3ax2 + 2bx+ c)(x2 + 4) + x(ax3 + bx2 + cx+ d) + k

x4 + 4x2 = 4ax4 + 3bx3 + (2c+ 12a)x2 + (8b+ d)x+ (k + 4c)

?'��
�����
 ���
 ����	�	���
 �(� x0$ x$ x2$ x3$ x4 �(� ����(���(�
��� �����	�� ��� ��� %	'�� ����
 ��
 �������( ���������
$ ��������	
�� �������� ������� 	'��
�	(�C
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x0

x
x2

x3

x4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k + 4c = 0
8b+ d = 0

2c+ 12a = 4
3b = 0
4a = 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

=⇒ a =
1

4
$ b = d = 0$ c =

1

2
$ k = −2�

2��	�

∫
x4 + 4x2√
x2 + 4

dx =

(
x3

4
+
x

2

)√
x2 + 4− 2

∫
dx√
x2 + 4

=

=

(
x3

4
+
x

2

)√
x2 + 4− arctan

x

2
+ c�

=�

∫
3
√
x

6
√
x7 +

4
√
x5

dx =

∫ 12
√
x4

12
√
x14 +

12
√
x15

dx

5�����	 x = t12$ ����	 dx = 12t11 dt ��� ���	�

∫
t4 · 12t11dt
t14 + t15

= 12

∫
tdt

t+ 1
= 12

∫
(t+ 1− 1)dt

t+ 1
=

= 12

∫
dt− 12

∫
1

t+ 1
dt =

= 12(t− ln |t+ 1|) + c = 12( 12
√
x− ln | 12

√
x+ 1|) + c.

&�8 
,�),��� ! $��� �0 ��+ $�� $����6��+

���3�+������)�"  �+���� ��"

I.

∫
f(sin x, cosx)dx$ ���� f(u, v) ����
���� � ������ ����(���(� (
 ���


u ��� v�

5�����	 t = tan x
2
$���	 x = 2 arctan t ��� dx = (2 arctan t)′dt =

2dt

1 + t2
�

?����
 � ���	C

sin x =
2 sin x

2
cos x

2

1
=

2 sin x
2
cos x

2

sin2 x
2
+ cos2 x

2

=
2 tan x

2

1 + tan2 x
2

=
2t

1 + t2

cosx =
cos2 x

2
− sin2 x

2

1
=

cos2 x
2
− sin2 x

2

sin2 x
2
+ cos2 x

2

=
1− tan2 x

2

1 + tan2 x
2

=
1− t2

1 + t2
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?�	�%� ��(
 �	 ��� �������( ������ �	��+����
 t = tan
x

2
�	 �����


�	����
�	�
 ����������	 �	 �������
���� ��������(� ���
�
��������	(�$  ��������������� ��� �� �������	
 ������
 �	��+����
C

�� f(−u, v) = −f(u, v)$ ������	 t = cos x$

�� f(u,−v) = −f(u, v)$ ������	 t = sin x$

�� f(−u,−v) = f(u, v)$ ������	 t = tan x$

II.

∫
sin ax cos bx dx$

∫
sin ax sin bx dx$

∫
cos ax cos bx dx�

;�� ��� ���������� �(� �������(���(� ���
�  ��������������� ��
����(���	�����
 ��������	
C

sin a sin b = 1
2
[cos(a− b)− cos(a + b)]

cos a cos b = 1
2
[cos(a− b) + cos(a+ b)]

sin a cos b = 1
2
[sin(a− b) + sin(a+ b)]

III.

∫
sinm x cosn x dx$ ���� m,n ∈ Z�

7���������	 ��	�
 �	����
�	�
C

III1.

∫
sin2m+1 x cosn x dx$ ������	 t = cos x�

����	C

∫
sin2m+1 x cosn x dx = −

∫
sin2m x cosn x d(cosx) =

= −
∫

(1− cos2 x)m cosn x d(cosx) = −
∫

(1− t2)mtndt

III2.

∫
cos2m+1 x sinn x dx$ ������	 t = sin x�

����	C

∫
cos2m+1 x sinn x dx =

∫
cos2m x sinn x d(sin x) =

=

∫
(1− sin2 x)m sinn x d(sin x) =

∫
(1− t2)mtndt

III3.

∫
sin2m x cos2n x dx =

∫ (
1− cos 2x

2

)m(
1 + cos 2x

2

)n

dx



�
��
��
��
��
�	
�

��

��
��
� ������
���
� =<

0���2	/�
��� ��#��� E� ������������ �� �������
����C

1�

∫
dx

sin x

5�����	 t = tan
x

2
$ ����	 dx =

2dt

1 + t2
��� sin x =

2t

1 + t2
�

A!��$

∫
dx

sin x
=

∫
1 + t2

2t
· 2dt

1 + t2
=

∫
dt

t
= ln |t|+ c = ln | tan x

2
|+ c.

-�

∫
dx

cosx

5�����	 t = tan
x

2
$ ����	 dx =

2dt

1 + t2
��� cosx =

1− t2

1 + t2
�

A!��$

∫
dx

cosx
=

∫
1 + t2

1− t2
· 2dt

1 + t2
=

∫
2dt

1− t2
= ln

∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣+ c =

= ln
∣∣∣tan x

2
+ 1

tan x
2
− 1

∣∣∣+ c = ln
∣∣∣tan(x

2
+
π

4

)∣∣∣+ c

4�

∫
cos2 x

sin6 x
dx

5�����	 f(sin x, cos x) =
cos2 x

sin6 x
�

���	 f(− sin x,− cos x) =
(− cosx)2

(− sin x)6
=

cos2 x

sin6 x
= f(sin x, cosx)�

5�����	 t = tanx� ���	 x = arctan t ��� dx =
dt

1 + t2
�

?����
 cos2 x =
1

1 + tan2 x
=

1

1 + t2
��� sin2 x = 1− cos2 x =

t2

1 + t2
�

A!��$

∫
cos2 x

sin6 x
dx =

∫
(1 + t2)dt

t6
=

∫
dt

t6
+

∫
dt

t4
=

= − 1

5t5
− 1

3t3
+ c = − 1

5 tan5 x
− 1

tan3 x
+ c.

/�

∫
sin ax sin bxdx =

1

2

∫
cos[(a− b)x]dx− 1

2

∫
cos[(a+ b)x]dx =

=
1

2(a− b)
sin[(a− b)x]− 1

2(a+ b)
sin[(a+ b)x] + c.
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6�

∫
cos ax cos bxdx =

1

2

∫
cos[(a− b)x]dx+

1

2

∫
cos[(a + b)x]dx =

=
1

2(a− b)
sin[(a− b)x] +

1

2(a+ b)
sin[(a+ b)x] + c

:�

∫
sin ax cos bxdx =

1

2

∫
sin[(a− b)x]dx+

1

2

∫
sin[(a+ b)x]dx =

= − 1

2(a− b)
cos[(a− b)x]− 1

2(a + b)
cos[(a+ b)x] + c

8�

∫
sin 5x cos 3xdx = −1

4
cos 2x− 1

16
cos 8x+ c

=�

∫
sin3 x cos2 xdx =

∫
sin x(1− cos2 x) cos2 xdx =

= −
∫

(cos2 x−cos4 x)d(cos x)
t=cos x
= −

∫
(t2− t4)dt =

= −t
3

3
+
t5

5
+ c = −cos3 x

3
+

cos5 x

5
+ c

<�

∫
sin4 x cos2 xdx =

∫ (
1− cos 2x

2

)2(
1 + cos 2x

2

)
dx =

=
1

8

∫
(1− cos2 2x)(1− cos 2x)dx =

=
1

8

∫
sin2 2x(1− cos 2x)dx =

=
1

8

∫
sin2 2xdx− 1

8

∫
cos 2x sin2 2xdx =

=
1

8

∫ (
1− cos 4x

2

)
dx− 1

16

∫
sin2 2xd(sin 2x) =

=
1

16
x− 1

64
sin 4x− 1

48
sin3 2x+ c.
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;2� ���	+ � ����
� �������

��
��

���8��� B�	��	 �� ������� �������
����

(�A)

∫
dx

x2 + 8
(��A)

∫
dx

(x− 5)10

(+A)

∫
dx

x2 − 8
(>A)

∫
dx

(x+ 14)8

(�A)

∫
dx√
8− x2

(�A)

∫
cos2 xdx

(%A)

∫
dx√
x2 − 8

(�A)

∫
sin2 xdx

(	A)

∫
dx√
x2 + 8

(�A)

∫
e5x+3dx

�'�����	�+7 )�A* 1√
8
arctan x√

8
+ c$ )+A* 1

2
√
8
ln
∣∣∣x−√

8
x+

√
8

∣∣∣+ c$ )�A* arcsin x√
8
+ c$

)%A* ln |x+√
x2 − 8|+ c$ )	A* ln |x+√

x2 + 8|+ c$ )��A* − 1
9(x−5)9

+ c$

)>A* − 1
7(x+14)7

+ c$ )�A* x
2
+ sin 2x

4
+ c$ )�A* x

2
− sin 2x

4
+ c$ )�A* 1

5
e5x+3 + c�

%������
�� ���� '�������	+�

���8��� B�	��	 �� ������� �������
����

(�A)

∫
x sin 2xdx (	A)

∫
3xxdx

(+A)

∫
x2e3xdx (��A)

∫
e−x sin2 xdx

(�A)

∫
x2 cos2 xdx (>A)

∫ √
a2 + x2dx

(%A)

∫
x−2 ln3 xdx

�'�����	�+7

)�A* 1
4
sin 2x− 1

2
x cos 2x+ c$ )+A* e3x

27
(9x2 − 6x+ 2) + c$

)�A* 1
6
x3 + 1

4
x2 sin 2x+ 1

4
x cos 2x− 1

8
sin 2x+ c$

)%A* − 1
x
(ln3 x+ 3 ln2 x+ 6 ln x+ 6) + c$ )	A* 3xx

ln 3
− 3x

ln2 3
+ c$

)��A* e−x

2

(
cos 2x−2 sin 2x

5
− 1

)
+ c$ )>A* x

2

√
a2 + x2 + a2

2
ln(x+

√
a2 + x2) + c



�
��
��
��
��
�	
�

��

<- �������� 


%������
�� 
	 ������ 
	��1����+�

���8��� B�	��	 �� ������� �������
����

(�A)

∫
tan xdx (%A)

∫
exdx

ex − 1

(+A)

∫
cot xdx (	A)

∫
sin3 x cosxdx

(�A)

∫
xdx

x2 + 3
(��A)

∫
arcsin xdx

�'�����	�+7

)�A* − ln | cosx|+ c$ )+A* ln | sin x|+ c$ )�A* 1
2
ln |x2 + 3|+ c$

)%A* ln |ex − 1|+ c$ )	A* sin4 x
4

+ c$ )��A* x arcsin x+
√
1− x2 + c�

%������
�� ���!� ��������	
��

���8�$� B�	��	 �� ������� �������
����

(�A)

∫
dx

(x− 1)4
(��A)

∫
(x+ 2)dx

x(x− 3)

(+A)

∫
dx

(2x+ 3)3
(>A)

∫
(3x3 + x2 + 5x+ 1)dx

x3 + x

(�A)

∫
dx

(x+ a)(x+ b)
(�A)

∫
(x3 + x2)dx

x2 − 6x+ 5

(%A)

∫
(x− 2)dx

x2 − 4x+ 7
(�A)

∫
(2x2 + x+ 3)dx

(x+ 2)(x2 + x+ 1)

(	A)

∫
(2x+ 3)dx

(x2 + 2x+ 5)2

�'�����	�+7

)�A* − 1
3(x−1)3

+ c$ )+A* − 1
4(2x+3)2

+ c$ )�A* 1
a−b

ln
∣∣ x+b
x+a

∣∣+ c$

)%A* 1
2
ln(x2 − 4x+ 7) + c$ )	A* x−7

8(x2+2x+5)
+ 1

16
arctan x+1

2
+ c$

)��A* −2
3
ln |x|+ 5

3
ln |x− 3|+ c$ )>A* 3x+ ln |x|+ 2 arctanx+ c$

)�A* x2

2
+ 7x+ 75

2
ln |x− 5| − 1

2
ln |x− 1|+ c$

)�A* ln |x+2|3√
x2+x+1

+ 1√
3
arctan 2x+1√

3
+ c



�
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��
��
��
�	
�

��

��
��
� ������
���
� <4

%������
�� 2�
��

� xm(a+ bxn)p

���8�"� B�	��	 �� ������� �������
����

)�A*

∫ √
x dx

x+ 2
$ )+A*

∫
dx

4
√
x4 + 1

$ )�A*

∫
dx

x4
√
1 + x2

.

�'�����	�+7
)�A* 2

√
x− 2

√
2 arctan

√
x
2
+ c$

)+A* 1
4
ln |t+1|

|t−1| +
1
2
arctan t+ c$ t = 4

√
x−4 + 1$

)�A* (2x2−1)
√
1+x2

3x3 + c

%������
�� ��������	
� '�� '	���*��� ��<����

���8�(� B�	��	 �� ������� �������
����

(�A)

∫ √
a2 − x2 dx

x2
(�A)

∫
dx√

(a2 + x2)3

(+A)

∫ √
x2 − a2 dx

x
(%A)

∫ √
x dx

4
√
x3 + 1

�'�����	�+7

)�A* −
√
a2−x2

x
− arcsin x

a
+ c$ )+A*

√
x2 − a2 − a arccos a

x
+ c$

)�A* x
a2

1√
a2+x2 + c$ )%A* 4

3

4
√
x3 − 4

3
ln(

4
√
x3 + 1) + c

%������
�� ����
��
	����!� ��������	
��

���8��� B�	��	 �� ������� �������
����

(�A)

∫
dx

1 + cosx
(%A)

∫
sin2 x cos3 x

(+A)

∫
dx

sin x cosx
(	A)

∫
sin5 xdx

cos4 x

(�A)

∫
dx

4 cos 2x+ 5
(��A)

∫
dx

sin4 x cos2 x

�'�����	�+7
)�A* tan x

2
+ c$ )+A* ln | tanx|$ )�A* 1

3
arctan

(
1
3
tan x

)
+ c$

)%A* sin3 x
3

− sin5 x
5

+ c$ )	A* − cosx− 2
cos x

+ 1
3 cos3 x

+ c$
)��A* tan x− 2 cotx− 1

3
cot3 x+ c
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5	(����	 ��� �������� %������� [a, b] �(� ���������
� �����
��
9��	 �	�	������� ��������� D = {x0, x1..., xn−1, xn} ��� %���������


[a, b] ������ 
��	
a = x0 < x1... < xn−1 < xn = b

���	���� �	
�
�	���� ��� [a, b]�

x0

a

x1 x2 x3 . . . . . . xn−1 xn

b

�� %��������� [xi, xi−1] 	��
 %���	������ D = {x0, x1..., xn−1, xn} ���
[a, b] ����	� �� � ��� %�����	���� ����
� � ������


λ(D) = max{xi − xi−1 : i = 1, ..., n}
���	���� �
������
 ��� D�

A?��( f : [a, b] → R ��� �������� ���������$ %���%� ���� ��� ������� m
��� M ������� 
��	 m ≤ f(x) ≤ M ��� ���	 x ∈ [a, b]�

2��+���>���	

inf(f, [a, b]) = inf{f(x) : x ∈ [a, b]}
sup(f, [a, b]) = sup{f(x) : x ∈ [a, b]}

!� � f 	���� ���	 �
$ ���	 �� ������� inf(f, [a, b]) ��� sup(f, [a, b]) 	���� �
	�� ���� ���� ��� � ������� ����$ �������� �$ ��
 f ��� %������� [a, b]�

<6
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<: �������� �

O

Y

Xa b

y = f(x)

y = inf(f, [a, b])

y = sup(f, [a, b])

!��� � f 	���� �������� ��� [a, b]$ ��	��� ��� � f 	���� �������� �	 ���	
���%������� [xi−1, xi]� ;�� ���	 i = 1, ..., n ���+���>���	

mi = inf(f, [xi−1xi]), Mi = sup(f, [xi−1xi])

2�� %���	����� D �������� ���	 �� ����������

L(f,D) = m1(x1 − x0) +m2(x2 − x1) + ...+mn(xn − xn−1)

U(f,D) = M1(x1 − x0) +M2(x2 − x1) + ...+Mn(xn − xn−1)

�� ����� ��������� ���� �"��	��
 Darboux ��� ��� �"��	��
 Darboux ��
 f
��� ��� %���	����� D$ �������� ��

O

Y

Xa = x0 x1 x2 x3 x4 = b

L(f,D)

D = {x0, x1, x2, x3, x4}
y = f(x)
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�
������ ������
���
� <8

O

Y

Xa = x0 x1 x2 x3 x4 = b

U(f,D)

y = f(x)

(�� ���%�!��" ��+ �:��� �0��+ Darboux

A?��( f : [a, b] → R ��� �������� ����������

$����� /	
 ��"
 �	
�
�	��� D ��� [a, b] 	��$
	& L(f,D) ≤ U(f,D)�

�' 2	�3�� ?�	�%� mi ≤Mi$ i = 1, ..., n$ ��	��� ���

mi(xi − xi−1) ≤ Mi(xi − xi−1), i = 1, ..., n

�����������
 ��
 �������( ��������	
 ��������	

L(f,D) =
n∑

i=1

mi(xi − xi−1) ≤
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1) = U(f,D).

�

$����� �� D1 �
	 D2 
��
	 �	�
�	���� ��� [a, b] ����	�	  ��
 D1 ⊆ D2� ���


L(f,D1) ≤ L(f,D2) ≤ U(f,D2) ≤ U(f,D1).

�' 2	�3�� !��	� �� ���%	�'���	 ��� �%������ ��� ��� �	����(�� ��� � %�&
��	�����
 D2 � 	� ��� ����+

 ���	�� �������( ��� ��� %���	����� D1�

A?��( ��� D1 = {x0, x1..., xn−1, xn} ��� D2 � 	� ��� �������( ���	�� x∗�
���	 ���� 	� i ∈ {1, .., n} ������ 
��	 xi−1 < x∗ < xi� 2��+���>���	

m∗ = inf{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ x∗}, m∗ = inf{f(x) : x∗ ≤ x ≤ xi}.



�
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�	
�

��

<= �������� �

���	 mi ≤ m∗ ��� mi ≤ m∗� 2��	�

$

L(f,D1)− L(f,D2) = (mi −m∗)(x∗ − xi−1) + (mi −m∗)(xi − x∗) ≤ 0.

A!��$ L(f,D1) ≤ L(f,D2)� A����� ���%	����	��� ��� U(f,D2) ≤ U(f,D1)�
!�� ��� �%������ /�1�1 �(� ���������(� DarbouxC L(f,D2) ≤ U(f,D2)�

A!��$
L(f,D1) ≤ L(f,D2) ≤ U(f,D2) ≤ U(f,D1)

�

$����� �� D1 �
	 D2 
��
	 ���	�	�����
 �	�
�	���� ��� [a, b]� ���


L(f,D1) ≤ U(f,D2).

�' 2	�3�� A?��( D = D1 ∪ D2� ���	 D ⊇ D1 ��� D ⊇ D2�
!�� ��� �%������ /�1�- DarbouxC

L(f,D1) ≤ L(f,D) ��� U(f,D) ≤ U(f,D2)

A��(
 L(f,D) ≤ U(f,D) ��� ��� �%������ /�1�1� A!��$ L(f,D1) ≤ U(f,D2)�
�

(�# 
�� �%" ��� ��� ��+�� �,�),!�2����"

A?��( f 	���� ��� �������� ��������� ��� %������� [a, b]�
!�� ��� �%������ /�1�4 �(� ���������(� Darboux ���	���	��� ��� �� ����&

�� ��(� �(� ���( ���������(� Darboux 	���� ��( �������� ��� �� ������
��(� �(� ��( ���������(� Darboux 	���� ���( ��������� � ������
∫ b

a

f(x)dx = sup{L(f,D) : D %���	�����
 ��� [a, b]}

���	���� ���� ���������
 ��
 f ��� [a, b] ��� � ������


∫ b

a

f(x)dx = inf{U(f,D) : D %���	�����
 ��� [a, b]}

���	���� ��� ���������
 ��
 f ��� [a, b]�
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������ ������
���
� <<

?�	�%� ���	 ��( �������� Darboux 	���� ��( ����� ��� ������� ��(�
�(� ���( ���������(� Darboux$ ��� ���	 %���	����� D ��� [a, b] �� �	�∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f,D),

%���%� � ������


∫ b

a

f(x)dx 	���� ��� ���( ������ ��� ������� ��(� �(� ��(

���������(� Darboux� ?�����(
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx

A!��$ ��� ���	 %���	����� D ��� [a, b] �� �	�

L(f,D) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f,D)

%���
 + $����� ��� �������� ��� [a, b] ��������� f ���	���� ������� �	��
�
�� Riemann � ���� ������� �	�� ��� [a, b] �� ��� ����� �� �� ���( ����&
���(�� ��
 ��� [a, b] ������� �	 �� ��( �������(�� ��
 ��� [a, b]$ %���%�∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

!� ��� ��������� f 	���� �������
���� ��� %������� [a, b]$ ���	 � ���&

���


∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx ���	���� ��	����� ���������
 Riemann � ����

��	����� ���������
 ��� f ��� [a, b] ��� ���+���>	��� �	∫ b

a

f(x)dx.

;�� ��� ��������� f �������� ��� ���	�� a ���>���	∫ a

a

f(x)dx = 0.

;�� ��� ��������� f �������
���� ��� %������� [a, b] ���>���	∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.
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1.. �������� �

0���2	/�
��� $�����

1� 5� %	�'���	 ���

∫ b

a

cdx = c(b− a).

5	(����	 ��� ��������� f(x) = c$ x ∈ [a, b]�

;�� ���	 %���	����� D = {a = x0, x1..., xn−1, xn = b} ��� [a, b] � ���	

L(f,D) =

n∑
i=1

c(xi − xi−1) = c

n∑
i=1

(xi − xi−1) = c(xn − x0) = c(b− a)

�����$ U(f,D) = c(b−a)� 2��	�


∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx = c(b−a).

-� 5� %	�'���	 ��� � ��������� )��������� ��� Dirichler*

f(x) =

{
0, �� x 	���� ����

1, �� x 	���� ������


	���� �� �������
���� ��� [0, 1]�

��������$ ��� ���	 %���	����� D = {0 = x0, x1..., xn−1, xn = 1} ���
[0, 1] � ���	

L(f,D) =

n∑
i=1

inf(f, [xi−1, xi]) · (xi − xi−1) =

n∑
i=1

0 · (xi − xi−1) = 0,

U(f,D) =
n∑

i=1

sup(f, [xi−1, xi]) · (xi − xi−1) =
n∑

i=1

1 · (xi − xi−1) = 1.

2��	�



∫ 1

0

f(x)dx = 0 	= 1 =

∫ 1

0

f(x)dx.
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������ ������
���
� 1.1

(�& ��+:�)�" �,�),!�� ��%�!��"�

�	!��
� $����� )	� ��������� f '�
����� ��� [a, b] 
��
	 ������� �	��
��� [a, b] 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 ε > 0 �����
	 �	
�
�	���� D ��� [a, b]
����	��  ��


U(f,D)− L(f,D) < ε. )/�1*

�' 2	�3�� A?��( ��� � f 	���� �������
���� ��� [a, b] ��� ε > 0�

2��+���>���	 I =

∫ b

a

f(x)dx� ���	

I = sup{L(f,D) : D %���	�����
 ��� [a, b]} =

= inf{U(f,D) : D %���	�����
 ��� [a, b]}.

?�����(
 ���� ��� %���	������ D1 ��� D2$ ������� 
��	

I − ε

2
< L(f,D1) ≤ I ≤ U(f,D2) < I +

ε

2
.

A?��( D 	���� � %���	�����
 ��� [a, b] ��� ����	�	���� ��� �� ���	�� ��� �(�
%�� %���	����
� D1 ��� D1� !�� ��� �%������ /�1�- �(� ���������(� Darboux
� ���	

I − ε

2
< L(f,D1) ≤ L(f,D) ≤ I ≤ U(f,D) ≤ U(f,D2) < I +

ε

2
.

A!��$ U(f,D2)− L(f,D) < ε.

!��������(
$ ���( ��� ��� ���	 ε > 0 ���� 	� %���	�����
 D ��� [a, b]
������
 
��	 U(f,D)− l(f,D) < ε. ?�	�%� ��� ���	 %���	����� D ��� [a, b]

L(f,D) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f,D),

�������	� ��� ��� ���	 ε > 0 �� �	�C

∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx < ε.

A!��$

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx$ %���%� � f 	���� �������
���� ��� [a, b]�

�
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�	
�

��

1.- �������� �

%���
 + $����� !� ��� ��������� f 	���� �������� ��� %������� Δ$ ���	
� ������


τ(f,Δ) = sup(f,Δ)− inf(f,Δ)

���	���� �
������� ��
 f ��� Δ�

!�� ��� ������ �(� ���������(� Darboux

U(f,D)− L(f,D) =
n∑

i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1),

���� mi = inf(f, [xi−1xi]) ��� Mi = sup(f, [xi−1xi])�
?�����(
 Mi −mi = τ(f, [xi−1, xi])� A!��$

U(f,D)− L(f,D) =
n∑

i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1).

�� 5	
���� /�4�1 ����	� �� %�����(�	� (
 	'�
�

�	!��
� $����� )	
 ��������� f '�
����� ��� �	�����
 [a, b] 
��
	
������� �	�� ��� [a, b] 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 ε > 0 �����
	 �	
�
�	�%
��� D = {a = x0, ..., xn = b} ��� [a, b] ����	��  ��


n∑
i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1) < ε.

�	!��
� $���$� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]� ���
 � f 
��
	
������� �	�� �
 ��"
 [c, d] ⊆ [a, b]�

�' 2	�3�� A?��( ε > 0� ?�	�%� � f 	���� �������
���� ��� [a, b]$ ��� ��
5	
���� /�4�1 ���� 	� %���	�����
 D ��� [a, b] �	 U(f,D)−L(f,D) < ε� ;��
��� %���	����� D′ = D ∪ {c, d} ��� [a, b] � ���	

L(f,D) ≤ L(f,D′) ≤ U(f,D′) ≤ U(f,D).

?�����(
 U(f,D′) − L(f,D′) < ε� �� ���	�� ��� D′ ��� ������� ��� [c, d]
����	���� ���� %��	����� D′′ ��� [c, d] ��� ��� ����� � ���	

U(f,D′′)− L(f,D′′) ≤ U(f,D′)− L(f,D′) < ε.

!�� �� 5	
���� /�4�1 � f 	���� �������
���� ��� [c, d]�
�



�
��
��
��
��
�	
�

��

�
������ ������
���
� 1.4

�	!��
� $���"� �� � f 
��
	 '�
����� ��� [a, b] �
	 ������� �	�� �

��"
 [c, d] ⊆ [a, b] \ {c1, ..., cn}� ���
 � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]�

�' 2	�3�� �������	 �� ���������	 ��� a < c1 < c2 < ... < cn < b�
?�	�%� � f 	���� �������� ��� [a, b]$ ���� 	� M > 0$ ������ 
��	 |f(x)| <

M ��� ���	 x ∈ [a, b]� ;�� ���	 ε > 0 ���� 	� ε′ > 0 ������ 
��	

ε′ < min

{
ε

2(n+ 1)
,

ε

4nM

}
.

?��������	 a1, ..., an, an+1, b0, b1, ..., bn ∈ [a, b] ���� 
��	

a = b0 < a1 < c1 < b1 < a2 < c2 < b2... < an < cn < bn < an+1 = b

��� bi − ai < ε′ ��� i = 1, ..., n�
!�� ��� ����	�� � f 	���� �������
���� ��� [bi, ai+1] ��� ���	 i =

0, 1, ..., n� ?�����(
 ���� 	� %���	�����
 Di ��� [bi, ai+1] ������
 
��	

U(f,Di)− L(f,Di) < ε′, i = 0, 1, ..., n.

;�� ��� %���	����� D =
⋃n

i=0Di ��� [a, b] � ���	

U(f,D)− L(f,D) =

n∑
i=0

(U(f,Di)− L(f,Di)) +

n∑
i=1

τ(f, [ai, bi])(bi − ai).

?�	�%� τ(f, [ai, bi]) ≤ 2M ��� ���	 i = 1, ..., n$ ��������	

U(f,D)− L(f,D) =
n∑

i=0

(U(f,Di)− L(f,Di)) +
n∑

i=1

2M(bi − ai) ≤

≤ ε′(n+ 1) +
n∑

i=1

2Mε′ ≤

≤ ε′(n+ 1) + 2ε′Mn <
ε

2
+
ε

2
= ε.

!�� �� 5	
���� /�4�1 � f 	���� �������
���� ��� [a, b]�
����� ���%	����	��� ��� � f 	���� �������
���� �� a = c1 � b = cn�

�
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1./ �������� �

(�( 
�)�3�+���" �,�),!�2 ���+  �+���� ��+�

�	!��
� $�$��� �� � f 
��
	 '�
����� �
	 �������� ��� [a, b]� ���
 � f

��
	 ������� �	�� ��� [a, b]�

�' 2	�3�� !
 ���������	 ��� � f 	���� ��'���� ��� [a, b]� !� f(b) = f(a)$
���	 � f 	���� ����	�� ��� [a, b]� A!��$ � f 	���� �������
���� ��� [a, b]�

A?��( ��� f(b) 	= f(a) ��� ε > 0� ���	 ���� 	� %���	�����


D = {a = x0, ..., xn = b}
��� [a, b] �	 n ��� ���� �����
 < ε

f(b)−f(a)
.

?�	�%� � f 	���� ��'���� ��� [xi−1, xi]$ inf(f, [xi−1, xi]) = f(xi−1) ���
sup(f, [xi−1, xi]) = f(xi)� ?�����(
 τi(f, [xi−1, xi]) = f(xi)− f(xi−1). A!��$

n∑
i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1) =
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi−1))(xi − xi−1) <

<
ε

f(b)− f(a)

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1)) =

=
ε

f(b)− f(a)
(f(b)− f(a)) = ε.

!�� �� 5	
���� /�4�4 � f 	���� �������
���� ��� [a, b]�
�

�	!��
� $�$��� �� � f 
��
	 ���
��� ��� [a, b]� ���
 � f 
��
	 ������� �	��
��� [a, b]�

�' 2	�3�� ?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� ��	���� %������� [a, b]$ � f 	����
�������� ��� ���������� ���	 �
 ��� [a, b]�

A?��( ε > 0� !�� ��� ���������� ���� 	�� ��
 f ��	��� ��� ���� 	� δ > 0
������ 
��	C �� x, x′ ∈ [a, b] ��� |x− x′| < δ$ ���	 |f(x)− f(x′)| < ε

b−a
.

A?��( D = {a = x0, ..., xn = b} ���
 %���	�����
 ��� [a, b] �	 λ(D) < δ�
���	 τ(f, [xi−1, xi]) <

ε
b−a

��� ���	 i� ?�����(


n∑
i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1) <
ε

b− a

n∑
i=1

(xi − xi−1) =
ε

b− a
(b− a) = ε.

!�� �� 5	
���� /�4�4 � f 	���� �������
���� ��� [a, b]�
�
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� 1.6

�	!��
� $�$��� �� � f : [a, b] → R 
��
	 '�
����� �
	 ��
	 �
�
�
�����

�	"�� 
���
�
	 � ��� [a, b]� ���
 � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]�

�' 2	�3�� !� � f 	���� ���	 �
 �	 ���	 x ∈ [a, b] \ {c1, ..., cn}$ ���	 � f
	���� ���	 �
 �	 ���	 [c, d] ⊆ [a, b] \ {c1, ..., cn}� ?�����(
$ ��� �� 5	
����
/�/�- � f 	���� �������
���� �	 ���	 [c, d] ⊆ [a, b] \ {c1, ..., cn}�� A!��$ ��� ��
5	
���� /�4�6$ � f 	���� �������
���� ��� [a, b]�

�
�	!��
� $�$�$� ����� ��	 f : [a, b] → R 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]�

�� � ��������� g 
��
	 ��	����� ��� [a, b] �
	 g(x) = f(x) �	
 ��"

x ∈ [a, b] \ {c1, ..., cn}� ���
 � g 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b] �
	∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.

�' 2	�3�� ?�	�%� � f 	���� �������
���� ��� [a, b]$ � f 	���� �������� ���
[a, b] ��� �������
���� �	 ���	 [a′, b′] ⊆ [a, b] \ {c1, ..., cn}�

!��� g(x) = f(x) �	 ���	 ���	�� x ∈ [a, b] \ {c1, ..., c2}$ ��	��� ��� � g
	���� �������� ��� [a, b] ��� �������
���� �	 ���	 [a′, b′] ⊆ [a, b]\{c1, ..., cn}�
A!��$ ��� �� 5	
���� /�4�6$ � g 	���� �������
���� ��� [a, b]�

�� ��������	
 f ��� g 	���� �������	
 ��� [a, b] ��� �� ����
 ���
 %��������
�	 �	�	������� �����
 ���	��� ?�����(
 ���� 	� M > 0 ������ 
��	 ���
���	 x ∈ [a, b] �� �	�C

|f(x)| < M, |g(x)| < M, |f(x)− g(x)| < M.

A?��( ��� ε > 0 ��� D 	���� � %���	�����
 ��� [a, b] ��� %	� �	�����+��	�
�� ���	�� c1, ..., cn$ � �����
 � 	� �����	� ���� ���%	�'� ��� 5	(������
 /�4�6�
���	

U(f,D)−
∫ b

a

f(x)dx < ε, U(g,D)−
∫ b

a

g(x)dx < ε

��� |U(f,D)− U(g,D)| < ε. A��(
∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

g(x)dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx− U(f,D)

∣∣∣∣ + |U(f,D)− U(g,D)|+
∣∣∣∣U(g,D)−

∫ b

a

g(x)dx

∣∣∣∣ .
2��	�

$

∣∣∣∫ b

a
f(x)dx− ∫ b

a
g(x)dx

∣∣∣ < 3ε ��� ���	 ε > 0�

A!��$
∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
g(x)dx.

�
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1.: �������� �

0���2	/�
��� $�$�"�

1� � ���������

f(x) =

{
0, �� x = 0
x
n
, �� 1

n+1
< x ≤ 1

n
, n = 1, 2, ...

	���� ����	 �
 ��� ���	�� 1
2
, 1
3
, ..., 1

n
, ...� ?�	�%� � f 	���� ��'���� ���

�������� ��� [0, 1]$ ��� �� 5	
���� /�/�1 � f 	���� �������
���� ���
[0, 1]�

-� !�� �� 5	
���� /�/�- �� ��������	�


sin x, cosx, xa, ax (a > 0),

	���� �������
���	
 �	 �����%����	 ��	���� ���%������� ��� (−∞,∞)
��� �� ��������	�
 log a x, (a > 0) 	���� �������
���	
 �	 �����%����	
��	���� ���%������� ��� (0,∞)

4� � ���������

f(x) =

⎧⎨
⎩

4, �� x = −3
x+ 2, �� − 3 < x ≤ 1
x2, �� 1 < x ≤ 3

	���� ���	 �
 �	 ���	 ���	�� x ∈ [−3, 3] \ {−3, 1}� !�� �� 5	
����
/�/�4 � f 	���� �������
���� ��� [−3, 3]�

/� 5	(����	 ��
 ��������	�
C f(x) = ex$ x ∈ [0, 1]$ ���

g(x) =

{
0, �� x = 0
ex, �� x ∈ (0, 1]

�

?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� [0, 1]$ ��� �� 5	
���� /�/�- � f 	����
�������
���� ��� [0, 1]�

;�� ���	 x ∈ [0, 1]\{0} �� �	� f(x) = g(x)� A!��$ ��� �� 5	
���� /�/�/

� g 	���� �������
���� ��� [0, 1] ���

∫ 1

0

g(x)dx =

∫ 1

0

exdx.
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(�- ����,�2��" ��2�!�� ��� 
,�),!����)�'

;�3� ��'

�	!��
� $�"��� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b] �
	 F 
��
	 �	

�
������
 ��� f ��� [a, b]� ���
∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) )/�-*

�' 2	�3�� A?��( ε > 0� ?�	�%� � f 	���� �������
���� ��� [a, b] ���� 	�
%���	�����
 D = {a = x0, x1..., xn−1, xn = b} ��� [a, b] ������
 
��	

L(f,D) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ U(f,D) ��� U(f,D))− L(f,D) < ε. )/�4*

?�	�%� � F ′(x) = f(x) ��� ���	 x ∈ [a, b]$ � F 	���� �����(������ ���$
���$ ���	 �
 �	 ���	 [xi−1, xi]� !�� �� �	
���� ��
 ����
 ����
 ���� 	�
ξi ∈ [xi−1, xi] ������ 
��	

F (xi)− F (xi−1) = F ′(ξi)(xi − xi−1).

!��� F ′(ξi) = f(ξi)$ �������	� ���

F (b)− F (a) =

n∑
i=1

[F (xi)− F (xi−1)] =

n∑
i=1

F ′(ξi)(xi − xi−1) =

=
n∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

A?�	�%� inf(f, [xi−1, xi]) ≤ f(ξi) ≤ sup(f, [xi−1, xi]) ��� ���	 i = 1, ..., n$
��������	

L(f,D) ≤ F (b)− F (a) =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) ≤ U(f,D). )/�/*

!�� ��
 � ��	�
 )/�4* ��� )/�/* �������	� ���∣∣∣∣F (b)− F (a)−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε. )/�6*

!�� ��� ��������� )/�6*$ � ����� ����	�	� ��� ���	 ε > 0$ �������	� � )/�-*�
�
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1.= �������� �

5�'�+ �
� Newton-Leibniz�

�� 5	
���� /�6�1 ���	���� 5	�	��
%	
 5	
���� ��� �������(�����
"�������� � ����
 )/�-* 	���� � +�����
 ����
 ��� �������(����� �����&
��� ��� ���	���� ����
 �(� Newton-Leibniz�

2��+���>����
 F (b) − F (a) = F (x)
∣∣b
a
$ �������	 �� ���D���	 ��� ����

�(� Newton-Leibniz ��� �����∫ b

a

f(x)dx = F (x)
∣∣∣b
a
.

0���2	/�
��� $�"���

1� 5	(����	 ��� ���������

f(x) =

{ − sin x, �� − π
2
≤ x < 0

0, �� 0 ≤ x ≤ π
2

?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ���
[−π

2
, π
2

]
$ ��� �� 5	
���� /�/�- � f 	����

�������
���� ���
[−π

2
, π
2

]
� ��� ��������� ��
 f 	���� � ���������

F (x) =

{
cosx, �� − π

2
≤ x < 0

1, �� 0 ≤ x ≤ π
2

!�� �� 5	
���� /�6�1C

∫ π
2

−π
2

f(x)dx = F
(π
2

)
− F

(
−π
2

)
= 1− 0 = 1.

-� �������
���� ��������� ��� %	� � 	� ����������

f(x) =

{
0, x ∈ [0, 1)
1, x = 1.

!�� �� 5	
���� /�/�4 � f 	���� �������
���� ��� [0, 1]�

5� %	�'���	 ��� � f %	� � 	� ����������

A?��( �����	�� F : [0, 1] → R 	���� ��������� ��
 f ��� [0, 1]� ���	
F ′(x) = f(x) ��� ���	 x ∈ [0, 1]� 2��	�

 � F 	���� ���	 �
 ���
[0, 1] ��� F ′(x) = 0 ��� ���	 x ∈ (0, 1)� ?�����(
 F (x) = c ��� ���	
x ∈ [0, 1]� A!��$ F ′(x) = 0 ��� ���	 x ∈ [0, 1]� ����	 f(1) = F ′(1) = 0$
��� 	���� ������

A!��$ �� �������(�� ��
 f %	� ����	� �� ���������	� ��� ��� ���� )/�-*�
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������ ������
���
� 1.<

4� �� �������
���� ��������� ��� � 	� ����������

� ��������� f(x) =

{
0, x = 0
3
√
x

2
cos 1

x
+ 1√

x
sin 1

x
, x ∈ (0, 2].

	���� �� �������
���� ��� [0, 2] 	�	�%� %	� 	���� �������� ��� %�������

����$ ���� ��� ��� ��������� xn =
4

π + 8nπ
$ n = 1, 2, ..., �� �	� ���

lim
n→∞

xn = 0 ��� lim
n→∞

(
3
√
xn
2

cos
1

xn
+

1√
xn

sin
1

xn

)
= ∞.

� f � 	� ��������� �� ���������

F (x) =

{
0, x = 0
x
√
x cos 1

x
, x ∈ (0, 2].

�	!��
� $�"��� �� � f 
��
	 ��������� ������� �	�� ��� [a, b] �
	 � F

��
	 ��������� ����	
  ��


(i) F ′(x) = f(x) �	
 ��"
 x ∈ [a, b] \ {c1, ..., ck} �
	
(ii) F ���
��� ��� [a, b]�

���
 ∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

�' 2	�3�� A����� �	 ��� ���%	�'� ��� 5	(������
 /�6�1�
!��	� �� ����	��������� ���� %���	����� D �� ���	�� c1, ..., ck�

�
0���2	��
� $�"�$� � ���������

f(x) =

{ − sin x, −π
2
≤ x ≤ 0

ex, 0 < x ≤ ln 2

� 	� ��� ���	�� ����� 	��
 x = 0� ?�����(
 � f 	���� �������
���� ���
[−π

2
, ln 2]� � ���������

F (x) =

{
cosx, �� − π

2
≤ x ≤ 0

ex, �� 0 < x ≤ ln 2

	���� ���	 �
 ��� [−π
2
, ln 2] ��� F ′(x) = f(x) ��� x ∈ [−π

2
, ln 2] \ {0}�

!�� �� 5	
���� /�6�4∫ ln 2

−π
2

f(x)dx = F (ln 2)− F
(
−π
2

)
= 2− 0 = 2
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11. �������� �

(�. ���%�!��" �,�),!�2 ���+  �+���� ��+�

$�(��� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��
 �	
����
�
 [a, b] �
	 [b, c]� ���
 � f

��
	 ������� �	�� ��� �	�����
 [a, c] �
	∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.

�' 2	�3�� ?�	�%� � f 	���� �������
���� ��� %��������� [a, b] ��� [b, c]$ ���
�� 5	
���� /�4�1$ ��� ���	 ε > 0 ���� ��� %���	������ D1 ��� [a, b] ��� D2

��� [b, c]$ ������� 
��	

U(f,D1)− L(f,D1) < ε/2 ��� U(f,D2)− L(f,D2) < ε/2.

������

 D = D1 ∪ D2 	���� %��	�����
 ��� [a, c] ��� ��� ����� �� �	�

U(f,D)− L(f,D) = (U(f,D1) + U(f,D2))− (L(f,D1) + L(f,D2)) < ε.

!�� �� 5	
���� /�4�1 � f 	���� �������
���� ��� [a, b]� ?������� �� �	� ���

L(f,D1) + L(f,D2) = L(f,D) ≤
∫ c

a

f(x)dx ≤ U(f,D) = U(f,D1) + U(f,D2)

L(f,D1) + L(f,D2) ≤
∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx ≤ U(f,D1) + U(f,D2).

?�����(


∣∣∣∣
∫ c

a

f(x)dx−
(∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx

))
< ε.

A!��$

∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.

�

$�(��� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� �
�
�$�
�� 
�� �
 �	
����
�
 ���
���-��� �
 ���
�
 a, b, c ∈ R� ���
∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.

�' 2	�3�� !� a < c < b$ ���	 ��� ��� �%������ /�:�1 ���	���	��� ���∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.
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?�����(
 ∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

c

f(x)dx∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx

� �%������ ���%	����	��� ����� ��� �����%����	 ���� %����'� �(� a, b, c�
�

$�(��� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]� ���
 �	
 ��"
 c ∈ R � cf 
��
	
������� �	�� ��� [a, b] �
	∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)d )/�:*

�' 2	�3�� ;�� c = 0 � �� �
 ��� 5	(������
 	���� �������
�
A?��( c 	= 0� !��� � f 	���� �������
���� ��� [a, b] ��� ���	 ε > 0$

���� 	� %���	�����
 D ��� [a, b] ������
 
��	 U(f,D)− L(f,D) < ε/|c|�
!� c > 0$ ���	

L(cf,D) = cL(f,D) ≤ c

∫ b

a

f(x)dx ≤ cU(f,D) = U(cf,D). )/�8*

!� c < 0$ ���	

L(cf,D) = cU(f,D) ≤ c

∫ b

a

f(x)dx ≤ cL(f,D) = U(cf,D). )/�=*

!�� ��
 � ��	�
 )/�8* ��� )/�=* ���	���	��� ���

U(cf,D)− L(cf,D) = |c| (U(f,D)− L(f,D)) < ε.

!�� �� 5	
���� /�4�1 � cf 	���� �������
���� ��� [a, b]� ����	

L(cf,D) ≤
∫ b

a

cf(x)dx ≤ U(cf,D).

!�� �� �������( �������	� ��� ��� ���	 ε > 0 �� �	�∣∣∣∣
∫ b

a

cf(x)dx− c

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε )/�<*

!�� ��� )/�<* ���	���	��� � )/�:*�
�
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$�(�$� �� �	 ���
����
	� f �
	 g 
��
	 ������� �	�
� ��� [a, b]� ���
 �
	 �
f + g 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b] �
	∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx )/�1.*

�' 2	�3�� A?��( Δ ��� ��	���� ���%������� ��� [a, b]� ���	

inf(f,Δ) + inf(g,Δ) ≤ inf(f + g,Δ) ≤
≤ sup(f + g,Δ) ≤ sup(f,Δ) + sup(g,Δ).

A!��$ τ(f + g,Δ) ≤ τ(f,Δ) + τ(g,Δ).
?�	�%� �� ��������	�
 f ��� g 	���� �������
���	
 ��� [a, b] ��� ���	 ε > 0

���� 	� %���	�����
 D = {a = x0, ..., xn = b} ��� [a, b] ������
 
��	

n∑
i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1) ≤ ε

2

n∑
i=1

τ(g, [xi−1, xi])(xi − xi−1) ≤ ε

2
.

2��	�


n∑

i=1

τ(f + g, [xi−1, xi])(xi − xi−1) ≤ ε.

A!��$ � f + g 	���� �������
����� ?����
 � ���	

L(f,D) + L(g,D) ≤ L(f + g,D) ≤
≤

∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx ≤
≤ U(f + g,D) ≤ U(f,D) + U(g,D) ���

L(f,D) + L(g,D) ≤
∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx ≤ U(f,D) + U(g,D).

?�	�%� U(f,D) + U(g,D)− (L(f,D) + L(g,D)) < ε �������	� ���∣∣∣∣
∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx−
(∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx

)∣∣∣∣ < ε.

A!��$ �� �	� � ������� )/�1.*�
�
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$�(�"� �� �	 ���
����
	� f �
	 g 
��
	 ������� �	�
� ��� [a, b]� ���
 �
	 ��
�	���
�� ���� fg 
��
	 ��������� ������� �	�� ��� [a, b]�

�' 2	�3�� �� ��������	�
 f ��� g (
 �������
���	
 	���� �������	
�
?�����(
$ |f(x)| < M ���|g(x)| < M ��� ���	 x ∈ [a, b]�
A?��( Δ ��� ��	���� ���%������� ��� [a, b]�
;�� �����%����	 x, x′ ∈ Δ � ���	

f(x)g(x)− f(x′)g(x′) = f(x)g(x)− f(x)g(x′) + f(x)g(x′)− f(x′)g(x′) =

= f(x)(g(x)− g(x′)) + (f(x)− f(x′))g(x′)

?�����(


|f(x)g(x)− f(x′)g(x′)| = |f(x)||g(x)− g(x′)|+ |f(x)− f(x′)||g(x′)| ≤
≤ Mτ(g,Δ) +Mτ(f,Δ)

A!��$ τ(fg,Δ) ≤ M(τ(f,Δ) + τ(g,Δ)).
?�	�%� �� ��������	�
 f ��� g 	���� �������
���	
 ��� [a, b] ��� ���	 ε > 0

���� 	� %���	�����
 D = {a = x0, ..., xn = b} ��� [a, b] ������
 
��	

n∑
i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1) <
ε

2M

n∑
i=1

τ(g, [xi−1, xi])(xi − xi−1) <
ε

2M
.

?�����(


n∑
i=1

τ(fg, [xi−1, xi])(xi − xi−1) ≤

≤
n∑

i=1

M
(
τ(f, [xi−1, xi]) + τ(g, [xi−1, xi])

)
(xi − xi−1) < ε.

!�� �� 5	
���� /�4�4$ � fg 	���� �������
�����
�

$�(�(� �� � ��������� f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b] �
	 inf(f, [a, b]) > 0�

���
 � ���������
1

f

��
	 ������� �	�� ��� [a, b]�
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�' 2	�3�� 5�����	 m = inf(f, [a, b]) > 0. A?��( ε > 0� ?�	�%� � f 	����
�������
���� ��� [a, b] ���� 	� %���	�����
 D = {a = x0, ..., xn = b} ���
[a, b] ������
 
��	

n∑
i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1) < εm2.

?�	�%� � f 	���� �	����$ �������	� ���

inf(
1

f
, [xi−1, xi]) =

1

sup(f, [xi−1, xi])
, sup(

1

f
, [xi−1, xi]) =

1

inf(f, [xi−1, xi])
.

A!��$ ��� ���	 iC

τ(
1

f
, [xi−1, xi]) = sup(

1

f
, [xi−1, xi])− inf(

1

f
, [xi−1, xi]) =

=
sup(f, [xi−1, xi])− inf(f, [xi−1, xi])

sup(f, [xi−1, xi]) · inf(f, [xi−1, xi])
≤ τ(f, [xi−1, xi])

m2

!�� �� �������(

n∑
i=1

τ(
1

f
, [xi−1, xi])(xi − xi−1) ≤

∑n
i=1 τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1)

m2
< ε.

A!��$ �
1

f
	���� �������
���� ��� [a, b]�

�

0���2	/�
��� $�(��� 1� 5	(����	 ��� ���������

f(x) =

{
sin x, �� − π

2
≤ x < 0

ex, �� 0 ≤ x ≤ 1

� f � 	� ��� ���	�� ����� 	��
 ��� [−π
2
, 1]C �� ���	�� x = 0�

!�� ��� �%������ /�/�4 � f 	���� �������
���� ��� [−π
2
, 1]�

!�� ��� �%������ /�:�1$∫ 1

−π
2

f(x)dx =

∫ 0

−π
2

f(x)dx+

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 0

−π
2

sin xdx+

∫ 1

0

exdx =

= − cosx
∣∣∣0
−π

2

+ex
∣∣∣1
0
= e− 2
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-�

∫ 4

0

|3− x|dx =

∫ 3

0

|3− x|dx+
∫ 4

3

|3− x|dx =

=

∫ 3

0

(3− x)dx+

∫ 4

3

(x− 3)dx =

= −(3− x)2

2

∣∣∣3
0
+
(x− 3)2

2

∣∣∣4
3
= −4

4�

∫ π

−π

sin2mxdx =

∫ π

−π

(1− cos 2mx)dx

2
=

1

2

∫ π

−π

dx−1

2

∫ π

−π

cos 2mxdx =

=
x

2

∣∣∣∣∣
π

−π

− sin 2mx

4m

∣∣∣∣∣
π

−π

= π

(�1 �+� %�!��" ����<' ��+ ��� ��+�+

�,�),!���0��+�

$����� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b] �
	 f(x) ≥ 0 �	
 ��"
 x ∈ [a, b]�
���
 ∫ b

a

f(x)dx ≥ 0.

�' 2	�3�� ?�	�%� f(x) ≥ 0 ��� ���	 x ∈ [a, b]$ �� ���������� Darboux ��

f 	���� �� ��������� ����	 ��� �� ��� %���	���� D ��� [a, b] �� �	�

0 ≤ L(f,D) ≤
∫ b

a

f(x)dx.

�

$����� �� �	 f �
	 g 
��
	 ������� �	�
� ��� [a, b] �
	 f(x) ≤ g(x) �	
 ��"


x ∈ [a, b]� ���


∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

�' 2	�3�� ?�	�%� g(x)−f(x) ≥ 0 ��� ���	 x ∈ [a, b]$ ��� ��� ������� /�8�1
��	��� ��� ∫ b

a

g(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

(g(x)− f(x))dx ≥ 0.

�
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$����� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b] �
	 m ≤ f(x) ≤ M �	
 ��"

x ∈ [a, b]� ���


m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤M(b− a)

�' 2	�3�� �������	� ��� ��� #%������ /�8�-$ ����

m(b− a) =

∫ b

a

mdx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

Mdx =M(b− a)

�
$���$� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]� ���
 �
	 � |f | 
��
	 ������� �	��
��� [a, b] �
	 ∣∣∣∣

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)|dx )/�11*

�' 2	�3�� A?��( Δ ��� ��	���� ���%������� ��� [a, b]� !� x, x′ ∈ Δ$ ���	
����	�������	 %��%� ���

||f(x)| − |f(x′)|| ≤ |f(x)− f(x′)| ≤ τ(f,Δ)

|f(x′)| − τ(f,Δ) ≤ |f(x)|
|f(x′)| − τ(f,Δ) ≤ inf(|f |,Δ)

|f(x′)| ≤ inf(|f |,Δ) + τ(f,Δ)

sup(|f |,Δ) ≤ inf(|f |,Δ) + τ(f,Δ)

sup(|f |,Δ)− inf(|f |,Δ) ≤ τ(f,Δ)

τ(|f |,Δ) ≤ τ(f,Δ)

?�	�%� � f 	���� �������
���� ��� [a, b] ��� ���	 ε > 0 ���� 	� %���	�����

D = {x0, ..., xn} ��� [a, b] ������
 
��	

n∑
i=1

τ(|f |, [xi−1, xi])(xi − xi−1) ≤
n∑

i=1

τ(f, [xi−1, xi])(xi − xi−1) ≤ ε.

A!��$ � |f | 	���� �������
���� ��� [a, b]�
?�	�%� −|f(x) ≤ f(x) ≤ |f(x)| ��� ���	 x ∈ [a, b]$ ��������	

−
∫ b

a

|f(x)|dx ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

|f(x)|dx. )/�1-*

!�� ��
 )/�1-* ��	��� � )/�11*�
�
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(�5 ��2�!�� �� !" ����" 3�� �� �,�),!�2�����

�	!��
� $�,��� �� � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]� ���
∫ b

a

f(x)dx = μ(b− a), )/�14*

���� inf(f, [a, b]) ≤ μ ≤ sup(f, [a, b])�

�' 2	�3�� ;�� ���	 x ∈ [a, b] �� �	� inf(f, [a, b]) ≤ f(x) ≤ sup(f, [a, b])�
!�� ��� ������� /�8�4

inf(f, [a, b])(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ sup(f, [a, b])(b− a).

A!��$

inf(f, [a, b]) ≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ sup(f, [a, b]).

;�� μ =
1

(b− a)

∫ b

a

f(x)dx$ ��������	 ��� )/�14*�

�

%���
 + $�,��� !� � f 	���� �������
���� ��� [a, b]$ ���	 � ������


μ =
1

(b− a)

∫ b

a

f(x)dx

���	���� ���� �	�� ��
 f ��� [a, b]�

-�
	/
�� $�,��� �	 ��
 ���������	�
 ��� 5	(������
 /�=�1∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx = μ(a− b),

���� inf(f, [a, b]) ≤ μ ≤ sup(f, [a, b])�

0 ���
� $�,�$� �� � f 
��
	 ���
��� ��� [a, b]� ���
∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a), ���� c ∈ [a, b].
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11= �������� �

�' 2	�3�� A?��( ��� min(f, [a, b]) ��� max(f, [a, b]) 	���� � 	�� ���� ����
��� � ������� ����$ �������� �$ ��
 ���	 ��
 ���������
 f ��� [a, b]� !�� ��
5	
���� /�=�1∫ b

a

f(x)dx = μ(b− a), ���� min(f, [a, b]) ≤ μ ≤ max(f, [a, b])

!�� ��� ���� 	�� ��
 f �������	� 	����
 ��� μ = f(c)$ ���� a ≤ c ≤ b�
�

(�8 
�� ��+� �,�),����� �"  �+0��! !

��� 0+� ������

�	!��
� $�#��� �� � ��������� f 
��
	 ������� �	�� ��� �	�����
 [a, b]�
���
 � ���������

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]


��
	 ���
����

�' 2	�3�� A?��( x0 ∈ [a, b]� !��	� �� %	�'���	 ��� lim
x→x0

Φ(x) = Φ(x0)�

;�� ���	 x ∈ [a, b] � ���	

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt =

∫ x0

a

f(t)dt+

∫ x

x0

f(t)dt = Φ(x0) +

∫ x

x0

f(t)dt

!�� �� 5	
���� /�=�1 �������	� ���∫ x

x0

f(t)dt = μ(x)(x− x0),

���� μ(x) +����	��� �	��'� ��� �������� ���( ��������
 ��� ��� 	�� �����
��( ��������
 ��
 f ��� %������� �	 ���� �� ���	�� x0 ��� x�

?�	�%� inf(f, [a, b]) ≤ μ(x) ≤ sup(f, [a, b]) ��� ���	 x ∈ [a, b]$ � ���������
μ : [a, b] → R$ 	���� ��������� A!��

lim
x→x0

Φ(x) = lim
x→x0

[
Φ(x0) +

∫ x

x0

f(t)dt

]
= Φ(x0) + lim

x→x0

μ(x)(x− x0) = Φ(x0).

�
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�	!��
� $�#��� �� � ��������� f 
��
	 ������� �	�� ��� �	�����
 [a, b]
�
	 ���
��� ��� x0 ∈ [a, b]� ���
 � ���������

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]


��
	 �
�
�����	�� ��� x0 �
	 Φ′(x0) = f(x0)�

�' 2	�3�� A?��( ε > 0� ?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� x0$ ���� 	� δ > 0
������ 
��	 �� x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)$ ���	

f(x0)− ε

2
< f(x) < f(x0) +

ε

2
.

A?��( m ��� M �� ������� ���( ������ ��� �� 	�� ���� ��( ������$
�������� �$ ��
 f ��� (x0 − δ, x0 + δ)� ���	

f(x0)− ε

2
≤ m ≤M ≤ f(x0) +

ε

2
.

!�� �� 5	
���� /�=�1 ��
 ����
 ����
$ ��� ���	 x ∈ (x0−δ, x0+ δ) �� �	�

Φ(x)− Φ(x0) =

∫ x

x0

f(t)dt = μ(x)(x− x0),

���� m ≤ μ(x) ≤M � !�� �� �������(

f(x0)− ε

2
≤ m ≤ μ(x) ≤M ≤ f(x0) +

ε

2
.

?�����(
 |μ(x)− f(x0)| ≤ ε

2
< ε� A!�� lim

x→x0

μ(x) = f(x0). 2��	�



Φ′(x0) = lim
x→x0

Φ(x)− Φ(x0)

x− x0
= lim

x→x0

μ(x) = f(x0).

�

0 ���
� $�#��� �� � ��������� f 
��
	 ���
��� ��� [a, b]� ���
 � ���������

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b]


��
	 �
������
 ��� f ��� [a, b]�



�
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�

��

1-. �������� �

�	!��
� $�#�$� �� � f 
��
	 ���
��� ��� [a, b] �
	 � F 
��
	 ���	
�����

�
������
 ��� f ��� [a, b]� ���
∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

�' 2	�3�� �� 5	
���� �������	� ��� �� 5	�	��
%	
 5	
���� �������(�����
"������� /�6�1$ 	�	�%� � f $ (
 ���	 �
 ��� [a, b]$ 	���� �������
���� ��� ���
[a, b]�

��� %�����	���� ���%	�'� 	���� � ��������� ?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ���
[a, b]$ � ���������

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b],

	���� ��������� ��
 f � ?�����(
 Φ(x) = F (x) + c ��� ������ c ∈ R� A!��$
Φ(a) = F (a) + c� A��(
 Φ(a) = 0. 2��	�

 c = −F (a)�

!�� �� �������( Φ(x) = F (x)− F (a)� ;�� x = b ��������	∫ b

a

f(x)dx = Φ(b) = F (b)− F (a).

�

0���2	/�
��� $�#�"�

1�

∫ b

a

xμdx =
xμ+1

μ+ 1

∣∣∣b
a
=
bμ+1 − aμ+1

μ+ 1
.

-�

∫ a
√
3

a

dx

x2 + a2
=

1

a
arctan

x

a

∣∣∣a√3

a
=

1

a

(
arctan

√
3− arctan 1

)
=

=
1

a

(π
3
− π

4

)
=

π

12a
.

4� �� ���	 �
 ���������
 �	 ����������

5	(����	 ��� ���������

f(x) =

{
2x sin 1

x
− cos 1

x
, x ∈ (0, 2

π
]

0, x = 0.

� f %	� 	���� ���	 �
 ��� x0 = 0$ %���� 	�
 � ���������
{

1
2πk

}∞
k=1

� 	�

���� x0 = 0 �� �	� limk→∞ f
(

1
2πk

)
= −1 	= 0 = f(x0).
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���
� 1-1

��� ��������� ��
 f 	���� � ���������

F (x) =

{
x2 sin 1

x
, x ∈ (0, 2

π
]

0, x = 0.

� f 	���� �������� ���
[
0, 2

π

]
$ ����∣∣∣∣ 2x sin 1

x
− cos

1

x

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ 2x sin 1

x

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ cos 1x

∣∣∣∣ ≤ 2 · 2
π
· 1 + 1 =

4 + π

π

?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ���
(
0, 2

π

]
$ ��� �� 5	
���� /�/�4 � f 	����

�������
���� ���
[
0, 2

π

]
� !�� �� 5	
���� /�6�1C∫ 2

π

0

f(x)dx = F

(
2

π

)
− F (0) =

4

π2
.

�	!��
� $�#�(� �� Δ 
��
	 �	�����
 ��� R �
	 f : Δ → R 
��
	 ���
����
���
 � f ��
	 �
������
 ��� Δ� �	�	���
�
� �	
 ��"
 a ∈ Δ � ���������

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ Δ,


��
	 �
�� ��	����� �
	 
��
	 � �
������
 ��� f ��� Δ�

�' 2	�3�� A?��( a ∈ Δ� ?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� Δ$ � f 	���� ���	 �

���$ ��� �������
����$ �	 ���	 ���%������� ��� Δ� 2��	�

 	���� ����
�������� � ��������� F (x) =

∫ x

a
f(t)dt, x ∈ Δ. 5� %	�'���	 ��� � F 	����

��������� ��
 f ��� Δ�
A?��( x0 ∈ Δ ��� ε > 0� ?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� x0$ ���� 	�

δ > 0 
��	 |f(x) − f(x0)| < ε ��� ���	 x ∈ Δ ∩ (x0 − δ, x0 + δ)� A?��(
x ∈ Δ ∩ (x0 − δ, x0 + δ) ��� t ����	� ����	� ��� %������� �	 ���� x ��� x0
���	 t ∈ Δ ∩ (x0 − δ, x0 + δ)$ 	�����(
 |f(t)− f(x0)| < ε� ����	∣∣∣∣F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ x

a
f(t)dt− ∫ x0

a
f(t)dt

x− x0
− f(x0)

∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
∫ x

x0
f(t)dt− f(x0)(x− x0)

x− x0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x

x0
f(t)dt− ∫ x

x0
f(x0)dt

x− x0

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
∫ x

x0
(f(t)− f(x0)) dt

x− x0

∣∣∣∣∣ ≤
∫ x

x0
|f(t)− f(x0)| dt

|x− x0| ≤ ε|x− x0|
|x− x0| = ε.

A!��$ lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x− x0
= f(x0)$ ���%����� F ′(x0) = f(x0)�
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-�
	/
�� $�#�(� !� ��� �� ��������� f �������
���� ��� [a, b] ������	

Ψ(x) =

∫ b

x

f(t)dt, x ∈ [a, b],

���	 � Ψ 	���� ���	 �
 ����

Ψ(x) =

∫ a

x

f(t)dt+

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt−
∫ x

a

f(t)dt = Φ(b)− Φ(x)

��� � Φ 	���� ���	 �
$ ��(
 � 	� ���%	� �	� �������(�
!� 	������� � f 	���� ���	 �
 ��� x0 ∈ [a, b] $ ���	 � Ψ 	���� �����(������

��� x0 ��� Ψ′(x0) = −f(x0)� !� � f 	���� ���	 �
 �	 ��� �� %������� [a, b]$
���	 � Ψ′(x) = −f(x) ��� ���	 x ∈ [a, b]�

�
0��������� $�#��� ��� ��������� f $ � ����� 	���� �������� ��� [a, b]
��� ���	 �
 ��� [a, b)$ 	���� �������
���� )5	
���� /�/�4*� � ���������

Φ(x) =

∫ x

a

f(x)dx, x ∈ [a, b],

	���� ���	 �
 ��� [a, b]� ?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� [a, b)$ � Φ 	���� ���������
��
 f ��� [a, b)� ;�� �����%����	 ���� ��������� F ��
 f ��� [a, b) �� �	�
��� F (x) = Φ(x) + c� 2��	�

∫ b

a

f(x)dx = Φ(b) = lim
x→b−

Φ(x) = lim
x→b−

F (x)− c = lim
x→b−

F (x)− F (a).

����������	 ��� �� �������� �������(�� ��
 f ��� [a, b] 	���� ��	'������
��� ��� ���� ��
 f ��� ���	�� x = b�

!�� �� �������( ����	�������	 ��� �������	 �� �������	 �� �������(��
��� [a, b] ���
 ��������� f ��������
 ��� ���	 ��
 ��� [a, b) ����� ��� �� �
f %	� 	���� �������� ��� ���� b$ (
 	'�
C∫ b−

a

f(x)dx = lim
x→b−

F (x)− F (a), ���� F 	���� ��������� ��
 f ��� [a, b)

A����� �� � f 	���� �������� ��� ���	 �
 ��� (a, b] ��� F 	���� ��� ���������
��
 f ��� (a, b]$ ���	 �������	 �� �������	∫ b

a+
f(x)dx = F (b)− lim

x→a+
F (x)
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0���2	��
� $�#�,� � ��������� f(x) =
1− xn

1− x
$ n = 1, 2, ...$ 	���� ���	 �


��� H.$1*$ %	� ���>	��� ��� x = 1 ���

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

1− xn

1− x
= lim

x→1+
(1 + x+ x2 + ... + xn−1) = n.

A!��$ � f 	���� �������� ��� [0, 1)� ��� ��������� ��
 f ��� [0, 1) 	���� �

��������� F (x) = x+
x2

2
+
x3

3
+ ... +

xn

n
$ x ∈ [0, 1)� A!��$

∫ 1−

0

1− xn

1− x
dx = lim

x→1−
F (x)− F (0) = 1 +

1

2
+ ... +

1

n

(��9 
,�),��� ! )��0 $��03�+��" ��+

��� ��+�+ �,�),!���0��+�

�	!��
� $��8��� �� �	 ���
����
	� f �
	 g 
��
	 �
�
�����	�
� ��� [a, b]
�
	 �	 ���
����
	� f ′ �
	 g′ 
��
	 ������� �	�
� ��� [a, b]� ���
∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx )/�1/*

�' 2	�3�� ?�	�%� �� f ��� g 	���� �����(�����	
$ ��	��� ���

(fg)′ = f ′g + fg′.

�� ��������	�
 f ��� g 	���� ���	 	�
 (
 �����(�����	
$ ��� �������
���	

��� [a, b]� �� ��������	�
 f ′g ��� fg′ 	���� �������
���	
 ��� [a, b] (
 �����&
	�� �������
���(� ��������	(��

� ��������� (fg)′$ (
 �������� �(� �������
���(� ��������	(� f ′g ���
fg′$ 	���� �������
���� ��� [a, b]� ?�	�%� � fg 	���� ��������� ��
 (fg)′

� ���	

f(x)g(x)
∣∣∣b
a
=

∫ b

a

(f(x)g(x))′dx =

∫ b

a

f ′(x)g(x) +
∫ b

a

f(x)g′(x). )/�16*

!�� ��
 )/�16* ��	��� � ����
 )/�1/*�
�
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��� $��8���

1.

∫ 1

0

xeaxdx =

∫ 1

0

x

(
eax

a

)′
dx = x

(
eax

a

) ∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

x′
(
eax

a

)
dx =

=
ea

a
−
∫ 1

0

(
eax

a

)
dx =

ea

a
−
(
eax

a2

) ∣∣∣1
0
=
ea

a
− ea

a2
+

1

a2
.

2.

∫ π
2

0

cos3 xdx =

∫ π
2

0

cos2 x(sin x)′dx = (cos2 x sin x)
∣∣π2
0
−
∫ π

2

0

(cos2 x)′ sin xdx =

= 0 + 2

∫ π
2

0

cosx sin2 xdx = 2

∫ π
2

0

cosx(1− cos2 x)dx =

= 2

∫ π
2

0

cosxdx− 2

∫ π
2

0

cos3 xdx.

�	���������
 �� �	�	����� �������(�� ��� �����	�� ����
 ��
 �������
$
��������	 ∫ π

2

0

cos3 xdx =
2

3

∫ π
2

0

cosx =
2

3
sin x

∣∣∣π2
0
=

2

3
.

3.

∫ π
2

0

sin x cos 3xdx =

∫ π
2

0

sin x

(
sin 3x

3

)′
dx =

=
sin x sin 3x

3

∣∣∣π2
0
−1

3

∫ π
2

0

cosx sin 3xdx =

= −1

3
+

1

3

∫ π
2

0

cosx

(
cos 3x

3

)′
dx =

= −1

3
+

1

3

(
cosx cos 3x

3

∣∣∣π2
0
+
1

3

∫ π
2

0

sin x cos 3xdx

)
=

= −1

3
+

1

9
+

1

9

∫ π
2

0

sin x cos 3xdx.

A!��$
8

9

∫ π
2

0

sin x cos 3xdx = −2

9
� 2��	�

$

∫ π
2

0

sin x cos 3xdx = −1

4
.
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(��� 
,�),��� ! �� �,,�3� ����4,!��" ��+

��� ��+�+ �,�),!���0��+�

�	!��
� $������ ����� ��	

(i) � ��������� ϕ : [c, d] → [a, b] 
��
	 
��� ϕ(c) = a �
	 ϕ(d) = b�

(ii) � ϕ ��
	 ���
�� �
������ ��� [c, d] �
	

(iii) � ��������� f : [a, b] → R 
��
	 ���
����

!��
 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ d

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt )/�1:*

�' 2	�3�� A?��( F ��� ��������� ��
 ���	 ��
 ���������
 f ��� [a, b]�
;�� ��� ��������� Φ(t) = F (ϕ(t)) � ���	

Φ′(t) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t).

?�����(
 � Φ 	���� ��� ��������� ��
 f(ϕ(t))ϕ′(t)� A!��$∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (ϕ(d))− F (ϕ(c)) =

= Φ(d)− Φ(c) =

∫ d

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

�
A����� ���%	����	��� �� �������( �	
�����

�	!��
� $������ ����� ��	

(i) � ��������� ϕ : [c, d] → [a, b] 
��
	 
��� ϕ(c) = b �
	 ϕ(d) = a�

(ii) � ϕ ��
	 ���
�� �
������ ��� [c, d] �
	

(iii) � ��������� f : [a, b] → R 
��
	 ���
����

!��
 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

d

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt )/�18*
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0 ���
� $������ �� � ��������� ϕ : [c, d] → [a, b] 
��
	 ��
 ���� ��
�

�� �
	 ��
	 ���
�� �
������ ��� [c, d] �
	 � ��������� f : [a, b] → R 
��
	
���
���� ���
 	�$��� �	 �$��	∫ b

a

f(x)dx =

∫ φ−1(b)

φ−1(a)

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt )/�1=*

∫ d

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =
∫ φ(d)

φ(c)

f(x)dx )/�1<*

0���2	/�
��� $����$�

1� 5� �����������	 �� �������(��

∫ 1

0

√
1− x2 dx�

5������
 x = sin t$ t ∈ [0, π
2
]$ ��������	

dx = cos tdt ���
√
1− x2 = cos t.

;�� x = ϕ(t) = sin t � ���	 t = ϕ−1(x) = arcsin x� !�� ��� ���� )/�1=*C∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ arcsin 1

arcsin 0

cos2 tdt =

∫ π
2

0

cos2 tdt =

(
t

2
+

sin 2t

4

) ∣∣∣π2
0
=
π

4

-�

∫ π
2

0

cos3 tdt =

∫ π
2

0

cos2 t cos tdt =

∫ π
2

0

(1− sin2 t)(sin t)′dt.

5������
 x = sin t$ t ∈ [0, π
2
]$ ��������	

1− sin2 t = 1− x2 ��� (sin t)′dt = dx.

!�� ��� ���� )/�1<*C∫ π
2

0

cos3 tdt =

∫ sin π
2

sin 0

(1− x2)dx =

∫ 1

0

(1− x2)dx =

(
x− x3

3

) ∣∣∣∣∣
1

0

=
2

3

4� ;�� �� �����������	 �� �������� �������(��∫ 3
π

2
π

1

t2
sin

1

t
dt

	�����>���	 ��� ������ �	��+����
 x = ϕ(t) =
1

t
$ t ∈ [π

3
, π
2
]� ����	∫ 3

π

2
π

1

t2
sin

1

t
dt = −

∫ ϕ( 3
π
)

ϕ( 2
π
)

sin xdx = cosx
∣∣∣π3
π
2

=
1

2
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(��# 
,�),��� ! 0����+ )�� $�����2+

 �+���� ��+�

�	!��
� $������ ����� a > 0�

0� �� � f : [−a, a] → R 
��
	 ���
��� �
	 �
�	���� ���


∫ a

−a

f(x)dx = 0.

1� �� � f : [−a, a] → R 
��
	 ���
��� �
	 ���	
� ���
∫ a

−a

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

�' 2	�3�� !� f 	���� �	�����$ ���	 f(−x) = −f(x)� �	 ������������� ���
x �	 −x ��������	∫ 0

−a

f(x)dx = −
∫ 0

a

f(−x)dx =

∫ 0

a

f(x)dx = −
∫ a

0

f(x)dx.

A!��$

∫ a

−a

f(x)dx =

∫ 0

−a

f(x)dx+

∫ a

0

f(x)dx = 0.

!� f 	���� �����$ ���	 f(−x) = f(x)$ 	�����(
$ �	 ������������� ��� x �	
−x$ ��������	∫ 0

−a

f(x)dx = −
∫ 0

a

f(−x)dx = −
∫ 0

a

f(x)dx =

∫ a

0

f(x)dx.

A!��$

∫ a

−a

f(x)dx =

∫ 0

−a

f(x)dx+

∫ a

0

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx.

0���2	/�
��� $������

1� � ��������� f(x) = cos x 	���� �����$ 	�����(
 ��� a > 0C∫ a

−a

cos xdx = 2

∫ a

0

cosxdx = 2 sinx
∣∣∣a
0
= 2 sin a

-� � ��������� f(x) = sin x 	���� �	�����$ 	�����(


∫ a

−a

sin xdx = 0.
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4� � ��������� f(x) = |x| 	���� �����$ 	�����(
 ��� a > 0C∫ a

−a

|x|dx = 2

∫ a

0

|x|dx = 2

∫ a

0

xdx =
2x2

2

∣∣∣a
0
= a2

/� � ��������� f(x) = x5 cos x 	���� �	�����$ ���

∫ a

−a

x5 cosxdx = 0�

(��& /�+�)����+� :�������� �� !" ����" 3��

�� �,�),!�2�����

�	!��
� $������ �� ��� [a, b] � f 
��
	 ������� �	�� �
	 � g 
��
	 ������� �	��
�
	 �
� 
���-
	 �������� ���
∫ b

a

f(x)g(x)dx = μ

∫ b

a

g(x)dx, )/�-.*

���� inf(f, [a, b]) ≤ μ ≤ sup(f, [a, b])

�' 2	�3�� !� g(x) ≥ 0 ��� [a, b]$ ���	

∫ b

a

g(x)dx ≥ 0�

� �� �
 ��� 5	(������
 	���� �������
 ���

∫ b

a

g(x)dx = 0�

!�

∫ b

a

g(x)dx > 0$ ���	 ������	 μ =

∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

.

!��� � g 	���� �� �������� � ���	 ��� ���	 x ∈ [a, b]C

g(x) inf(f, [a, b]) ≤ g(x)f(x) ≤ g(x) sup(f, [a, b]).

?�����(


inf(f, [a, b])

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ sup(f, [a, b])

∫ b

a

g(x)dx.

A!��$ inf(f, [a, b]) ≤ μ ≤ sup(f, [a, b])�
!� g(x) ≤ 0 ��� [a, b]$ ���	 −g(x) ≥ 0� ����	$ ��(
 ���%	�'��	$∫ b

a

f(x)(−g(x))dx = μ

∫ b

a

(−g(x))dx,

��� ���%����	� �	 ��� ���� )/�-.*�
�
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0 ���
� $������ �� ��� [a, b] � f 
��
	 ���
��� ��� �
	 � g 
��
	 ������� �	��
�
	 �
� 
���-
	 �������� ���
∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx, ���� c ∈ [a, b].

�' 2	�3�� � ��������� f $ (
 ���	 �
$ � 	� ������� ���� ��� 	�� ���� ����
��� [a, b]� !�� �� 5	
���� /�14�1∫ b

a

f(x)g(x)dx = μ

∫ b

a

g(x)dx, ���� min(f, [a, b]) ≤ μ ≤ max(f, [a, b])

!�� ��� ���� 	�� ��
 f �������	� μ = f(c)$ ���� a ≤ c ≤ b�
�

�	!��
� $������ �� ��� [a, b] � f 
��
	 ������� �	�� �
	 � h 
��
	 '"�%
����
 �
	 �� 
����	��� ���
∫ b

a

h(x)f(x)dx = h(a)

∫ ξ

a

f(x)dx, ���� ξ ∈ [a, b]. )/�-1*

�' 2	�3�� 2��+���>���	 K = sup(|f |, [a, b])�
?�	�%� � h 	���� �������
���� )5	
���� /�/�1*$ ��� ���	 ε > 0 ���� 	�

%���	�����
 D = {a = x0, ..., xn = b} ��� [a, b] ��� ��� �����

n∑
i=1

τ(h, [xi−1, xi])(xi − xi−1) < ε/K.

A? ���	∫ b

a

h(x)f(x)dx =
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

h(x)f(x)dx =

=

n∑
i=1

h(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x)dx+

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

[h(x)− h(xi−1)]f(x)dx.

� ��������� |h(x)− h(xi−1)| 	���� ��'���� ��� [xi−1, xi] �	 	�� ���� ���� 0
��� �	 ������� ���� h(xi−1)− h(xi) = τ(h, [xi−1, xi])� A!��$∫ xi

xi−1

|h(x)− h(xi−1)|dx = μi(xi − xi−1), 0 ≤ μi ≤ τ(h, [xi−1, xi]).
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!�� �� �������(∣∣∣∣∣
∫ b

a

h(x)f(x)dx−
n∑

i=1

h(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|h(x)− h(xi−1)||f(x)| dx ≤

≤ K

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|h(x)− h(xi−1)| dx ≤

≤ K

n∑
i=1

τ(h, [xi−1, xi])(xi − xi−1) < ε.

A?��( ��� m ��� M 	���� � 	�� ���� ��� � ������� ����$ �������� �$ ��


���	 ��
 ���������
 F (t) =

∫ t

a

f(x)dx, t ∈ [a, b] � ���	 m ≤ F (xi) ≤ M $

i = 0, ..., n. ?�����(

n∑

i=1

h(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x)dx =
n∑

i=1

h(xi−1)
(
F (xi)− F (xi−1)

)
=

=

[
n−1∑
i=1

F (xi)
(
h(xi−1)− h(xi)

)]
+ F (b)h(xn−1) ∈ [mh(a),Mh(a)]

?�	�%� ��� ���	 ε > 0 ���� 	� %���	�����
 {a = x0, ..., xn = b} ��� [a, b] ���

��� ����� � �������� �	��'� �(�

∫ b

a

h(x)f(x)dx ���
n∑

i=1

h(xi−1)

∫ xi

xi−1

f(x)dx

	���� < ε$ ��	��� ���

∫ b

a

h(x)f(x)dx ∈ [mh(a),Mh(a)]�

!��� � h(a)F : [a, b] → [mh(a),Mh(a)] 	���� ���	 �
$ ���� 	� ξ ∈ [a, b]
������ 
��	 ∫ b

a

h(x)f(x)dx = h(a)F (ξ)

(
= h(a)

∫ ξ

a

f(x)dx

)
.

�
�	!��
� $����$� �� ��� [a, b] � f 
��
	 ������� �	�� �
	 � g 
��
	 '"�%
����
� ���
∫ b

a

g(x)f(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx, ���� ξ ∈ [a, b]. )/�--*
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�' 2	�3�� � ��������� h(x) = g(x)− g(b) 	���� �������� ��� �� ��������
��� [a, b]� !�� �� 5	
���� /�14�4 ���� 	� ξ ∈ [a, b] ��� �� ����� �� �	�∫ b

a

(g(x)− g(b))f(x)dx = (g(a)− g(b))

∫ ξ

a

f(x)dx = )/�-4*

= g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx− g(b)

(∫ b

a

f(x) +

∫ ξ

b

f(x)

)
=

=

(
g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx

)
− g(b)

∫ b

a

f(x)dx

!�� ��
 ������	
 )/�-4* �������	� � ����
 )/�--*�

(��( ������3�" ��� ��� ��+�� �,�),!�2����"�

$��$�� 9'������
 + 
	 �������
�� �
� 	
1�2!��

!� � f 	���� ���	 �
 ��� [a, b]$ ���	 �� 	�+�%�� E ��� �����
 ��� 	����%��
��� +����	��� �	��'� ��
 �������
 ���������
 ��
 ���������
 ��
 y = f(x)
��� ��� �������
 ��� x&�'��� ��� x = a 	(
 x = b �������>	��� ��� ��� ����

E =

∫ b

a

|f(x)|dx.

!� �� ��������	�
 f ��� g 	���� ���	 	�
 ��� [a, b]$ ���	 �� 	�+�%�� E ��

�	��� �
 ��� +����	��� �	��'� �(� ������
� ��������	(� �(� ��������	(�
y = f(x) ��� y = g(x) ��� x = a 	(
 x = b �������>	��� ��� ��� ����

E =

∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx.

0���2	/�
��� $��$���

1� �� 	�+�%�� ��� �����
 ��� 	����%�� ��� +����	��� �	��'� ��
 �������

���������
 ��
 y = sin x ��� ��� �������
 ��� x&�'��� ��� x = 0 	(

x = π 	����

E =

∫ π

0

| sinx|dx =

∫ π

0

sin xdx = (− cosx)|π0 = − cosπ+cos 0 = 1+1 = 2
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-� �� 	�+�%�� ��� �����
 ��� 	����%�� ��� +����	��� �	��'� �(� ������
�
��������	(� �(� ��������	(� f(x) = x3 + x2$ g(x) = x3 + 1 ��� �(�
	��	�
� x = 0$ x = 4 �������>	��� ��� ��� ����

E =

∫ 4

0

|f(x)− g(x)|dx.

?�	�%� f(x)− g(x) = x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1)$

|f(x)− g(x)| = −(x2 − 1) ��� x ∈ [0, 1]

|f(x)− g(x)| = x2 − 1 ��� x ∈ [1, 4].

A!��$

E =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx+
∫ 4

1

|f(x)− g(x)|dx =

= −
∫ 1

0

(x2 − 1)dx+

∫ 4

1

(x2 − 1)dx =

= −
[x3
3

− x
]1
0
+
[x3
3

− x
]4
1
=

52

3

4� 5� +����	 �� 	�+�%�� ��� �����
 ��� 	����%�� ��� �����	��� ��� ��

����+���
 y = 6x− x2 ��� y = x2 − 2x �	��'� x = 0 ��� x = 4�

;�� f(x) = 6x− x2 ��� g(x) = x2 − 2x$ � ���	C

|f(x)− g(x)| = |(6x− x2)− (x2 − 2x)| = |8x− 2x2|

;�� x ∈ [0, 4] �� �	� 8x− 2x2 = 2x(4− x) > 0� !��$

E =

∫ 4

0

(8x− 2x2)dx =

[
8x2

2
− 2x3

3

]4
0

=
64

3
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$��$�� 9'������
 + 
	 �������
�� �
�  ��
� ��	�	!�

� ����
 V ��� ��	�	�� ��� � �����>	��� ��� ��� �	�������� ��
 ���	 ��

�������
 y = f(x)$ x ∈ [a, b] ���( ��� ��� x&�'��� �������>	��� ��� ��� ����

V = π

∫ b

a

f 2(x)dx

0���2	/�
��� $��$���

1� � ����
 ��� �����%��� ��� � �����>	��� ��� ��� �	�������� ���
	���������� �������
 f(x) = r$ x ∈ [0, h] ���( ��� ��� x&�'��� 	����

V = π

∫ h

0

f 2(x)dx = π

∫ h

0

r2dx = πr2h

-� � ����
 ��� ����� �������� �
��� �	 ������ +���
 r ��� �D�
 h

�������>	��� ��� ��� ���� V =
πr2h

3
�

��������$ � �
��
 � �����>	��� ��� ��� �	�������� ��� 	����������

�������
 y =
r

h
x$ x ∈ [0, h]$ ���( ��� ��� x&�'���$ ���

V = π

∫ h

0

f 2(x)dx = π

∫ h

0

( r

h
x
)2

dx =
πr2

h2

∫ h

0

x2dx =

=
πr2

h2

[
x3

3

]h
0

=
πr2h

3

4� � ����
 ��
 ������
 ������
 r �������>	��� ��� ��� ���� V =
4πr3

3
�

� ������ � �����>	��� ��� ��� �	�������� ��� ���������� y =
√
r2 − x2$

x ∈ [−r, r]$ ���( ��� ��� x&�'���� A!��

V = π

∫ r

−r

(
√
r2 − x2)2dx = π

∫ r

−r

(r2 − x2)dx = π

∫ r

−r

r2dx− π

∫ r

−r

x2dx =

= πr2
(
x|r−r

)− π

(
x3

3

∣∣∣∣r
−r

)
= 2πr3 − 2πr3

3
=

4πr3

3
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$��$�� 9'������
 + 
	 �������
�� ��� 
����+ � 3��
��
'���+ y = f(x)

!� f 	���� ��� ��������� �������� ��� �����(������ ��� %������� [a, b]
��� � f ′ 	���� ���	 �
 ��� [a, b]$ ���	 �� ����
 ��'�� ��
 �������
 y = f(x)
�	��'� �(� ���	�(� A = (a, f(a)) ��� B = (b, f(b)) �������>	��� ��� ��� ����

lA,B =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx

0���2	��
� $��$��� E� +�	�	� �� ����
 ��'�� f(x) =
2

3
x

3
2 $ x ∈ [3, 8]�

����7 f ′(x) =
2

3
· 3
2
· x 3

2
−1 = x

1
2 ���

√
1 + [f ′(x)]2 =

√
1 + x∫ √

1 + [f ′(x)]2 dx =

∫ √
1 + x dx =

∫
(1 + x)

1
2dx =

(1 + x)
3
2

3
2

+ c

;�� A = (3, f(3))$ B = (8, f(8)) +�������	

lA,B =

∫ 8

3

√
1 + [f ′(x)]2 dx =

2(1 + x)
3
2

3

∣∣∣∣∣
8

3

=
38

3

(��- � )� ��"

$��"��� E� ���%	� �	� ��� � ���������

f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1− x, �� x ∈ [0, 1)
1, �� x = 1
3− x, �� x ∈ (1, 3)
1, �� x = 3

	���� �������
���� ���� Riemann ��� [0, 3] ��� �� +�	�	� �� �������� ����&
���(�� ��
�

9' 2	�3�7 G������������	 �� 5	(������ /�/�4$ /�/�/ ��� ��� �%������ /�:�-�

$��"��� E� ���%	� �	� ���

∫ 1

0

f(x)dx = 0 ��� �� ���������

f(x) =

⎧⎨
⎩

1, �� x = 0
1
n
, �� x = m

n
∈ (0, 1] 	���� ����(�� ������

0, �� x ∈ (0, 1) 	���� ������
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����7

∫ 1

0

f(x)dx = 0$ 	�	�%� inf(f,Δ) = 0 �	 ���	 ��	���� ���%������� Δ

��� [0, 1]� 5� %	�'���	 ��� ���

∫ 1

0

f(x)dx = 0$ %���%� ��� ���	 ε > 0 ���� 	�

%��	�����
 D ��� [0, 1] ��� ��� ������ U(f,D) < ε.

7��������	 ���� ������ ������ n 
��	 1
n
< ε

2
� A?��( ��� �� ������Dn �(�

����(�(� �������(� �	 ����������� < n �	��� 	� kn ���� 	��� 7��������	
���� ������ ������ k 
��	 1

k
< ε

4kn
�

A?��( D = {x0, ..., xk+j} 	���� � %���	�����
 ��� [0, 1] ��� ����	�	���� ���
�� ���	�� ��� Dn ��� ��A ��� �� ����(�� �������� m

k
�

�� ������ J = {i ∈ {0, ..., k + j} : [xi, xi−1] ∩ Dn 	= ∅} �	��� 	� ��
���� 2kn ���� 	��� !� i ∈ J $ ���	 sup(f, [xi, xi−1] < 1� !� i 	∈ J $ ���	
[xi, xi−1] %	� �	��� 	� ������ ����(�� ������ �	 ����������� < n ���$ ���$
sup(f, [xi, xi−1] ≤ 1

n
� 2��	�



U(f,D) ≤
∑
i∈J

1 · (xi − xi−1) +
∑
i �∈J

1

n
· (xi − xi−1) ≤ 2kn · 1

k
+

1

n
· 1 < ε.

���� ���	+ 
	��3� �
� ����
��
� �������

��
��

$��"��� E� ���%	� �	� ���

∫ 10

0

xdx

x3 + 16
< 1.

����7 � ��������� f(x) =
x

x3 + 16
$ x ∈ [0, 10]$ � 	� ������� ���� ���

f(2) =
1

12
� A!��$

∫ 10

0

xdx

x3 + 16
≤
∫ 10

0

dx

12
=

10

12
=

5

6
< 1.

$��"�$� E� ���%	� �	� ���

∫ −1

−10

√
x3

x− 2
dx > 5.

% ��'�+ �
� �
� Newton-Leibniz

$��"�"� A?��( ��� � f ′ 	���� ���	 �
 ��� [a, b] ��� f(a) = f(b)� E� +�	�	� ��

�������� �������(��

∫ b

a

f ′(x)dx�
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$��"�(� B�	��	 �� �������� �������
����C

(�A)

∫ −1

−2

dx

(5x+ 11)3
(%A)

∫ 2

1

e
1
xdx

x2

(+A)

∫ 1

0

√
1 + x dx (	A)

∫ b

a

(x− a)(x− b)dx

(�A)

∫ 1

0

dx√
4− x2

(��A)

∫ a
√
3

a

dx

x2 + a2
, a 	= 0

�'�����	�+7 )�A* 7
72
$ )+A* 2(

√
8−1)
3

$ )�A* π
6
$ )%A* e−√

e$ )	A* (a−b)3

6
$ )��A* π

12a
.

%������
�� ���� '�������	+

$��"��� B�	��	 �� �������� �������
����C

)�A*

∫ 1

0

xe−xdx )+A*

∫ e

1

ln3 xdx )�A*

∫ eπ

1

cos(ln x)dx�

)%A*

∫ π
3

0

x sin xdx

cos2 x
)@��%	�'�C ������	 f(x) = x ��� g(x) = 1

cos x
�*

�'�����	�+7 )�A* e−2
e
$ )+A* 6− 2e$)�A* π+1

2
$ )%A* 2π

3
− ln tan 5π

12
�

%������
�� 
	 ������ 
	��1����+

$��"�,� B�	��	 �� �������� �������
����C

)�A*

∫ 8

3

xdx√
x+ 1

)+A*

∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx

)�A*

∫ e

1

ln2 xdx

x
)%A*

∫ e

1

sin(ln x)dx

x
)	A*

∫ e2

e

dx

x ln x

�'�����	�+7 )�A* 32
3
$ )+A* 4−π

2
$ )�A* 1

3
$ )%A* 1− cos 1$ )	A* ln 2�

$��"�#� E� ���%	� �	� ���

∫ r

0

√
r2 − x2dx =

πr2

4
.

9' 2	�3�7 E� 	�������	� � ������ �	��+����
 x = r sin t�

$��"��8� E� ���%	� �	� ��� �� � f : R → R 	���� ���	 �
 ��� �	���%���
��������� �	 �	���%� T $ ���	 ��� ���	 ������� n �� �	� � �������∫ b

a

f(x)dx =

∫ b+nT

a+nT

f(x)dx
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9' 2	�3�7 !��%	����	��� �	 ������������� x = t− nT.

&���
���+ ��� ����
���� �������!
���+

$��"���� E� ���������	� �� 	�+�%�� ��
 �	��� �
 ��� �	����	�	��� ��� ��

������	
C y = −x2 + 2x ��� y = −x�
$��"���� E� ���%	� �	� ��� �� 	�+�%�� ��
 �	��� �
 ��� �	����	�	��� ��� ���

���	�D�
x2

a2
+
y2

b2
= 1 ������� �	 πab�

$��"���� E� ���������	� � ����
 ��� ��	�	�� ��� � �����>	��� ��� ���
�	�������� ��
 �������
 y = x2$ x ∈ [0, 1] ���( ��� ��� x&�'����

$��"��$� E� ���������	� � ����
 ��� ��	�	�� ��� � �����>	���$ ���� ��
	��������� ����� ��� ���%�	� �� ���	�� (0, r1) ��� (h, r2)$ 0 < r1 < r2$
�	�������	��� ���( ��� ��� x&�'����

����7 � 	��	�� ��� %��� 	��� ��� �� ���	�� (x1, y1) ��� (x2, y2) � 	� 	'��(��

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

2��	�

 �� 	��������� ����� ��� ���%�	� �� ���	�� (0, r1) ��� (h, r2) � 	�
	'��(��

x

h
=

y − r1
r2 − r1

, x ∈ (0, h)

A!�� ��� �� ���	�� ��� 	���������� �������
 � ���	

y =
r2 − r1
h

x+ r1, x ∈ (0, h)

2��	�

 V = π

∫ h

0

(
r2 − r1
h

x+ r1

)2

dx =

= π

∫ h

0

(r2 − r1)
2x2

h2
dx+ π

∫ h

0

2(r2 − r1)xr1
h

dx+ π

∫ h

0

r21dx =

=
π(r2 − r1)

2x3

3h2

∣∣∣∣h
0

+
2πr1(r2 − r1)x

2

2h

∣∣∣∣h
0

+ πr21x
∣∣h
0
=

=
π(r2 − r1)

2h3

3h2
+

2πr1(r2 − r1)h
2

2h
+ πr21h =

πh

3
(r21 + r1r2 + r22)
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$��"��"� E� ���������	� �� ����
 ��'�� y = ln cosx$ x ∈ [0, π
4
]�

$��"��(� E� ���������	� �� ����
 ��'�� y =
x2

4
− ln x

2
$ x ∈ [1, 2]�
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2�� 9	������ ���� �	(����	 ��� ����  
�� � 	� �����	� ��� ������������

������� ����	������(� {O,
i,
j,
k}C O 	���� � �� � ��� ���������
 ���
i,
j,
k
	���� %��������� ����%����� �����
$ �� ����� 	���� ���	�� ��� %���

;�� ���	 ���	��M ���  
��� �� %�������
−−→
OM ���	���� �������� %�������

)� %������� ����
$ � ������&%�������* ��� ���	��� M ��� ���+���>	��� �	
−→
M �

;�� ��M ���� 	� ����%��� ����%� (x, y, z) ∈ R
3$ �� ����	������	
 ���M $ ���

��� ����� −→
M = x
i+ y
j + z
k.

5� ���+���>���	 ��� �������� �	��'� %�� ���	�(�M ��� N �	 |MN | ���
�� ����
 ��� %���������
 
v �	 |
v|�

;�� �� %��������� 
a ��� 
b ���+���>���	 �� 	�(�	���� �����	�� �	 
a ·
b ���
�� 	'(�	���� �����	�� �	 
a×
b�

�� ����� �����	�� �(� %��������(� 
a$ 
b$ 
c ���+���>	��� �	 〈
a,
b,
c〉�

-�� *��+� ����)�"  �+���� ��"�

!
 ����������	 ��� ��� ����� ���	��M ���  
��� ����>	� ���� ������	��
���� ����
 ���
 ��� ��
 γ$ %���%� �� ����	������	
 ��� M 	���� ��������	�

���  ����� t�

!� T 	���� �  ������ �	���%�
 ������
 ��� M $ ���	 � ���	�
 ��� ���	���
M 	����>����� ��� ��
 �����	�����
 	'��
�	�
 �	 �����	��� t I ���  ����C

x = r1(t), y = r2(t), z = r3(t), t ∈ [0, T ].

14<
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1/. �������� �


k


i

M


j

O

γ

−→
M

;�� �� ����%��������	 ��� ���� M(t) ��� M �� ������ t ���	� �� 	���&
������	 ���� �� � �(� �'��(� O = (0, 0, 0) �� %�������


r(t) = r1(t)
i+ r2(t)
j + r3(t)
k,

�� ����
 ��� ������ 	���� �� ���	�� M(t) = r(t) = (r1(t), r2(t), r3(t))�
� ��	������� 
r ��� ������	 �������( ���	���� %����������� ���������$

%���� �	 ���	 t �������� 	� ��� �������� %������� 
r(t) ���  
���� ?�	�%� ����&
 	� ��� ���
 ��� �������� �� �	��'� �(� %��������(� 
r(t) ��� �(� �	���(� ���

r(t)$ � %����������� ��������� 
r �� �������	 �� �����	� ��� ��
 �������(
� ��	�
C


r : [0, T ] → R
3, 
r(t) = (r1(t), r2(t), r3(t)) .

�� ����������
 ��������	�
 r1, r2, r3 ��������� ����	������	
 ��������	�

��
 
r � �� ������
�	
 ��
 
r (
 ���
 ���
 �'��	
 Ox$ Oy ��� Oz$ �������� ��
����������	 ��� �	���� ������ ���
 %�����������
 ���������
�

%���
 + "����� 9��	 ��	������� 
r : V → R
3$ ���� V ⊆ R

n ���	����
%����������� ��������� n �	��+���
��

� 
r �	 ���	 (x1, . . . , xn) ∈ V ������� 	� �� %�������


r(x1, . . . , xn) = r1(x1, . . . , xn)
i+ r2(x1, . . . , xn)
j + r3(x1, . . . , xn)
k.

0���2	/�
��� "�����

1� � ������� ��������� ��
 ���������
 y = f(x)$ x ∈ V ⊆ R ����	�	����
��� �� ������ �(� %��������(�C


r(t) = t
i+ f(t)
j, t ∈ V.
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-� � �����
 x2 + y2 = ρ2$ ���>	��� ��� ��� %����������� ���������


r(t) = ρ cos t
i+ ρ sin t
j, t ∈ [0, 2π).

4� � ������� ��������� ��
 ���������
 y = ln x$ x ∈ (0,∞) ���>	��� ���
��� %����������� ���������


r(t) = t
i+ ln t
j, t ∈ (0,∞).

/� 5	(����	 ��� %����������� ���������


r(t) = ρ cos t
i+ ρ sin t
j + t
k, t ∈ (−∞,∞),

��� ����	�� ρ ∈ (0,∞)� �� ����
 ��� %���������
 
r(t) %������	� ���
����� ��� +����	��� ���( ���� ����%�� x2 + y2 = ρ2.

"���� =%��� ��� ����*	�� 2�����
�����+ ���������+ 
��+

	��1����+�

%���
 + "����� A?��( 
r : V → R
3$ V ⊆ R$ ��� %����������� ���������

��� t0 ���	�� ����
�	���
 ��� V � 5� ���	 ��� �� %������� 
a 	���� �� ���� ��


r ���� �� t �	��	� ��� t0$ ��������
 lim

t→t0

r(t) = 
a$ ���� lim

t→t0
|
r(t)− 
a| = 0�

�	!��
� "���$� ����� 
r(t) = r1(t)
i + r2(t)
j + r3(t)
k� t ∈ V ⊆ R� �	

�	
����
�	�� ��������� �
	 t0 ���
�� ���� �
���� ��� V � !��


lim
t→t0


r(t) = 
a = (a1, a2, a3) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

lim
t→t0

r1(t) = a1,

lim
t→t0

r2(t) = a2,

lim
t→t0

r3(t) = a3.

0���2	��
� "���"� !� 
r(t) = sin(t)
i+ cos(t)
j + t
k$ ���	

lim
t→π

6


r(t) =

(
lim
t→π

6

sin(t)

)

i+

(
lim
t→π

6

cos(t)

)

j +

(
lim
t→π

6

t

)

k =

=
1

2

i+

√
3

2

j +

π

6

k =

(
1

2
,

√
3

2
,
π

6

)
.
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1/- �������� �

�	!��
� "���(� �� lim
t→t0


r(t) = 
a� lim
t→t0


u(t) = 
b� lim
t→t0


v(t) = 
c �
	

lim
t→t0

f(t) = L� ���


0� lim
t→t0

[
r(t) + 
u(t)] = 
a+
b�

1� lim
t→t0

[
r(t) · 
u(t)] = 
a ·
b�

2� lim
t→t0

[
r(t)× 
u(t)] = 
a×
b.

3� lim
t→t0

[f(t)
r(t)] = L
a.

4� lim
t→t0

〈
r(t), 
u(t), 
v(t)〉 = 〈
a,
b,
c〉.

%���
 + "����� ��� %����������� ��������� 
r : V → R
3$ V ⊆ R ���	����

���	 �
 ��� t0 ∈ V $ ���� ��� ���	 ε > 0 ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 ��� ���	
t ∈ V ∩ (t0 − δ, t + δ) �� �	�C |
r(t)− 
r(t0)| < ε.

�	!��
� "���,� )	
 �	
����
�	�� ���������


r(t) = r1(t)
i+ r2(t)
j + r3(t)
k, t ∈ V ⊆ R


��
	 ���
��� ��� t0 ∈ V � 
� �
	 ����� 
� �	 ���
����
	� r1, r2, r3 
��
	
���
�
�� ��� t0�

"���� 0����
��+ 2�����
�����+ ���������+ 
��+

	��1����+�

%���
 + "���#� A?��( 
r : V → R
3$ V ⊆ R %����������� ��������� ��� t0

���	�� ����
�	���
 ��� V � 5� ���	 ��� � 
r 	���� �����(������ ��� t0 ����
���� 	� �� ���� )�� ����� ���	���� �
������� ��
 
r ��� t0*C


r ′(t0) = lim
t→t0


r(t)− 
r(t0)

t− t0
.

�	!��
� "����8� ����� 
r(t) = r1(t)
i + r2(t)
j + r3(t)
k� t ∈ V ⊆ R� �	

�	
����
�	�� ��������� �
	 t0 ���
�� ���� �
���� ��� V �

( � 
r 
��
	 �
�
�����	�� ��� t0� 
� �
	 ����� 
� �	 ���
����
	� r1, r2, r3

��
	 �
�
�����	�
� ��� t0� ��	������


r ′(t) = r′1(t)
i+ r2
′(t)
j + r3

′(t)
k.
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0���2	��
� "������ !� 
r(t) = sin(t)
i+ cos(t)
j + t
k$ ���	


r ′(t) = cos(t)
i− sin(t)
j + 
k.

�	!��
� "������ �� �	 �	
����
�	��� ���
����
	� 
u� 
v� 
r �
	 � ��
��
�	��
��������� f 
��
	 �
�
�����	�
� ��� �	�����
 Δ� ���


0� [
u(t) + 
v(t)]′ = 
u ′(t) + 
v ′(t)�

1� [
u(t) · 
v(t)]′ = 
u ′(t) · 
v(t) + 
u(t) · 
v ′(t)�

2� [
u(t)× 
v(t)]′ = 
u ′(t)× 
v(t) + 
u(t)× 
v ′(t)�

3� [f(t)
u(t)]′ = f ′(t)
u(t) + f(t)
u ′(t)�

4� 〈
r(t), 
u(t), 
v(t)〉′ = 〈
r ′(t), 
u(t), 
v(t)〉+〈
r(t), 
u ′(t), 
v(t)〉+〈
r(t), 
u(t), 
v ′(t)〉.
5� �� h : Δ0 → Δ 
��
	 �
�
�����	�� ��� �	�����
 Δ0 �
	 
u : Δ → R


��
	 �
�
�����	�� ��� �	�����
 Δ� ���


[
u(h(θ))]′θ = 
u ′
t(h(θ)) · h′(θ).

�	!��
� "������ �� � 
r 
��
	 �
�
�����	�� ��� t0� ���
 � 
r 
��
	 ���
���
��� t0�

"���� �	����+ '����
��� '���
����!� ��������	
� '���!�

	��1���!��

�� ����������
 ��������	�
 ���
 ����������
 �	��+����
 ��� �	�	�����	
(
 �
��  ��������������� ��� ���+������ %�� �	��+���
� �������(�$ ���
��
 ����	
 � ���$ � y$ 	'������� ��� ��� ��	'����� �	��+����$ �� x$ ��� �
	'������ ���� �	������	��� ��� ��� 	'��(��C y = f(x)�

@��� ��� ��(
 ���+������ ��� ����� �� �	��+�����	�	
 �������	
 	����
�	������	�	
 ��� %�� ��� � ��� 	'������� ��� ��
 ���	
�

;�� ����%	����$ �� 	�+�%�� 	��
 �����(���� 	'������� ��� %�� ��	'�����&
	
 �	��+����
$ ��
 %������	�
 ���$ ��� � 	'������ �	������	��� ��� ��� ����
E = f(x, y) �	 f(x, y) = xy� � ����
 	��
 �����
���� ��������	����%��
	'������� ��� ��	�
 �	��+����
$ ��
 %������	�
 ���$ ��� � 	'������ �	������	&
��� ��� ��� ���� V = f(x, y, z) �	 f(x, y, z) = xyz�



�
��
��
��
��
�	
�

��

1// �������� �

%���
 + "����$� ��� ��	������� f : V → R$ ���� V ⊆ R
n ���	����

���������� ��������� n �	��+���
��

5� �	����������	 �	 ��������	�
 %�� �	��+���
� � ���
� �	��+���
��
����%	������ ��������	(� %�� �	��+���
� 	����C

1� z = f(x, y) �	 f(x, y) = x+ y$ x, y ∈ R�

-� z = x sin y+y$ %���%� z = f(x, y) �	 f(x, y) = x sin y+y$ 0 < x, y < π�

����%	������ ��������	(� ���
� �	��+���
� 	����C

1� w = f(x, y, z) �	 f(x, y, z) = x2 + 3y + z2$ x, y, z ∈ R�

-� z = f(x, y, t) �	 f(x, y, t) = t sin x+ t sin y$ (x, y) ∈ [0, 1]2$ t ∈ R�

%���
 + "����"� A?��( f : V → R$ ���� V ⊆ R
2 ��� ���������� ���������

���(� �	��+���
�� �� �	����
 �����(��� ��
 f (
 ���
 �	��+����
 x ��� y$
�������� �$ ��� (x0, y0) ∈ V 	���� �� �������( ����$ ���� ���� ��� ��� 	����
�������C

∂f

∂x
(x0, y0) = lim

x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0
,

∂f

∂y
(x0, y0) = lim

y→y0

f(x0, y)− f(x0, y0)

y − y0
.

A����� ���>����� � �	����
 �����(��� ���
 ���������
 ���
� �	��+���
�
f : V → R$ ���� V ⊆ R

3 ��� (x0, y0, z0)C

∂f

∂x
(x0, y0, z0) = lim

x→x0

f(x, y0, z0)− f(x0, y0, z0)

x− x0
∂f

∂y
(x0, y0, z0) = lim

y→y0

f(x0, y, z0)− f(x0, y0, z0)

y − y0
∂f

∂z
(x0, y0, z0) = lim

z→z0

f(x0, y0, z)− f(x0, y0, z0)

z − z0

�� �	����
 �����
��� ���+���>����� 	����
 (
 	'�
C

f ′
x(x0, y0), fx(x0, y0, z0),

∂f(x0, y0, z0)

∂z
,
∂f(x0, y0)

∂y
.

;�� �� �����������	 ��� �	���� �����(�� ���
 ����������
 ���������
 f ���&
�
� �	��+���
� (
 ���
 ��� �	��+����$ �	(����	 ��	
 ��
 ���	
 �	��+����

����	��
 ��� 	�����>���	 ���
 �����	
 �����
����
 ����������
 ���������

���
 �	��+����
�
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0���2	/�
��� "����(�

1� !� z = 3x2 + x+ sin y$ ���	
∂z

∂x
= 6x+ 1,

∂z

∂y
= cos y.

-� !� f(x, y, z) = 3x2y3 + 4xy2 − x2yz3$ ���	

fx(x, y, z) = 6xy3 + 4y2 − 2xyz3,

fy(x, y, z) = 9x2y2 + 8xy − x2z3,

fz(x, y, z) = −3x2yz2

4� 5� +����	 ��
 �	����
 �����
���
 ��
 f(x, y, z) = xex + yez + ez ���
���	�� (1,−1, 0)C

fx(x, y, z) = ex + xex =⇒ fx(1,−1, 0) = e+ e = 2e,

fy(x, y, z) = ez =⇒ fy(1,−1, 0) = e0 = 1,

fz(x, y, z) = yez + ez =⇒ fz(1,−1, 0) = −e0 + e0 = 0.

-�# 
� �++��� �!" )��$',!"�

� �	���� ���
 ����������
 ���������
 f ��������
 ��� ���	 ��
 �	 ���
%������� Δ ⊆ R �������	� ��� ��� 	��� � 	%����� 	��
 	�%��
 “�������
”&
��
 �������
 ���������
 ��
 f C

Γ = {(x, f(x)) ∈ R
2 : x ∈ Δ}.

�	 ������� ����� �	 ���	 ���	 �
 %����������� ��������� 
r(t), t ∈ Δ$ �	
������
�	
 r1(t), r2(t), r3(t) �������� 	� �� ������

Γ = {M ∈ R
3 :M =

(
r1(t), r2(t), r3(t)

)
, t ∈ Δ}.

A��(
 � ����� ��� ������� Γ ����	� �� �� ����>	� �	 ������ ���� ��� �����(

���������	 �������� � �������D� ���� ����	� ���� ����� ���������� Peano$

� �����
 �� 1=<. ������	���	 ��� ���	 �
 ��	������� 
f ��� %���������
 [0, 1]

	�� ��� �	����
��� [0, 1] × [0, 1]� � 
f ��(
 %	� 	���� 1&1$ ��	�����>	� �����

���	�� ��� [0, 1] �	 ��� ���	�� ��� �	����
���� ?������� � 
f %	� 	���� 1&1 �	
������ ���%������� ��� [0, 1]�

� ������� ��������� ���
 ���	 ��
 ���������
 f : [a, b] → R ����>	�
��� 	��������� ����� “��������(����” ��� �����	������ ��� 	���	%� �	
��� ������ ����� ��� �� ��� %���	���	� ��� 	���� ���� ������� 	�%��
 ������
��������� ��'�� � �������
 ������
 ��� ��'�� 	���� � ��������
C
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0 1


f

x

y

O

1

1

%���
 + "����� A?�� ������ T ⊆ R
3 ���	���� ��#�$ ���� ���� 	� ��� 1&

1 ��� ���	 �
 %����������� ��������� 
r : [a, b] → R
3 �	 
r(t) = 
r(t) =

r1(t)
i+ r2(t)
j + r3(t)
k ������ 
��	 T = {(r1(t), r2(t), r3(t)) ∈ R
3 : t ∈ [a, b]}�

;�� �� 	���� �� ������ ��� �� ���������	 ������	
 ����%�������$ ���	�
�� 	���� ��� �
$ �� ����	
 ������� ��� �	 %�����������
 ��������	�
 ��� 	����
���	 	�
 ��� ������ 1&1 �	 ��� %�������� ����	 ���	 ���	�� ��
 γ �� � 	� ���
�	������ ��� �� 	���� ��'��

%���
 + "����� ��� %����������� ��������� 
r : Δ → R
3 ���	���� ������

1&1$ ���� ��� ���	 t ∈ Δ ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 � 
r �� 	���� 1&1 ���
������ Δ ∩ (t− δ, t+ δ)�

%���
 + "����� A?��( ��� ��� %����������� ���������


r(t) = r1(t)
i+ r2(t)
j + r3(t)
k, t ∈ Δ ⊆ R )6�1*

	���� ���	 �
 ��� ������ 1&1 �	 ��� %������� Δ� �� ������

γ = {(r1(t), r2(t), r3(t)) ∈ R
3 : t ∈ Δ}

���	���� �
��$�� �	 �
�
�
��	�� �
����
�� )6�1*� � �����	����� ���������
���
 �������
 γ ���	���� 	����
 �	
����
�	�� �
����
�� � �
�
�
��	��������
��
 γ�

• !� ��� ������� � 	� �����	����� ��������� )6�1*$ ���	 �� 	'��
�	�


x = r1(t), y = r2(t), z = r3(t), t ∈ Δ

��������� �
�
�
��	��� 
#	� �
	� ��
 γ� �� �����	�����
 	'��
�	�
 	�&
���>��� ��
 ����	������	
 ��� ������
 ��� %���������
 
r(t)�



�
��
��
��
��
�	
�

��

����������� ������
���
� 1/8

• !� ��� ������� γ � 	� �����	����� ��������� 
r(t), t ∈ [a, b]$ ���	 ��
���	�� A = 
r(a) ��� B = 
r(b) ��������� ���� ��
 �������
 γ�

• 2	 ��� ������� γ �	 ���� A ��� B �������	 �� �������	 %�� ���	����&
�	�
C ��� �� A ���
 �� B � ��� �� B ���
 �� A�

A

B

��� A ���
 B

A

B

��� B ���
 A

��� ������� �	 ���� A ��� B$ ���� ����� � 	� �����	� ��� ���	������
���	���� ����
�
���	����� �
��$���

• ��� ������� γ : 
r(t), t ∈ [a, b] ���	���� ��
	���$ ���� 
r(a) = 
r(b)�

• ��� ������� γ : 
r(t), t ∈ [a, b] ���	���� 
��� ��
	���$ ���� � 
r 	����

���I���
I��� ��� (a, b) ��� 
r(a) = 
r(b) = 
A�

A

���� ��	��� �������

A

�� ���� ��	��� �������

A

• �� ����
 ���
 �������
 γ ��� � 	� ���	 

 �����(������ %�����������
��������� 
r(t), t ∈ [a, b], �������>	��� ��� ��� ����

�(γ) =

∫ b

a

|
r ′
(t)|dt.

�������	 �� '	 (������	 ��
 %�����������
 ��������	�
 ��� 	���� �����	�����

��������	�
 ������
�$  ���������
���
 �� �������� 5	
�����
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1/= �������� �

�	!��
� "����� �� �	
 �	
����
�	�� ��������� 
r �
 �
��� ��	���$ ��

�	�����
 Δ ⊆ R ��
	 ���
�� �
������ ��� Δ �
	 
r ′(t) 	= 
0 �	
 ��"
 t ∈ Δ�
���
 � 
r 
��
	 ���
��� �
	 ���	�� 0%0 ��� Δ�

%���
 + "����� ��� ������� γ ���	���� �
�
 ���� � 	� ��� %�����������
��������� 
r(t)$ t ∈ Δ$ ������ 
��	 � 
r � 	� ���	 � �����(�� 
r ′ ��� Δ ���

r ′(t) 	= 
0 ��� ���	 t ∈ Δ�

0���2	/�
��� "�����

1� � 	��	�� ��� %��� 	��� ��� �� ���	�� M = (xM , yM , zM) ��� 	����

��������� ��� %������� 
a = a1
i + a2
j + a3
k 	= 
0 	���� �	�� ������� �	
�����	����� ���������C


r(t) = (xM + a1t)
i+ (yM + a2t)
j + (zM + a3t)
k, t ∈ (−∞,∞).

��������$ � 
r 	���� 1&1 ��� (−∞,∞) ���


r ′(t) = a1
i+ a2
j + a3
k 	= 
0.

-� � ������� ��������� ��
 ���������
 y = ln x 	���� �	�� ������� �	

�����	����� ���������C


r(t) = t
i+ ln t
j, t ∈ (0,∞).

��������$ � 
r 	���� 1&1 ��� (−∞,∞) ���


r ′(t) =
i+
1

t

j 	= 
0.

4� � ���	�D� γ :
x2

a2
+
y2

b2
= 1$ a > 0 ��� b > 0$ 	���� �	�� ������� �	

�����	����� ���������C


r(t) = a cos t
i+ b sin t
j, t ∈ [0, 2π].

��������$ � 
r 	���� 1&1 ��� (−∞,∞) ���


r ′(t) = −a sin t
i+ b cos t
j 	= 
0.

� �	(�	����� 	����	�� ��
 ���������� t 	���� � 	'�
C

����������	 ��� �� (x, y) ∈ γ$ ���	 x2 +
(ay
b

)
= a2�

5	(����	 ��� ����� K : x2 + y2 = a2 ��� ��� 1&1 ��� 	�� ��	������� ��

���	�D�
 ���� ����� f : γ → K �	 f(x, y) = (x, ay

b
)�

A?��( M = (x, ay
b
) ∈ K ��� t 	���� � �(��� ��� ��� �'��� Ox ���
 ���

���	��	�� [OM) ��� ������� ���	 x = a cos t$ ay
b
= a sin t�
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-�& 
��������)�" $��0 �� ��" )��$�,2+�

��� ������� ����	� �� � 	� �����
 �����	�����
 ��������	�
�
;�� ����%	���� �� ��������� x2 + y2 = a2 ������
 a > 0$ �	 y ≥ 0$ � 	� ��


�������	
 �����	�����
 ��������	�
C


r(t) = a cos(2t)
i+ a sin(2t)
j, t ∈ [0, π/2]


g(θ) = a cos(θ)
i+ a sin(θ)
j, θ ∈ [0, π]

5	(����	 ��� 1&1$ 	�� ��	�������C [0, π/2]
φ→[0, π], �	 φ(t) = 2t.

���	 
r(t) = 
g(φ(t))� 7���%�$ � �����	����� ��������� 
r(t) �������	�
��� ��� �����	����� ��������� 
g(θ) �	 “������ ����������” θ = 2t�

%���
 + "����� ��� ��	������� φ : [a, b] → [c, d] ���	���� 
�	��
��� 
��
��
�
�
������$ ���� � φ 	���� 	��$ �����(������ ��� [a, b] ��� φ′(t) 	= 0 ��� ���	
t ∈ [a, b]�

%���
 + "����� 7�� �����	�����
 ��������	�



r(t), t ∈ [a, b] ��� 
g(θ), θ ∈ [c, d]

���
 �	��
 �������
 γ ��������� ���%����	
 ���� ���� 	� 	����	��� ������
���������� φ : [a, b] → [c, d] ��� ��� ����� 
g(φ(t)) = 
r(t)C

[a, b]
φ−→[c, d]

g−→R
3

-�
	�!�	�+ "�����

1� !� � 	����	��� ������ ���������� φ 	���� ��'���� )φ(t) > 0 ��� ���	 t*$
���	 � φ %	� ����>	� ��� �������������� ��
 γ$ %���� �� ����
 ��� 
g(θ)
�	��+���	��� ��� �� 
g(c) = 
g(φ(a)) = 
r(a) = A ���
 
g(d) = 
g(φ(b)) =

r(b) = B�

-� !� � 	����	��� ������ ���������� φ 	���� �������� )φ(t) < 0 ��� ���	
t*$ ���	 � φ ���������	� ��� �������������� ��
 γ$ %���� �� ����
 ���

g(θ) �	��+���	��� ��� �� 
g(c) = 
g(φ(b)) = 
r(b) = B ���
 
g(d) =

g(φ(a)) = 
r(a) = A�

4� 9��	 ������� � 	� ��	���� ������
 �����	�����
 ��������	�
�

/� ;�� ����	�%����	 ���%����	
 �����	�����
 ��������	�
 
r(t), t ∈ [a, b]
��� 
g(θ), θ ∈ [c, d] ���� ��� ������
 ��������(� φ : [a, b] → [c, d] ���
ψ : [c, d] → [a, b] ��� ��
 ����	
C 
g(φ(t)) = 
r(t) ��� 
r(ψ(θ)) = 
g(θ)$ ����
ψ = φ−1�
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16. �������� �

0���2	/�
��� "���$�

1� � φ : (−∞,∞) → (−π
2
, π
2
) �	 φ(t) = arctan t 	���� 	����	��� ������

����������$ %���� 	��$ �����(������ ��� φ′(t) = 1
1+t2

	= 0 ��� ���	
t ∈ (−∞,∞)� ?�	�%� φ′(t) > 0 ��� ���	 t � φ %	� ���������	� ���
�������������� �(� ������
��

-� � ψ : [0, 1] → [a, b] �	 ψ(t) = (a − b)t + b 	���� 	����	��� ������
����������$ %���� ψ 	���� 	��$ �����(������ ��� ��� φ′(t) = a− b 	= 0 ���
���	 t ∈ (−∞,∞)� ?�	�%� ψ′(t) < 0 ��� ���	 t$ � ψ ���������	� ���
�������������� �(� ������
��

-�( �$�)��$',�� �,�),!�2���� α′=�����"�

�� 	���������� �������(�� α′&	�%��
 ���>	��� ��� ��� ���������� ���������
F �	 �	%�� ������� ��� ������� γ� � F ��� � γ %	� 	���� �����%����	$ ����
� ��� ����	������	
 �%�����	
�

�� 	���������� �������(�� α′&	�%��
 ������>	��� 	����
 	���������� ����&
���(�� +���(��
 ���������
 (
 ���
 �� ����
 ��'���

%���
 + "�$��� 5	(����	 ��� �	�� ������� �	 �����	����� ���������

γ : 
r(t) =
(
r1(t), r2(t), r3(t)

)
, t ∈ [a, b],

��� ��� ���	 �
 ��	������� F : γ → R� A? ���	 ��
 ��	������	�
C

[a, b]
	r−→ γ

F−→R.

� ����	�� F ◦
r : [a, b] → R 	���� ���������� ��������� ���
 �	��+����
$
� ����� ���>	��� ��� ��� ����

F (
r(t)) = F (r1(t), r2(t), r3(t)) .

� ���� 	�� ��
 F ���( ��� γ ������	� ��� � F ◦ 
r 	���� ���	 �
 ��� [a, b]�

��	�
��$�	� ���������
 α′%
����� ��
 F ���� ����
 ��
 γ 	���� ������


��� ���+���>	��� �	

∫
γ

Fds ��� ���>	��� (
 	'�
C

∫
γ

Fds =

∫ b

a

F (r1(t), r2(t), r3(t)) |
r′(t)| dt.
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• ?�	�%� |
r ′(t)| = √
r′21 (t) + r′22 (t) + r′23 (t), ��	��� ���∫

γ

Fds =

∫ b

a

F (r1(t), r2(t), r3(t))
√
r′21 (t) + r′22 (t) + r′23 (t) dt.

• A?��( A = r(a) ��� B = r(b)� ��

∫
γ

Fds ���+���>	��� 	����
 (
 	'�
C

∫
γ

F (x, y, z)ds,

∫
�
AB

F (x, y, z)ds,

∫
�
AB

Fds.

• �� 	���������� �������(�� ���
 ���������
 F ���( ��� ��	���� ���&

���� γ ���+���>	��� 	����
 �	

∮
γ

Fds�

%���
 + "�$��� !� ��� ������� γ =
�

AB 	���� ��(�� �	�(� ������
�

γ1 =
�

AA1, γ2 =
�

A1A2, . . . , γn =
�

An−1B,

���	 ∫
γ

Fds =

∫
γ1

Fds+

∫
γ2

Fds+ · · ·+
∫
γn

Fds.

γ1

γ2
γn

0���2	/�
��� "�$��� E� ������������ �� 	���������� �������
����C

1�

∫
γ

(x+ y)ds$ ���� γ : 
r(t) = (t, 1− t), t ∈ [0, 1].

����7 ;�� F (x, y) = x+y$ [a, b] = [0, 1] ��� 
r ′(t) = (1,−1) +�������	C∫
γ

Fds =

∫ b

a

F (r1(t), r2(t)) |
r ′(t)| dt =
∫ 1

0

F (t, 1− t) |(1,−1)| dt =

=

∫ 1

0

(t+ (1− t))
√
2 dt =

∫ 1

0

√
2 dt =

√
2.
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16- �������� �

-�

∫
γ

√
x2 + y2ds$ ���� γ : 
r(t) = (3 cos t, 3 sin t, 4t), t ∈ [−π, 5π].

����7 A? ���	 [a, b] = [−π, 5π], 
r ′(t) = (−3 sin t, 3 cos t, 4),

F (x, y, z) =
√
x2 + y2, |
r ′(t)| =

√
9 sin2 t+ 9 cos2 t + 16 = 5.

?�����(
C

∫
γ

Fds =

∫ b

a

F (r1(t), r2(t), r3(t)) |
r ′(t)|dt =

=

∫ 5π

−π

5F (3 cos t, 3 sin t, 4t)) dt =

=

∫ 5π

−π

5
√
9 cos2 t + 9 sin2 t dt =

∫ 5π

−π

15 dt = 60π.

4�

∫
γ

ds

x2 + y2 + z2
$ ���� γ : 
r(t) = (a cos t, a sin t, t), t ∈ [0, 2π].

����7 A? ���	 [a, b] = [0, 2π]$ 
r ′(t) = (−a sin t, a cos t, 1)$

F (x, y, z) =
1

x2 + y2 + z2

F (r1(t), r2(t), r3(t)) =
1

a2 cos2 t+ a2 sin2 t + t2
=

1

a2 + t2

|
r ′(t)| =
√
a2 sin2 t+ a2 cos2 t+ 1 =

√
a2 + 1.

?�����(


∫
γ

Fds =

∫ 2π

0

F (r1(t), r2(t), r3(t)) |
r ′(t)|dt =
∫ 2π

0

√
a2 + 1dt

a2 + t2
=

=
√
a2 + 1

∫ 2π

0

dt

a2 + t2
=

√
a2 + 1

[
1

a
arctan

t

a

]2π
0

=

=

√
a2 + 1

a
arctan

2π

a
.
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/�

∫
γ

(x+ y)ds$ ���� γ 	���� �� �	�������� ��� ����
���
	

ABC �	 ������


A = (1, 1), B = (1, 0), C = (0, 1).

x

y

O

1
C

1

B

A

γ1

γ3

γ2

����7 �� �	�������� γ ��� ����
���
	

ABC ��(�� �(� ��	��
� ���
	

ABCC γ1 = AB$ γ2 = BC$ γ3 = CA� ;�� F (x, y) = x+ y ��������	C∫
γ

Fds =

∫
γ1

Fds+

∫
γ2

Fds+

∫
γ3

Fds =

∫
AB

(x+y)ds+

∫
BC

(x+y)ds+

∫
CA

(x+y)ds

B�������	 ��
 �����	�����
 	'��
�	�
 �(� ��	��
� ���
	

ABC C

AB : x = 1, y = t, t ∈ [0, 1]

BC : x = t, y = 1− t, t ∈ [0, 1]

CA : x = t, y = 1, t ∈ [0, 1]

?�����(
∫
AB

(x+ y)ds =

∫ 1

0

(1 + t)|(1, t)′|dt =
∫ 1

0

(1 + t)|(0, 1)|dt =
[
t+

t2

2

]1
0

=
3

2∫
BC

(x+ y)ds =

∫ 1

0

(t+ 1− t)|(t, 1− t)′|dt =
∫ 1

0

|(1,−1)|dt =
[√

2 t
]1
0
=

√
2∫

CA

(x+ y)ds =

∫ 1

0

(t+ 1)|(t, 1)′|dt =
∫ 1

0

(t+ 1)|(1, 0)|dt =
[
t2

2
+ t

]1
0

=
3

2

2��	�



∫
γ

(x+ y)ds = 3 +
√
2.
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	�!�	�+ "�$�$�

1� 5� 	'�������	 ��� ���� ��� ��������
 s ���� ���+������

∫
γ

Fds ���

	����������� �������
����
� 5	(����	 ��� ������� γ �	 �����	�����������

γ : g(s) =
(
g1(t), g2(t), g3(t)

)
, s ∈ [0, b],

�	 ��� �%������ √
g′21 (s) + g′22 (s) + g′23 (s) = 1, ∀s ∈ [0, b] )6�-*

;�� ���	 s0 ∈ [0, b]$ �� ����
 ��'�� ��� �� O = g(0) �(
 M0 = g(s0) 	����

�(
�

OM0) =

∫ s0

0

|g′(s)|ds =
∫ s0

0

√
g′21 (s) + g′22 (s) + g′23 (s)ds =

∫ s0

0

ds = s0.

A?��( Dn = {0 = sn0 < sn1 < ... < snn < b} 	���� %���	�����
 ��� [0, b] �	 ���
������� �����
 �sn� 2��+���>���	 Mi = g(sni ). ���	

�(
�

MiMi+1) =

∫ sni+1

sni

|g′(s)|ds =
∫ 0

sni

ds+

∫ sni+1

0

ds = −
∫ sni

0

ds+

∫ sni+1

0

ds = sni+1−sni .

A!��$ ���� Dn �������� 	� %���	�����
 ��
 γ �	 ������	

�

MiMi+1 �����
 �sn
�	 �� ���	�� {g(0) = g(sn0), g(s

n
1), ..., g(s

n
n) = g(b)}� �������	 �� +������	

�� γ ��� 	��������� �����$ ���( ��� ����� 	���� �������� � ��������� F

�	 “�	��+����” �� ���	�� g(s)� ����	

∫
γ

Fds =

∫
γ

F (g(s))ds ����>	� ��

�������� �������
�� ��
 ���������
 F ���( ��� “	��������� �����” γ�
��������$ ���%	����	��� ��� �� ξni ∈ [sni−1, s

n
i ]$ ���	∫

γ

Fds = lim
n→∞

n∑
i=1

F (g(ξni ))�sn.

-� 9��	 ������� γ : 
r(t) =
(
r1(t), r2(t), r3(t)

)
, t ∈ [a, b] � 	� �����	�����

��������� �	 ��� �%������ )6�-*� � �����	����� ��������� ���� �������� 	�
���� ������ ���������� σ : [a, b] → R ��� ���>	��� ��� ��� ����C

σ(t) =

∫ t

a

√
r′21 (τ) + r′22 (τ) + r′23 (τ)dτ, t ∈ [a, b].

� σ : [a, b] → [0, σ(b)] 	���� 	�� ��� 1&1$ (
 �����(
 ��'�����
� ��	������� g(s) = r(σ−1(s)) : s ∈ [0, σ(b)] � 	� ��� �%������ )6�-*�
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"�$�� ;2� ���	+ 	'���
'����� �������!
���+ α′>	/2��+�

2��
 �������( �%�����	
 �	 γ ���+���>	��� ��� �	�� ��������

�� ��	�
��$�	� ���������
 α′%
����� �	
� ���������� F �
�� ����� ���
�
��$��� γ 
��
	 
�
#������ 
�� ��� �
�
�
��	�� �
����
�� ��� γ�

��������$ �	(����	 %�� �����	�����
 ��������	�
 ���
 �������
 γC

r(t) =
(
r1(t), r2(t), r3(t)

)
, t ∈ [a, b],

g(τ) =
(
g1(τ), g2(τ), g3(τ)

)
, τ ∈ [c, d].

���	 ���� 	� ��� ��� ���
 ��� ��� 	�� ��	������� φ : [c, d] → [a, b] )������
���������� t = φ(τ)* �	 �����(�� φ′(τ) 	= 0$ 
��	

g(τ) = r(φ(τ)) =
(
g1(τ), g2(τ)g3(τ)

)
, τ ∈ [c, d].

7���%� gi(τ) = ri(φ(τ)) ��� i = 1, 2, 3,� ����	 g′i(τ) = r′(φ(τ)) · φ′(τ)�
!� φ 	���� ��'����$ ���	 φ′(τ) > 0 ��� ���	 τ ∈ [c, d]. ?�����(


∫
�
AB

Fds =

∫ b

a

F (r1(t), r2(t), r3(t))
√
r′21 (t) + r′22 (t) + r′23 (t) dt

t=φ(τ)
=

=

∫ d

c

F (g1(τ), g2(τ)g3(τ))

√
g′21 (τ) + g′22 (τ) + g′23 (τ)

φ′(τ)
φ′(τ)dτ =

=

∫ d

c

F (g1(τ), g2(τ)g3(τ))
√
g′21 (τ) + g′22 (τ) + g′23 (τ) dτ

!� φ 	���� ��������$ ���	 φ′(τ) < 0 ��� ���	 τ ∈ [c, d]. ?�����(


∫
�
AB

Fds =

∫ b

a

F (r1(t), r2(t), r3(t))
√
r′21 (t) + r′22 (t) + r′23 (t) dt

t=φ(τ)
=

=

∫ c

d

F (g1(τ), g2(τ)g3(τ))

√
g′21 (τ) + g′22 (τ) + g′23 (τ)

|φ′(τ)| φ′(τ) dτ =

= −
∫ c

d

F (g1(τ), g2(τ)g3(τ))
√
g′21 (τ) + g′22 (τ) + g′23 (τ) dτ

=

∫ d

c

F (g1(τ), g2(τ)g3(τ))
√
g′21 (τ) + g′22 (τ) + g′23 (τ) dτ
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16: �������� �

�� ��	�
��$�	� ���������
 α′%
����� ��� ���������� F �
�� ����� ���
�
��$��� γ 
��
	 
�
#������ 
�� ��� ����
�
���	��� ��� γ� ���
��∫

�
AB

Fds =

∫
�
BA

Fds.

��������$ ���( ��� γ =
�

AB � 	� �����	����� ���������

r(t) =
(
r1(t), r2(t), r3(t)

)
, t ∈ [a, b], ���� A = r(a), B = r(b).

�
�

BA � 	� �����	����� ���������

g(τ) = r(φ(τ)) =
(
g1(τ), g2(τ)g3(τ)

)
, τ ∈ [a, b],

���� φ : [a, b] → [a, b] �	 t = φ(τ) = a + b − τ � ?�����(
 A = r(a) = q(b)
��� B = r(b) = q(a)� !�� ��� #%������ 1C∫

�
AB

Fds =

∫ b

a

F (r1(t), r2(t), r3(t))
√
r′21 (t) + r′22 (t) + r′23 (t) dt =

=

∫ b

a

F (g1(τ), g2(τ)g3(τ))
√
g′21 (τ) + g′22 (τ) + g′23 (τ) dτ =

∫
�
BA

Fds.

�� �������	
 �%�����	
 	���������(� �������(���(� ���	�������� ��

�%�����	
 �(� �������(� �������(���(�C

�� ��	�
��$�	� ���������
 α′%
����� ��� ���������� F �
�� ����� �	
�

���� ��
	���� �
��$��� γ 
��
	 
�
#������ 
�� ��� 
�	���� ��� 
'
����
��
���
�� 
� A,B,C ∈ γ� ���
∮

�
ABCA

Fds =

∮
�

BCAB

Fds =

∮
�

CBAC

Fds.

$�

∣∣∣∣
∫
γ

Fds

∣∣∣∣ ≤
∫
γ

|F |ds�

"�

∫
γ

(λF1 + μF2)ds = λ

∫
γ

F1ds+ μ

∫
γ

F2ds�

(� !
 ���������	 ��� %������� %�� %�����	����
 ������	
 γ ��� γ∗ ��� � ���

�� �%�� ���� A ��� B� �� 	���������� �������
����

∫
γ

Fds ���

∫
γ∗
Fds ����	�

�� ��� 	���� ���� 7���%�$ �� 	���������� �������(�� α′&	�%��
 	'������� ���
��� 	������ ��� “%�����” γ ��� �� ���	�� A ��� ���	�� B�
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0���2	��
� "�$�"� 2�� ����%	���� 6�/�4)/* �� ������	
 γ1 ∪ γ2 ��� γ3
� ��� �� �%�� ���� A ��� C� A��(


∫
γ1∪γ2

Fds =

∫
AB

(x+ y)ds+

∫
BC

(x+ y)ds =
3

2
+
√
2∫

γ3

Fds =

∫
AC

(x+ y)ds =

∫
CA

(x+ y)ds =
3

2
.

"�$�� �	����+ 	���
���+ 	'���
'���
�
�������

��
��

• � ��>� m(γ) 	��
 �������
 γ : 
r(t), t ∈ [a, b] �	 ��������� p(x, y, z)
��� ���	�� (x, y, z) �������>	��� ��� ��� ����

m(γ) =

∫
γ

p(x, y, z)ds.

• �� ������ +����
 	��
 �������
 γ : 
r(t), t ∈ [a, b] �	 ���������
p(x, y, z) ��� ���	�� (x, y, z) � 	� ����	������	
C

x̄ =
1

m(γ)

∫
γ

xp(x, y, z)ds, ȳ =
1

m(γ)

∫
γ

yp(x, y, z)ds, z̄ =
1

m(γ)

∫
γ

zp(x, y, z)ds.

• �� �� 	�+�%�� ��� ��� 
����
 K ���	��� ��� Oxy&	���	%� �	��'� ��

�������
 γ : 
r(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b], ��� OxyI	����%�� ��� ��

�������
 z = F (x, y) > 0$ (x, y) ∈ γ$ �������>	��� ��� ��� ����

E(K) =

∫
γ

F (x, y)ds.
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16= �������� �

-�- �$�)��$',�� �,�),!�2���� β ′=�����"�

%���
 + "�"��� 9��	 ��	�������
−→
F : V → R

n$ ���� V ⊆ R
n$ ���	����

�	
����
�	�� �
��� ��� R
n�

�� 	���������� �������(�� β ′&	�%��
 ���>	��� ��� ��� %����������� �	%��−→
F : V → R

3$ ���� V ⊆ R
3 ��� ��� ������� γ ⊆ V � �� 	���������� ����&

���(�� β ′&	�%��
 ������>	��� 	����
 ��� 	���������� �������(�� ��� %�����&

������� �	%���
−→
F (
 ���
 ��
 ����	������	
� �� %����������� �	%��

−→
F ����	�

�� ���+���>	� ��� ��������� �	%��$ �� ��� �����$ �� ��� �����

2	 ���	 ���	��M ∈ V ��
−→
F �������� 	� %�������

−→
F (M) ��� “	�����>	���”

��� ���	�� M � ��
−→
F (M)$ ��(
 ��� ���	 %�������$ ����	��� (
 ��������


���%�����
 %��������(� 
i,
j,
kC

−→
F (M) =

−→
F (x, y, z) = F1(x, y, z)
i+ F2(x, y, z)
j + F3(x, y, z)
k,

���� F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z) ∈ R ��� ���	 (x, y, z) ∈ V �
�� ��������	�
 F1, F2, F3 	���� ����������
 ��������	�
 ���
� �	��+���
�

��� ��������� ������
�	
 ��

−→
F (
 ���
 ���
 �'��	
 Ox,Oy,Oz$ �������� ��

%���
 + "�"��� 5	(����	 ��� %����������� �	%��

−→
F (x, y, z) = F1(x, y, z)
i+ F2(x, y, z)
j + F3(x, y, z)
k, V ⊆ R

3,

�� ����� 	���� ���	 �
 ���( �	 ��� �	�� ���������������� �������

γ : 
r(t) = x(t)
i+ y(t)
j + z(t)
k, t ∈ [a, b]

�	 �� � �� ���	�� A = r(a) ��� ����
 �� ���	�� B = r(b).

��	�
��$�	� ���������
 β ′%
����� ��

−→
F ���� ����
 ��
 γ 	���� ������


��� ���+���>	��� �	

∫
γ

−→
F d
r ��� ���>	��� (
 	'�
C

∫
γ

−→
F d
r =

∫ b

a

(−→
F (x(t), y(t), z(t)) · 
r ′(t)

)
dt. )6�4*

• ;�� �� +����	 �� 	���������� �������(�� ��� ��� ���� 6�4 +�������	
�� 	�(�	���� �����	�� �(� %��������(�

−→
F(x(t),y(t),z(t)) = (F1(x(t),y(t),z(t)), F2(x(t),y(t),z(t)), F3(x(t),y(t),z(t))


r ′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t))
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16<

A? ���	 ���
−→
F (x(t), y(t), z(t)) · 
r ′(t) ������� �	 �� ��������

F1(x(t), y(t), z(t))x
′(t)+F2(x(t), y(t), z(t))y

′(t)+F3(x(t), y(t), z(t))z
′(t).

?�����(
∫
γ

−→
F d
r =

∫ b

a

F1(x(t), y(t), z(t))x
′(t)dt +

∫ b

a

F2(x(t), y(t), z(t))y
′(t)dt+

+

∫ b

a

F3(x(t), y(t), z(t))z
′(t)dt.

• �� 	���������� �������(�� β ′&	�%��
 ��� %������������ �	%���

−→
F (x, y, z) = P (x, y, z)
i+Q(x, y, z)
j +R(x, y, z)
k )6�/*

���� �����
 ��
 �������
 γ ���+���>	��� �� �� (
 	'�
C∫
γ

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz. )6�6*

• � ���+������
 )6�6* ��	��	��� ���� �������� ���%����� ������ ���
	����������� �������
����
 ��� %������������ �	%��� )6�/*�

5	(����	 ��� ������� γ ���  
��� �	 ���� A ��� B�

A?��( ��� Dn = {A = A0, A1, . . . An = B} 	���� %��%� ��� ���	�� ��

γ ��� {x0, x1, . . . xn} 	���� �� ���+���
 �(� ���	�(� ��� Dn ���� �'���
Ox� ;�� ���	 i = 1, . . . , n 	��������	 ��� ���	�� Mi = (xi, yi, zi) ���

��'��
�

AiAi+1 ��
 γ� A?��(

�xn = max{xni − xni−1 : i = 1, . . . , n}.
���	 ∫

γ

P (x, y, z)dx = lim
	yn→0

n∑
i=1

P (xi, yi, zi)�xn.

A����� ���>�����C∫
γ

Q(x, y, z)dy = lim
	yn→0

n∑
i=1

Q(xi, yi, zi)�yn,
∫
γ

R(x, y, z)dy = lim
	zn→0

n∑
i=1

R(xi, yi, zi)�zn.
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1:. �������� �

0���2	/�
��� "�"���

E� ������������ �� 	���������� �������
���� β ′−	�%��
C

1�

∫
γ

−→
F d
r$ ����

−→
F (x, y, z) = (y − z, z − x, x− y)$ (x, y, z) ∈ R

3 ���

γ : 
r(t) = (2 cos t, 2 sin t, 3),

t ∈ [0, 2π] ���� ���	������ ��'���
 ��
 ���������� t�

����7 A? ���	 γ : 
r(t) = (x(t), y(t), z(t))$ t ∈ [0, 2π]$ ����

x(t) = 2 cos t, y(t) = 2 sin t, z(t) = 3.

B�������	 
r ′(t) = (−2 sin t, 2 cos t, 0) ���

−→
F (x(t), y(t), z(t)) = (2 sin t− 3, 3− 2 cos t, 2 cos t− 2 sin t)

?�����(


−→
F (x(t), y(t), z(t)) · 
r ′(t) = (−4 sin2 t+ 6 sin t) + (6 cos t− 4 cos2 t) + 0 =

=−4 + 6(sin t+ cos t)

2��	�

$ ∫
γ

−→
F d
r =

∫ 2π

0

(−4 + 6 sin t + 6 cos t) dt =

= [−4t− 6 cos t + 6 sin t]2π0 = −8π

-�

∫
γ

x2ydy − y2xdx$ ���� γ : 
r = (
√
cos t,

√
sin t)$ t ∈ [0, π

2
]�

����7 x = x(t) =
√
cos t ��� y = y(t) =

√
sin t)� ?�����(


dx = (
√
cos t)′dt =

− sin t

2
√
cos t

dt, dy = (
√
sin t)′dt =

cos t

2
√
sin t

dt

?�����(
∫
γ

x2ydy−y2xdx=
∫ π

2

0

(
cos2 t

√
sin t

2
√
sin t

+
sin2 t

√
cos t

2
√
cos t

)
dt =

1

2

∫ π
2

0

dt =
π

4
.
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1:1

4�

∫
γ

−→
F d
r$ ����

−→
F (x, y) = (y,−x2− y)$ (x, y) ∈ R

2 ��� γ : y = −x2+2x$

x ∈ [0, 2], ���� ���	������ �	�(��
 ��
 �	��+����
 x�

����7 A? ���	 γ : 
r(t) = (x(t), y(t))$ t ∈ [0, 2]$ ����

x(t) = t, y(t) = −t2 + 2t.

B�������	 
r ′(t) = (x(t), y(t))′ = (t,−t2 + 2t)′ = (1,−2t+ 2) ���

−→
F (x(t), y(t)) =

(
y(t),−x2(t)− y(t)

)
=
(−t2 + 2t,−2t

)
?�����(


−→
F (x(t), y(t)) · 
r ′(t) =

(−t2 + t,−2t)
) · (1,−2t+ 2) =

= (−t2 + 2t) · 1 + (−2t)(−2t + 2) = 3t2 − 2t

2��	�

$

∫
γ

−→
F d
r =

∫ 0

2

(3t2 − 2t)dt = −4.

/�

∫
γ

y2dx− x2dy

x2 + y2
$ ���� (x, y) %����� 	� �� ���������

γ : 
r = (a cos t, a sin t), t ∈ [0, π],

�	 ���	������ �����	�� ��
 ������
 �(� %	���
� ��� ���������

����7 x = x(t) = a cos t ��� y = y(t) = a sin t� ?�����(


dx = (a cos t)′ dt = −a sin tdt, dy = (a sin t)′dt = a cos tdt

A���� �� (x, y) %����� 	� �� ��������� γ �	 ���	������ �����	�� ��

������
 �(� %	���
� ��� ��������$ � �����	���
 t ��'��	��� ��� �� 0
�(
 π� ?�����(
∫
γ

y2dx− x2dy

x2 + y2
=

∫ π

0

a2 sin2 t(−a sin t)− a2 cos2 t(a cos t)

a2 cos2 t+ a2 sin2 t
dt =

= a

∫ π

0

(− sin3 t− cos3 t)dt =

= −a
∫ π

0

sin3 tdt− a

∫ π

0

cos3 tdt =

= −a
[
− cos t+

cos3 t

3

]π
0

− a

[
sin t− sin3 t

3

]π
0

= −4a

3
.
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1:- �������� �

%���
 + "�"�$� !� ��� ������� γ =
�

AB 	���� ��(�� �	�(� ������
�

γ1 =
�

AA1, γ2 =
�

A1A2, . . . , γn =
�

An−1B,

���	 ∫
γ

−→
F d
r =

∫
γ1

−→
F d
r +

∫
γ2

−→
F d
r + · · ·+

∫
γn

−→
F d
r.

"�"�� ;2� ���	+ 	'���
'����� �������!
���+ β ′>	/2��+�

2�� ������������ ���� �	 γ ���+���>	��� ��� �	�� ������� ��� �� %�����&

������ �	%��
−→
F 	���� ���	 �
 ��������� ��� ���	�� ��
 γ�

�� !� 
�	�
��$�	� ���������
 ��� �	
����
�	��$ �
����
−→
F : V → R

3 
��
��� ����
�
���	������ �
��$��� γ 
��
	 
�
#������ 
�� ��� �	
����
�	��
�
����
�� ��� γ�

��������$ �	(����	 %�� �����	�����
 ��������	�
 ��
 γC


r(t) =
(
r1(t), r2(t), r3(t)

)
, t ∈ [a, b],


g(τ) =
(
g1(τ), g2(τ), g3(τ)

)
, τ ∈ [c, d].

?�	�%� � γ 	���� ����������������$ ���� 	� ��� �����(
 ��'���� ��� 	��
��	������� φ : [c, d] → [a, b] �	 ���	 � �����(�� φ′(τ) > 0$ ������ 
��	

g(τ) = 
r(φ(τ)).

?�����(
 φ(c) = a$ φ(d) = b ��� 
g ′
τ (τ) = 
r ′(φ(τ)) · φ′(τ). ����	C

∫
γ

−→
F d
r =

∫ b

a

(−→
F (r1(t), r2(t), r3(t)) · 
r ′(t)

)
dt

t=φ(τ)
=

=

∫ d

c

(−→
F (r1(φ(τ)), r2(φ(τ)), r3(φ(τ))) · 
r ′(φ(τ))

)
φ′(τ)dτ =

=

∫ d

c

(−→
F (g1(τ), g2(τ), g3(τ)) · 
g ′(τ)

)
dτ =

∫
γ

−→
F d
g

�� !� 
�	�
��$�	� ���������
 ��� �	
����
�	��$ �
����
−→
F : V → R

3 
�� ���
�
��$��� γ 
���-
	 ������� �
 ��� 
��
�� ��� ����
�
���	���$ ��� γ�
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��������$ �	(����	 %�� �����	�����
 ��������	�
 ��
 γC


r(t) =
(
r1(t), r2(t), r3(t)

)
, t ∈ [a, b],


g(τ) =
(
g1(τ), g2(τ), g3(τ)

)
, τ ∈ [c, d].

�����	
 
��	 
g(τ) = 
r(φ(τ)), τ ∈ [c, d], ���� φ : [c, d] → [a, b] 	���� �����(

�������� ��� 	�� ��	������� �	 ���	 � �����(�� φ′(τ) < 0�

?�����(
 φ(c) = b$ φ(d) = a ��� 
g ′
τ (τ) = 
r ′(φ(τ)) · φ′(τ). ����	C

∫
γ

−→
F d
r =

∫ b

a

(−→
F (r1(t), r2(t), r3(t)) · 
r ′(t)

)
dt

t=φ(τ)
=

=

∫ c

d

(−→
F (r1(φ(τ)), r2(φ(τ)), r3(φ(τ))) · 
r ′(φ(τ))

)
φ′(τ)dτ =

= −
∫ d

c

(−→
F (g1(τ), g2(τ), g3(τ)) · 
g ′(τ)

)
dτ = −

∫
γ

−→
F d
g

"�"�� &'���
'���� �������!
��� β ′>	/2��+ ��	3������ �' 
�� 2� 
� �������
��+�

�� 	���������� �������(�� 	��
 %������������ �	%���
−→
F : V → R

3$
���� V ⊆ R

3$ ���	���� 
�
#������ ��� ������ ����������� ��� V $ ���� ���
�����%����	 A,B ∈ V ��� ��� ����	�%����	 ������	


γ1 : 
r1(t), t ∈ [a1, b1] ��� γ2 : 
r2(τ), τ ∈ [a2, b2]

��� V ��� �� A = 
r1(a1) = 
r2(a2) ��� B = 
r1(b1) = 
r2(b2) �� �	�C∫
γ1

−→
F d
r1 =

∫
γ2

−→
F d
r2.

�� 	���������� �������(�� β ′&	�%��
 	��
 %������������ �	%���

−→
F (x, y, z) = F1(x, y, z)
i+ F2(x, y, z)
j + F3(x, y, z), (x, y, z) ∈ V, )6�:*

��� 	���� ��	'������ ��� %���� �������(��
 ��� �� ���	�� A �(
 �� ���	��
B ���+���>	��� �	 �	∫ B

A

F1(x, y, z)dx+ F2(x, y, z)dy + F3(x, y, z)dz



�
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�

��

1:/ �������� �

�	!��
� "�"�"� !� 
�	�
��$�	� ���������
 β ′%
����� 
��� �	
����
�	��$
�
���� �4�5� ��� 
��
	 
�
#������ 
�� �� ����� ����������� ��� V 	��$�
	 �

����� �
�� ������ ���	
������
 ��
	���� �
��$��� γ : 
r(t), t ∈ [a, b], ���
V � ���
�� ∮

γ

−→
F d
r = 0.

����������	 %�� 5	(������ ��� ����� %�����
�	��� � ����� ��� ��������
������� ��	'�������
 	����������� �������
����
 ��� �� %���� �������(&
��
�

�	!��
� "�"�(� ����� V = Δ1 × Δ2 ⊆ R
2� ���� Δ1 �
	 Δ2 �	
����
�


��� R�
6
���$�
 �	
����
�	�� �
��� ��� R2&

−→
F (x, y) = F1(x, y)
i+ F2(x, y)
j, (x, y) ∈ V,

���� F1 �
	 F2 
��
	 ���
�
��� �
�
�����	�
� �� ���� x �
	 y �
	 �	 �
�	���

�
������	
∂F1

∂y
�
	

∂F2

∂x

��
	 ���
�
�� ��� V �

!� 
�	�
��$�	� ���������
 ���
−→
F 
��
	 
�
#������ ��� ������ ��������%

��� ��� V � 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 (x, y) ∈ V &

∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
. )6�8*

0���2	��
� "�"��� E� ���������	� �� 	���������� �������(�� β ′&	�%��

��� %������������ �	%���

−→
F (x, y) = (x + 3y)
i + (3x + y)
j ���� �����
 ���


�������
 �	 ���� A = (1, 1) ��� B = (2, 3)�

����7 5� %	�'���	 ��� �� 	���������� �������(��

∫
�
AB

−→
F d
r 	���� ��	'������

��� %����� �������(��
$ 	�����	�����
 ��� ������� )6�8*�
A? ���	 F1(x, y) = x+ 3y ��� F2(x, y) = 3x+ y� ����	

∂F1

∂y
=
∂(x + 3y)

∂y
= 3,

∂F2

∂x
=
∂(3x+ y)

∂x
= 3 =⇒ ∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
.

5� 	����'���	 (
 γ ��� �� A ��� B ��� �����(���� ������ ��� ����	�	����
��� 	��������� ������� ��������� ����
 �'��	
� A?��( C = (2, 3)� 5�����	
γ = AC ∪ CB�
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1:6

x

y

O

A=(1,1)
C=(2,1)

B=(2,3)

1

2

3

1 2

B�������	 ��
 	'��
�	�
 �(� 	��������(� ������(� AC ��� CBC

AC : y = 1, x ∈ [1, 2] =⇒ dy = 0

CB : x = 2, y ∈ [1, 3] =⇒ dx = 0

?�����(
∫
AC

−→
F d
r =

∫
AC

(x+ 3y)dx+ (3x+ y)dy =

∫ 2

1

(x+ 3)dx =

[
x2

2
+ 3x

]2
1

=
9

2∫
CB

−→
F d
r =

∫
CB

(x+ 3y)dx+ (3x+ y)dy =

∫ 3

1

(6 + y)dy =

[
6y +

y2

2

]2
1

= 16

2��	�



∫
�
AB

−→
F d
r =

∫
AC

−→
F d
r +

∫
CB

−→
F d
r =

41

2
.

�	!��
� "�"�,� ����� V = Δ1 × Δ2 × Δ3 ⊆ R
2� ���� Δ1� Δ2 �
	 Δ3

�	
����
�
 ��� R� 6
���$�
 �	
����
�	�� �
��� ��� R3&

−→
F (x, y, z) = F1(x, y, z)
i+ F2(x, y, z)
j + F3(x, y, z), (x, y, z) ∈ V,

���� �	 F1� F2 �
	 F3 
��
	 ���
�
��� �
�
�����	�
� �� ���� x, y, z �
	 �	

�
�	��� �
������	
∂F1

∂y
,
∂F2

∂x
,
∂F2

∂z
,
∂F3

∂y
,
∂F3

∂x
,
∂F1

∂z

��
	 ���
�
�� ��� V �

!� 
�	�
��$�	� ���������
 ���
−→
F 
��
	 
�
#������ ��� ������ ��������%

��� ��� V � 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 (x, y, z) ∈ V &

∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
,
∂F2

∂z
=
∂F3

∂y
,
∂F3

∂x
=
∂F1

∂z
. )6�=*
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1:: �������� �

0���2	��
� "�"�#� E� ���%	� �	� ��� �� 	���������� �������(�� β ′&	�%��

��� %������������ �	%���

−→
F 	���� ��	'������ ��� �� %���� �������(��
 ����

�	��� � V = (0,∞)3$ ���

−→
F (x, y, z) =

(
z

x2y
− z

x2 + z2

)

i+

z

xy2

j +

(
x

x2 + z2
− 1

xy

)

k.

����7 !��	� �� ���%	�'���	 ��� �������������� �� ������	
 )6�=*C

∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
,
∂F2

∂z
=
∂F3

∂y
,
∂F3

∂x
=
∂F1

∂z

��� ��
 ������
�	
 ��

−→
F :

F1(x, y, z) =
z

x2y
− z

x2 + z2
, F2(x, y, z) =

z

xy2
, F3(x, y, z) =

x

x2 + z2
− 1

xy
.

B�������	$ ��������C

∂F1

∂y
=

∂

∂y

(
z

x2y
− z

x2 + z2

)
=

∂

∂y

(
z

x2y

)
=

z

x2
∂

∂y

(
1

y

)
= − z

x2y2

∂F2

∂x
=

∂

∂x

(
z

xy2

)
=

z

y2
∂

∂x

(
1

x

)
= − z

x2y2
=
∂F1

∂y

∂F2

∂z
=

∂

∂z

(
z

xy2

)
=

1

xy2

∂F3

∂y
=

∂

∂y

(
x

x2 + z2
− 1

xy

)
=

∂

∂y

(
− 1

xy

)
=

1

xy2
=
∂F2

∂z

∂F3

∂x
=

∂

∂x

(
x

x2 + z2
− 1

xy

)
=

∂

∂x

(
x

x2 + z2

)
− ∂

∂x

(
1

xy

)
=

z2 − x2

(x2 + z2)2
+

1

x2y

∂F1

∂z
=

∂

∂z

(
z

x2y
− z

x2 + z2

)
=

∂

∂z

(
z

x2y

)
− ∂

∂z

(
z

x2 + z2

)
=

=
1

x2y
+

z2 − x2

(x2 + z2)2
=
∂F3

∂x
.
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-�. � )� ��"�

������
�����+ ��������	�+�

"�(��� B�	��	 �� ���� lim
t→t0


r(t) ��� ��� �����(�� 
r ′(t) ���
 �������	
 �	���&

�
�	�
C

)�* 
r(t) = 2 cos t
2

i+ 2 sin t

2

j − tan t

4

k$ t0 = π

)+* 
r(t) = 2 ln t
i+ sin t
t

j − 2t
k$ t0 = 1�

)�* 
r(t) = cos 2t
i+ tan t
j − sin t
2

k$ t0 =

π
3
�

"�(��� E� ���%	� �	� limt→t0 
r(t) = 
a$ ���	 limt→t0 |
r(t)| = |
a|�
"�(��� E� ���%	� �	� ��� ��� 
r(t) = (et + e−t)
i+ (et − 2e−t)
j + (et + 3e−t)
k
�� �	� 
r(t)× 
r ′′(t) = 
0�

"�(�$� E� ���%	� �	� ��� 
r(t) = e2t
a+e−2t
b$ ���� 
a ��� 
b ����	�� %���������
�� �	� 
r(t)× 
r ′′(t) = 
0�

"�(�"� E� ���%	� �	� ��� �� ��� ���	 t ∈ (a, b) �� %������� 
r(t) 	���� ���	��

��� %������� 
b 	= 
0 ��� limt→t0 
r(t) = 
a 	= 
0 ��� t0 ∈ [a, b]$ ���	 
a⊥
b�
"�(�(� E� ���%	� �	� ��� �� 
r(t) = 
a ��� ���	 t ∈ [a, b]$ ���	 
r ′(t) = 
0

"�(��� B�	��	 ��
 �	����
 �����
���
 �(� ��������	(� ����
� �	��+���
�C

)�* F (x, y) = x5 sin(2y + 3)− y2 ln x

)+* F (x, y) = ey sin x+ x2 cos y + x2 + x3

)�* F (x, y, z) = ey sin x+ x2 cos y + x2 + x3 sin z

)%* F (x, y, z) = x5 + y4 + sin z

"�(�,� B�	��	 ��
 �	����
 �����
���
 �(� ��������	(� ����
� �	��+���
�
��� ���	�� M0C

)�* F (x, y) = x5 sin(2y + π
3
)− y2 ln x$ M0 = (1, 0)�

)+* F (x, y) = ey sin x+ x2 cos y + x2 + x3$ M0 = (0, 0)�

)�* F (x, y, z) = ey sin x+ x2 cos y + x2 + x3 sin z$ M0 = (0, 0, π)�
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1:= �������� �

%� ������ ��+ ��
'���+�

"�(�#� E� ����	� � �����	����� ��������� ��� ������ ��� Oxy&	����%�� �	
������ (x0, y0) ��� ������ R�

"�(��8� E� ���%	� �	� ��� � %����������� ���������


r(t) =
a

2

(
t+

1

t

)

i+

b

2

(
t− 1

t

)

j, t ∈ [1,∞),

	���� �����	����� ��������� ��� ���%�� ��
 ��	�+���
 x2

a2
− y2

b2
= 1$ x ≥ a$

y ≥ 0�

"�(���� E� ���%	� �	� ��� � %����������� ���������


r(t) = et cos t
i+ et sin t
j + 2t
k

	���� �����	����� ��������� �	��
 �������
 � ����� 	���� ��������� ��

	�����	��
 �	 	'��(��C x2 + y2 − ez = 0.

"�(���� E� ����	� � �����	����� ��������� ��� �� +�	�	� �� ����
 ��
 ���&

����
 �	 �����	�����
 	'��
�	�
C

{
x = et cos t

y = et sin t, t ∈ [0, b]
.

����� ;�� r1(t) = et cos t ��� r2(t) = et sin t$ � �����	����� ��������� ��

�������
 	����


r(t) = r1(t)
i+ r2(t)
j = et cos t
i+ et sin t
j, t ∈ [0, b].

;�� A = (r1(0), r2(0)) ��� B = (r1(b), r2(b))$ � ���	

�(
�

AB) =

∫ b

0

|
r ′
(t)|dt =

∫ b

0

√
[r′1(t)]2 + [r′2(t)]2dt =

=

∫ b

0

√
[et cos t− et sin t]2 + [et sin t+ et cos t]2 dt =

=

∫ b

0

√
2e2t(cos2 t+ sin2 t) dt =

∫ b

0

√
2etdt =

√
2eb −

√
2.

"�(���� E� ����	� � �����	����� ��������� ��� �� +�	�	� �� ����
 ��
 ���&

����
 �	 �����	�����
 	'��
�	�
C

{
x = r(t− sin t)

y = r(1− cos t), t ∈ [0, 2π], r > 0.
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"�(��$� E� +�	�	� �� ����
 ��'�� ��
 �������



r(t) = et cos t
i+ et sin t
j + et
k, t ∈ (−∞,∞)

�	��'� �(� ���	�(� ����
 ��
 �	 �� 	���	%� z = 1 ��� z = 2�

0���
	�����+ '�������	�+ ��
'��!��

"�(��"� E� ���%	� �	� ��� ��� ���	 �������� %������� Δ �(� ���������
�
�����
� �	 ���� a ��� b$ �	 a < b ���� 	� 	����	��� ������ ���������� φ
��� ��	�����>	� �� Δ �	 ��� ��� �� %���������C (0, 1)$ [0, 1)$ [0, 1]$ (0, 1]�
)@��%	�'�C φ(t) = t−a

b−a
�*

"�(��(� E� ���%	� �	� ��� φ : (−∞,∞) → (0, 1) �	 φ(t) = 1
2
+ arctan t

π
	����

	����	��� ������ �����������

"�(���� E� +�	�	� � �����	����� ��������� ��
 �������
 γ ��� ���>	��� ���
%������� [0, 1] �� ��� �����	����� ��������� ��
 γ 	���� �


r(t) = cos t
i+ sin t
j + (1− cos t− sin t)
k, t ∈ [0, 2π]

"�(��,� E� ���%	� �	� ��� � ������ ���������� t = arctan θ$ 	���� 	����	���
��� �� ����	� � �����	����� ��������� ��� ������


r(t) = a cos t
i+ a sin t
j + 3
k, t ∈
[
0,
π

4

]
�	 �����	��� θ�

&'���
'���� �������!
��� α′>	/2��+�

"�(��#� E� ������������ �� 	���������� �������
����C

)�*

∫
γ

yzds$ ��� γC 
r(t) = (t, 3t, 2t)$ t ∈ [0, 3]�

)+*

∫
γ

(x2 + y2 + z)ds$ ��� γC 
r(t) = (4 cos t, 4 sin t, 3t)$ t ∈ [1, 4]�

)�*

∫
γ

xyz ds$ ��� γC 
r(t) = (cos t, sin t,
√
3)$ t ∈ [0, π

2
]�
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18. �������� �

"�(��8� E� +�	���� �� ����	������	
 ��� ������� +����
 ��
 �������



r(t) = et cos t
i + et sin t
j + et
k$ t ∈ [a, 0]$ �� �� ��������� �	 ���	 ���	��
(x, y, z) ������� �	 1$ %���%� p(x, y, z) = 1�

"�(���� E� +�	�	� � ��>� ��� �������
 �	 �����	�����
 	'��
�	�
 x = cos t$
y = sin t$ t ∈ [0, π] �� �� ��������� ��� ��� ���	�� (x, y) 	���� y�

"�(���� E� +�	�	� � ��>� ��� �������
 �	 ��������� p =
√
2y ��� �����	�����

	'��(�� 
r(t) = (t, t
2

2
, t

3

3
)$ t ∈ [0, 1].

"�(���� E� +�	�	� �� 	�+�%�� ��� ��� 
����
 K ���	��� ��� Oxy&	���	%�
�	��'� ��
 �������
 γ : 2x+ 3y = 6, x ∈ [0, 6] ��� Oxy&	����%�� ��� ��� ��

�������
 z = x+

√
y$ (x, y) ∈ γ�

&'���
'���� �������!
��� β ′>	/2��+�

"�(��$� A?��( V = (−1,∞)× (−∞,∞)� E� ���������	� ��

∫
γ

−→
F d
r$ ����

−→
F (x, y) = (y + ln(x+ 1))
i+ (x+ 1− ey)
j, (x, y) ∈ V

���� �����
 ���
 �������
 ��� V �	 ���� A = (0, 0) ��� B = (1, 2)�

E� ������������ �� 	���������� �������
����C

"�(��"�

∫
γ

−→
F d
r$ ����

−→
F (x, y) = (2xy, x2) ��� γ : 
r(t) = (t, t2)$ t ∈ [0, 1]

���� ���	������ �	�(��
 ��
 �	��+����
 t�

"�(��(�

∫
γ

−→
F d
r$ ����

−→
F (x, y) = y
i + x
j ��� γ : 
r(t) = (a cos t, b sin t)$

t ∈ [0, π
2
]$ ��� �� A = (a, 0) �(
 B = (0, b)�

"�(����

∫
AB

(x2 − y2)dx + xydy$ ���� AB 	���� 	��������� ����� �	 ����

A = (1, 1) ��� B = (3, 4)



�
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��
�	
�

��

�������� �

)�������$�
 ���������
�


� ������ ��� ��������� �������
����


∫ b

a

f(x)dx ���
 ���������
 f ���

%������� [a, b] 	����	��� �	 %�� �	���������
C �� %������� [a, b] �� 	���� ����&
���� ��� � ��� �������(�� ��������� f �� 	���� �������� ��� [a, b]�

2�� 9	������ ���� �� �	���	�����	 ��� ������ ��� �������
����
 �	 ��
�������	
 ��������	�
 ��� �	 ��������	�
 �������	
 �	 �� ��������
%����������

.�� /�+�)����+� �,�),!�2���� I �����"

%���
 + (����� A?��( ��� � ��������� f : [a,∞) → R 	���� �������
����
��� %������� [a, b] ��� ���	 b ∈ (a,∞)�

!� lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx ∈ R$ ���	 ���>���	

∫ ∞

a

f(x)dx = lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx

��� ���	 ��� �� �	���	��	�� �������(��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

!� �� ���� lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx 	���� −∞ � ∞ � %	� ���� 	�$ ���	 ���	 ��� ��

�	���	��	�� �������(��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

181
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%���
 + (����� A?��( ��� � ��������� f : (−∞, b] → R 	���� �������
����
��� %������� [a, b] ��� ���	 a ∈ (−∞, b)�

!� lim
a→−∞

∫ b

a

f(x)dx ∈ R$ ���	 ���>���	

∫ b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x)dx

��� ���	 ��� �� �	���	��	�� �������(��

∫ b

−∞
f(x)dx �������	��

!� �� ���� lim
a→−∞

∫ b

a

f(x)dx 	���� −∞ � ∞ � %	� ���� 	�$ ���	 ���	 ��� ��

�	���	��	�� �������(��

∫ b

−∞
f(x)dx �������	��

�� �	���	����� �������
���� �(� ����
�

∫ ∞

a

f(x)dx ���

∫ b

−∞
f(x)dx

��������� �
�	�
����
 ������� �
�
 7�� 
������

0���2	/�
��� (�����

1�

∫ ∞

0

dx

1 + x2
= lim

b→∞

∫ b

0

dx

1 + x2
= lim

b→∞

(
arctan x

∣∣b
0

)
=

= lim
b→∞

(arctan b− arctan 0) = π
2
,

-�

∫ ∞

0

sin xdx = lim
b→∞

∫ b

0

sin xdx = lim
b→∞

[
− cos x

∣∣b
0

]
= lim

b→∞
[− cos b+ cos 0]�

�� �	�	����� ���� %	� ���� 	�� A!��$ �� �	���	����� �������(��

∫ ∞

0

sin xdx

�������	��

4�

∫ −1

−∞
exdx = lim

a→−∞

(
ex
∣∣∣−1

a

)
= lim

a→−∞
[
e−1 − ea

]
= e−1

/�

∫ 1

−∞
e−kx2

xdx
k �=0
= lim

a→−∞

(
−e

−kx2

2k

∣∣∣1
a

)
= lim

a→−∞

[
−e

−k

2k
+
e−ka2

2k

]
=

=

⎧⎨
⎩−∞, �� k < 0,

− 1

2kek
, �� k > 0.
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(���� &���
��� ��� ��'�� �
� Newton-Leibniz

A?��( ��� � ��������� f : [a,∞) → R 	���� �������
���� ��� [a, b] ���
���	 b ∈ (a,∞)� !� � ��������� F 	���� ��������� ��
 f ��� [a,∞)$ ���	∫ ∞

a

f(x)dx = lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx = lim
b→∞

[
F (b)− F (a)

]
= lim

b→∞
F (b)− F (a)

	����� lim
b→∞

F (b) ∈ R$ %�����	���� �� �	���	����� �������(��

∫ ∞

a

f(x)dx

�������	�� 2��+���>����
 lim
x→∞

F (x) = F (∞) ��������	

∫ ∞

a

f(x)dx = F (x)
∣∣∞
a
= F (∞)− F (a)

A�����$ �� � ��������� f : (−∞, b] → R 	���� �������
���� ��� [a, b] ���
���	 a ∈ (−∞, b) ��� � ��������� F 	���� ��������� ��
 f ��� (−∞, b]$ ���	∫ b

−∞
f(x)dx = F (b)− lim

a→−∞
F (a)

	����� �� ���� lim
a→−∞

F (a) ∈ R$ %�����	���� �� �	���	����� �������(��∫ b

−∞
f(x)dx �������	�� 2��+���>����
 lim

x→−∞
F (x) = F (−∞) ��������	

∫ b

−∞
f(x)dx = F (x)

∣∣b
−∞= F (b)− F (−∞)

0���2	/�
��� (���$�

1�

∫ ∞

0

2xdx

ex
= −2e−x(x+ 1)

∣∣∣∞
0
= lim

x→∞
[−2e−x(x+ 1)]− [−2e−0(0 + 1)] =

= −2 lim
x→∞

x+ 1

ex
+ 2 = −2 lim

x→∞
1

ex
+ 2 = 2.

-�

∫ ∞

a

c dx = cx
∣∣∣∞
a
= lim

x→∞
cx− ca =

⎧⎪⎨
⎪⎩
0, �� c = 0

∞, �� c > 0

−∞, �� c < 0.
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4�

∫ ∞

a

dx

xp
$ a > 0$ �������	� ⇐⇒ p > 1�

��������$ %���������	 %�� �	����
�	�
C

p = 1 =⇒
∞∫
a

dx

x
= ln x

∣∣∞
a
= lim

x→∞
ln x− ln a = ∞�

p 	= 1 =⇒
∫ ∞

a

dx

xp
=

x1−p

1− p

∣∣∞
a
= lim

x→∞

[
x1−p

1− p

]
− a1−p

1− p
=

=

⎧⎨
⎩
∞, �� p < 1
a1−p

p− 1
, �� p > 1.

/�

∫ ∞

a

rxdx$ r ∈ (0,∞) \ {1}$ �������	� ⇐⇒ 0 < r < 1�

��������$∫ ∞

a

rxdx =
rx

ln r

∣∣∣∞
a
= lim

x→∞
rx

ln r
− ra

ln r
=

⎧⎨
⎩− ra

ln r
, �� 0 < r < 1

∞ , �� r > 1.

.�# ���%�!��" 3�+�)����+�+ �,�),!���0��+

Iου �����"

2��� ��������� ���� �� %�����
����	 ��
 �%�����	
 �(� �	���	����(�

�������(���(� ��
 �����


∫ ∞

a

f(x)dx�

!�����	
 �%�����	
 � ��� ��� �� �������
���� ��
 �����


∫ a

−∞
f(x)dx�

2��
 ������	�
 ��� ���������� �� f ��� g 	���� ��������	�
 �������
���	

��� %������� [a, b] ��� ���	 b > a�

(����� !� ���������


∫ ∞

a

f(x)dx �������
	 
� �
	 ����� 
� �� ���������
∫ ∞

b

f(x)dx �������
	 �	
 ��"
 b > a�
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��	������ 
� ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������
	� � 
��
	 ∞� � 
��
	 −∞� ���


∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ ∞

b

f(x)dx.

�' 2	�3�� ;�� ���	 b, b′ ∈ (a,∞) �� �	�C

∫ b′

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b′

b

f(x)dx

A!��$

lim
b′→∞

∫ b′

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+ lim
b′→∞

∫ b′

b

f(x)dx,

��J ���� �������	� � ��������
�

(����� �� ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������
	� ���
 ��

∫ ∞

a

cf(x)dx �������
	 �	
 ��"


c ∈ R� 
�	����� ∫ ∞

a

cf(x)dx = c

∫ ∞

a

f(x)dx

�' 2	�3��∫ ∞

a

cf(x)dx = lim
b→∞

∫ b

a

cf(x)dx = lim
b→∞

c

∫ b

a

f(x)dx = c

∫ ∞

a

f(x)dx.

�

(����� �� �
 ������� �
�


∫ ∞

a

f(x)dx �
	

∫ ∞

a

g(x)dx ����������� ���
 �
	

�� ���������


∫ ∞

a

[f(x) + g(x)]dx �������
	� 
�	�����

∫ ∞

a

[f(x) + g(x)]dx =

∫ ∞

a

f(x)dx+

∫ ∞

a

g(x)dx.

�' 2	�3�� A����� �	 ��� ���%	�'� ��
 ��������	��
 �������
�
�
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(���$� �� �� ���������


∫ ∞

a

f(x)dx �������
	 �
	 �� ���������


∫ ∞

a

g(x)dx


������
	� ���
 �� ���������


∫ ∞

a

[f(x) + g(x)]dx 
������
	�

�' 2	�3�� !
 ���������	 ��� �����	�� ��

∫ ∞

a

[f(x) + g(x)]dx �������	��

?�	�%� g(x) = [f(x)+g(x)]−f(x)$ ��� ��
 ������	�
 :�-�-&:�-�4 �������	�
��� ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������	�$ ��� 	���� ������

�

(���"� �� ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������
	� ���
 lim
b→∞

∫ ∞

b

f(x)dx = 0�

�' 2	�3�� A? ���	

∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ ∞

b

f(x)dx.

5�����	

∫ ∞

a

f(x)dx = I$ ���	

∫ ∞

b

f(x)dx = I −
∫ b

a

f(x)dx$ ���	�



lim
b→∞

∫ ∞

b

f(x)dx =I − lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx =

=I −
∫ ∞

a

f(x)dx = I − I = 0.

�

0���2	/�
��� (���(�

1�

∫ ∞

1

x+
√
x

x3
dx =

∫ ∞

1

dx

x2
+

∫ ∞

1

dx√
x5

?�	�%� �� ������ ��� �� �������
����

∫ ∞

1

dx

x2
���

∫ ∞

1

dx√
x5

�������	�$

�� �� ��� �������(�� �������	��

-�

∫ ∞

1

ex + e−x

2
dx =

∫ ∞

1

ex

2
dx+

∫ ∞

1

e−x

2
dx =

1

2

∫ ∞

1

exdx+
1

2

∫ ∞

1

e−xdx

?�	�%� ��

∫ ∞

1

exdx �������	� ��� ��

∫ ∞

1

e−xdx �������	�$ �� �� ���

�������(�� �������	��
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4� ;�� �� ���������

f(x) =

{
cosx, �� x ∈ [0, π

2
)

1

x2
, �� x ∈ [π

2
,∞).

� ���	

∫ ∞

0

f(x)dx =

∫ π
2

0

cosxdx+

∫ ∞

π
2

dx

x2
= sin x

∣∣∣π2
0
+

(
−1

x

) ∣∣∣∞
π
2

= 1 +
2

π
.

.�& ��������  '3),� !" ���

∫ ∞

a

f(x)dx %��+ ! f(x) ≥ 0

3�� )0:� x ∈ [a,∞)

(���� ;���� ��� ������/� ���.���

(����� ����� ��	 f(x) ≥ 0 �	
 ��"
 x ∈ [a,∞)�

!��
 ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������
	 
� �
	 ����� 
� �����
	 M > 0 ����	�  ��


�	
 ��"
 b ∈ (a,∞) 	��$
	

∫ b

a

f(x)dx ≤M.

�' 2	�3�� !� f(x) ≥ 0 ��� ���	 x ∈ [a,∞)$ ���	 � ���������

Φ(b) =

∫ b

a

f(x)dx

	���� �� �������� ��� ��'���� ��� [a,∞)�

�� �������(��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	� �� ��� ����� �� lim
b→∞

Φ(b) ∈ R�

?�	�%� � Φ 	���� �� �������� ��� ��'���� ��� [a,∞)$ ����� ��� ��������
������� ��� �� � 	� �������� ���� ���� b→ ∞ 	���� �� ���� 	� M > 0 
��	

� Φ(b) ≤ M ��� ���	 b ∈ (a,∞)$ %���%� �� �� �	�

∫ b

a

f(x)dx ≤ M ��� ���	

b ∈ (a,∞)�
�
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(���� :������� ��������+

(����� ����� 0 ≤ f(x) ≤ g(x) �	
 ��"
 x ∈ [a,∞)�

(i) �� ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������
	� ���
 ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������
	�

(ii) �� ��

∫ ∞

a

f(x)dx 
������
	� ���
 ��

∫ ∞

a

g(x)dx 
������
	�

�' 2	�3�� (i) A?��( ��� b > a� ?�	�%� �� f ��� g 	���� �������
���	
 ���
[a, b] ��� f(x) ≤ g(x) ��� [a, b]$ �� �	�

∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

?�	�%� g(x) ≥ 0 ��� ���	 x ∈ [a,∞) ��� ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������	�$ ���

��� ����� ��� �������� ������� ��������
 :�4�1 ���	���	��� ��� ���� 	�

M > 0 ������ 
��	 ��� ���	 b ∈ (a,∞) �� �� �	�

∫ b

a

g(x)dx ≤ M.

2��	�

$

∫ b

a

f(x)dx ≤ M ��� ���	 b ∈ (a,∞)� A!��$ ��

∫ ∞

a

f(x)dx

�������	��

(ii) !� ���������	 ��� ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������	�$ ���	 ��

∫ ∞

a

f(x)dx ����&

���	� ��� ��� (i)$ ��� 	���� ����� �
�

0���2	/�
��� (�����

1� �� ��������	�
 f(x) =
1

1 + x10
��� g(x) =

1

x10
	���� �� ��������
 ���

%������� [1,∞)�

?�	�%�
1

1 + x10
≤ 1

x10
��� �� �������(��

∫ ∞

1

dx

x10
�������	�$ ��� ��

�������� ��������
 �� �������(��

∫ ∞

1

dx

1 + x10
�������	��
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-� �� ��������	�
 f(x) =
1√
x
��� g(x) =

1√
x− 1

	���� �� ��������
 ���

%������� [2,∞)�

?�	�%�
1√
x− 1

>
1√
x
��� �� �������(��

∫ ∞

2

dx√
x
�������	�$ ��� ��

�������� ��������
 �� �������(��

∫ ∞

2

dx√
x− 1

�������	��

(���� :������� ��� ��/��

(���$� ����� ��	 �	 ���
����
	� f �
	 g 
��
	 "
�	��� ��� �	�����
 [a,∞)�

(i) �� lim
x→∞

f(x)

g(x)
= L ∈ R \ {0}� ���
 � �
	 �
 ��� ������� �
�


∫ ∞

a

f(x)dx

�
	

∫ ∞

a

g(x)dx ����������� � �
	 �
 ��� 
����������

(ii) �� lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 0 �
	 ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������
	� ���
 ��

∫ ∞

a

f(x)dx

�������
	�

(iii) �� lim
x→∞

f(x)

g(x)
= ∞ �
	 ��

∫ ∞

a

g(x)dx 
������
	� ���
 ��

∫ ∞

a

f(x)dx


������
	�

�' 2	�3��

)i* ?�	�%� �� ��������	�
 f ��� g 	���� �	����
$ lim
x→∞

f(x)

g(x)
= L > 0�

?�����(
 ��� ε = L
2
���� 	� a′ > a ������ 
��	 ��� ���	 x ≥ a′ ��

�� �	� ∣∣∣f(x)
g(x)

− L
∣∣∣ < ε =

L

2

A!��$
L

2
<
f(x)

g(x)
<

3L

2
.

�����������>����
 �	 g(x) > 0 �� ���� ��
 �	�	�����
 � ���
 ��������	

L

2
g(x) < f(x) <

3L

2
g(x) ):�1*



�
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��
��
��
�	
�

��

1=. �������� 


!� ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������	�$ ���	 ��

∫ ∞

a′

3L

2
g(x)dx �������	��

!�� ��
 ��������	
 ):�1* ��� ��� �� �������� ��������
 ��

∫ ∞

a′
f(x)dx

�������	�� A!��$ ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

A����� ���%	����	��� ��� �� ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	�$ ���	 ��

∫ ∞

a

g(x)dx

�������	��

(ii) !� lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 0$ ���	 ���� 	� a′ > a ������ 
��	 �� �� �	�

f(x)

g(x)
< 1 ��� ���	 x ∈ [a′,∞).

�����������>����
 ��� �� %�� ���� ��
 �	�	�����
 ���������
 �	 g(x) >
0$ ��������	 f(x) < g(x) ��� [a′,∞)�

?�	�%� ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������	�$ ��

∫ ∞

a′
g(x)dx �������	��

?�	�%� f(x) < g(x) ��� [a′,∞)$ ��

∫ ∞

a′
f(x)dx �������	� ��� �� ��������

��������
�

A!��$ ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

(iii) !� lim
x→∞

f(x)

g(x)
= ∞$ ���	 ���� 	� a′ > a ������ 
��	 �� �� �	�

f(x)

g(x)
> 1 ��� ���	 x ∈ [a′,∞).

?�	�%� g(x) > 0$ ��� ��� �	�	����� ��������� ���	���	��� ��� f(x) >
g(x) ��� [a′,∞)�

!� ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������	�$ ���	 ��

∫ ∞

a′
g(x)dx �������	��

?�	�%� f(x) > g(x) ��� [a′,∞)$ ��

∫ ∞

a′
f(x)dx �������	� ��� �� ��������

��������
� A!��$ ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��



�
��
��
��
��
�	
�

��

 ���������� ������
���
� 1=1

�

0���2	/�
��� (���"�

1�

∫ ∞

a

dx

(x+m)p
$ a > −m$ �������	� �� ��� ����� �� p > 1�

��������$ �� ��������	�
 f(x) =
1

(x+m)p
��� g(x) =

1

xp
	���� �	����


��� [a,∞) ��� lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
xp

(x+m)p
= 1.

A?��( δ ���
 �	����
 ������
 �	�����	��
 ��� a� ���	∫ ∞

a

dx

(x+m)p
�������	� ⇐⇒

∫ ∞

δ

dx

(x+m)p
�������	� ⇐⇒

∫ ∞

δ

dx

xp
�������	� ⇐⇒ p > 1�

-�

∫ ∞

1

dx√
x3 + 1

�������	��

��������$ �� ��������	�
 f(x) =
1√

x3 + 1
��� g(x) =

1√
x3

	���� �	����


��� [1,∞) ���

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

√
x3√

x3 + 1
= lim

x→∞
1√

1 + 1
x3

= 1

?�	�%� �� �������(��

∫ ∞

1

g(x) =

∫ ∞

1

dx

x
3
2

�������	�$ ��� �� ��������

��� ����� �� �� ��� �������(�� �������	��

4�

∫ ∞

0

xdx√
x4 + 1

�������	��

��������$ �� ��������	�
 f(x) =
x√
x4 + 1

��� g(x) =
1

x
	���� �	����


��� [1,∞) ��� lim
x→∞

f(x)

g(x)
=

x2√
x4 + 1

= lim
x→∞

1√
1 +

1

x4

= 1. ?�	�%� ��



�
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��
�	
�

��

1=- �������� 


�������(��

∫ ∞

1

g(x)dx =

∫ ∞

1

dx

x
�������	�$ ��� �� �������� ��� �����

��

∫ ∞

1

f(x)dx �������	�� A!��$ ��

∫ ∞

0

f(x)dx �������	��

/�

∫ ∞

0

e−x2

dx �������	��

��������$ �� ��������	�
 f(x) = e−x2
��� g(x) =

1

x2
	���� �	����
 ���

[1,∞) ���

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
x2

ex2 = 0

?�	�%� ��

∫ ∞

1

g(x) =

∫ ∞

1

dx

x2
�������	�$ ��� �� �������� ��� ����� ��∫ ∞

1

e−x2

dx �������	�� ?�����(
 ��

∫ ∞

0

e−x2

dx �������	��

6�

∫ ∞

1

ln xdx√
x+ 1

�������	��

��������$ �� ��������	�
 f(x) =
ln x√
x+ 1

��� g(x) =
1√
x+ 1

	����

�	����
 ��� [1,∞) ��� lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
ln x = ∞.

?�	�%� ��

∫ ∞

1

dx√
x+ 1

�������	�$ ��� �� �������� ��� ����� �� �� ���

�������(�� �������	��

(���$ 0���
��
�� ��������

(���(� ����� ��	 P (x) �
	 Q(x) 
��
	 ���� ���
 .
"��$ p �
	 q 
������	�

�
	 Q(x) 	= 0 �	
 ��"
 x ≥ a > 0� !��
 	��$
	 � 	�����
��


∞∫
a

P (x)

Q(x)
dx �������
	 ⇐⇒ q − p ≥ 2



�
��
��
��
��
�	
�

��

 ���������� ������
���
� 1=4

�' 2	�3�� ?�	�%� �� P (x) � 	� �� ���� p ����������
 ��>	
$ �� ������

f(x) =
P (x)

Q(x)
%�����	� �� ������� �	 ������ %������� [a′,∞)$ ���� a < a′ ���

a′ > 0�

A?��( ��� f(x) ≥ 0 ��� [a′,∞)� ;�� g(x) =
1

xq−p
� ���	

lim
x→∞

f(x)

g(x)
=

(αpx
p + αp−1x

p−1 + ... + α0)x
q−p

βqxq + βq−1xq−1 + ... + β0
=
αp

βq
∈ R \ {0}�

!�� �� �������� ��� ����� ��

∫ ∞

a

P (x)

Q(x)
dx �������	� �� ��� ����� �� ��∫ ∞

a′

dx

xq−p
�������	�$ %���%� ��� q − p ≥ 2�

A?��( ��� f(x) ≤ 0 ��� [a′,∞)� ��

∫ ∞

a

P (x)

Q(x)
dx �������	� �� ��� �����

�������	� �� �������(��

∫ ∞

a

−P (x)
Q(x)

dx )��� ����� −P (x) 	���� ����
����

+����� p ���
−P (x)
Q(x)

≥ 0*$ %���%� ��� q − p ≥ 2�

�

0���2	/�
��� (�����

1�

∞∫
2

x5 + 2x+ 1

x4 + 1
dx �������	�$ 	�	�%� q − p = 4− 5 < 2�

-�

∞∫
2

x3 + 2x+ 1

x7 + 1
dx �������	�$ 	�	�%� q − p = 7− 3 ≥ 2�

(���" :������� ��� � ���

(���,� �� � ��������� f : [a,∞) → R 
��
	 ���
���� "
�	�� �
	 �����
	
r ∈ (0, 1) �	
 �� �����

f(x+ 1)

f(x)
< r, ∀x ∈ [a,∞) ):�-*

���
 �� �
�	�
����� ���������


∫ ∞

a

f(x)dx �������
	�



�
��
��
��
��
�	
�

��

1=/ �������� 


�' 2	�3�� !�� ��� ):�-* ��	��� ��� ��� ���	 ������ ������ n �� �	�

f(x+ n) < rnf(x), ∀x ∈ [a,∞). ):�4*

?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� [a,∞)$ � f 	���� ���	 �
 ��� [a, a+1] ⊆ [a,∞)�
?�����(
 � f � 	� ������� ������� ��� [a, a+ 1]� A?��( ξ ∈ [a, a+ 1] ��� ��
����� max(f, [a, a+ 1]) = f(ξ)�

;�� ���	 ������ ������ n ≥ 1 � ���	

x ∈ [a + n, a+ n+ 1] =⇒ x− n ∈ [a, a+ 1] =⇒ f(x− n) ≤ f(ξ) ):�/*

!�� ��
 � ��	�
 ):�4* ��� ):�/* ��� ���	 ������ ������ n ≥ 0 ��������	

x ∈ [a + n, a+ n + 1] =⇒ f(x) < rnf(x− n) ≤ rnf(ξ) ):�6*

A!��$ ∫ a+n+1

a+n

f(x)dx ≤
∫ a+n+1

a+n

rnf(ξ)dx = rnf(ξ) ):�:*

?�	�%� 0 < r < 1$ ��� ��� ):�:* �������	� ���

∫ a+n+1

a

f(x)dx ≤ f(ξ) (1 + r + ...+ rn) ≤ f(ξ)

∞∑
n=0

rn =
f(ξ)

1− r

A?��( b ∈ [a,∞)� ���	 b ∈ [a, a+ n+ 1] ��� ������ ������ ������ n� ����	∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ a+n+1

a

f(x) ≤ f(ξ)

1− r
.

!�� ��� ����� ��� �������� ������� ):�4�1* ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

�

(���#� �� � ��������� f : [a,∞) → R 
��
	 ���
���� "
�	�� �
	

lim
x→∞

f(x+ 1)

f(x)
= L < 1, ):�8*

���
 �� �
�	�
����� ���������


∫ ∞

a

f(x)dx �������
	�
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�

��

 ���������� ������
���
� 1=6

�' 2	�3�� A?��( r ∈ (L, 1)� ���	 r − L > 0� !�� ��� ):�8* ���� 	�
δ ∈ (a,∞) ������ 
��	∣∣∣∣f(x+ 1)

f(x)
− L

∣∣∣∣ < r − L, ∀x ∈ [δ,∞)

2��	�


f(x+ 1)

f(x)
< r, ∀x ∈ [δ,∞). !�� ��� ������� ):�4�=* ��

∫ ∞

δ

f(x)dx

�������	�� A!��$ �������	� ��

∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ δ

a

f(x)dx+

∫ ∞

δ

f(x)dx.

�

0���2	��
� (����8� �� �������(��

∫ ∞

2

dx

(x+ 1)2x
�������	�$ 	�	�%� �

��������� f(x) =
1

(x+ 1)2x
	���� ���	 �
 ��� �	���� ��� %������� [2,∞) ���

lim
x→∞

f(x+ 1)

f(x)
= lim

x→∞
(x+ 1)2x

(x+ 2)2x+1
=

1

2
< 1.

(���( :������� ��+ �/<�+

(������ ����� ��	 � ��������� f : [a,∞) → R 
��
	 "
�	�� �
	 ������� �	��
��� �	�����
 [a, b] �	
 ��"
 b ∈ [a,∞)�

�� �����
	 r ∈ (0, 1) �	
 �� �����

[f(x)]
1
x < r, ∀x ∈ [a,∞), ):�=*

���
 �� �
�	�
����� ���������


∫ ∞

a

f(x)dx �������
	�

�' 2	�3�� !�� ��� ):�=* ��	��� ���

f(x) < rx, ∀x ∈ [a,∞). ):�<*

�� �������(��

∫ ∞

a

rxdx ��� 0 < r < 1 �������	� )����%	���� :�1�/)/* *�

2��	�

$ ��� �� �������� ��������
$ ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

�



�
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�	
�

��

1=: �������� 


(������ ����� ��	 � ��������� f : [a,∞) → R 
��
	 "
�	�� �
	 ������� �	��
��� �	�����
 [a, b] �	
 ��"
 b ∈ [a,∞)� ��

lim
x→∞

[f(x)]
1
x = L < 1, ):�1.*

���
 �� �
�	�
����� ���������


∫ ∞

a

f(x)dx �������
	�

�' 2	�3�� A?��( r ∈ (L, 1)� ���	 r − L > 0� !�� ��� ):�1.* ���� 	�
δ ∈ (a,∞) ������ 
��	

∣∣∣[f(x)] 1x − L
∣∣∣ < r − L, ∀x ∈ [δ,∞)

2��	�

 [f(x)]
1
x < r, ∀x ∈ [δ,∞), ���� 0 < r < 1�

!�� ��� ������� ):�4�11* �� �������(��

∫ ∞

δ

f(x)dx �������	�� A!��$ ��

�������(��

∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ δ

a

f(x)dx+

∫ ∞

δ

f(x)dx �������	��

�

0���2	��
� (������ �� �������(��

∫ ∞

2

dx

xx
�������	�$ 	�	�%� � ���������

f(x) =
1

xx
	���� ���	 �
 ��� �	���� ��� %������� [2,∞) ���

lim
x→∞

[f(x)]
1
x = lim

x→∞
1

x
= 0 < 1.

-�
	/
�� (����$� !� f(x) ≤ 0 ��� [a,∞)$ ���	 −f(x) ≥ 0 ��� [a,∞)�

����	 ��� �	���	����� �������(��

∫ ∞

a

(−f(x)) dx �������	 �� 	���������	
�� �������� ��������
 �(� �	���	����(� �������(���(� �(� �� �������
�
��������	(��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	� ⇐⇒
∫ ∞

a

(−f(x)) dx �������	�
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�

��

 ���������� ������
���
� 1=8

.�( /�+�)0 )�������  '3),� !" �,�),!���0��+

Iου �����"

2��� ��������� ���� �� %�����
����	 �� �������� ��������
 �(�

�	���	����(� �������(���(� ��
 �����


∫ ∞

a

f(x)dx�

9��	 �������
�� ��
 �����


∫ a

−∞
f(x)dx �	������	��� �	 �������(��

��
 �����


∫ ∞

a

f(x)dx ��� ��� ����

∫ a

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

−a

f(−x)dx

��������$∫ a

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫ a

t

f(x)dx = lim
t→−∞

[−
∫ −a

−t

f(−x)dx] =

= lim
t→−∞

∫ −t

−a

f(−x)dx = lim
−t→∞

∫ −t

−a

f(−x)dx =

∫ ∞

−a

f(−x)dx.

2��� ��������� ���� �� ��������	�
 f ��� g �	(������� �������
���	
 ���
[a, b] ��� ���	 b ∈ (a,∞)�

;���� ��� ������/� ���.����

(�$��� !� ���������


∫ ∞

a

f(x)dx ������
	 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 ε > 0

�����
	 b > a ����	�  ��
 �	
 ���	
�����
 b1, b2 > b 	��$
	&
∣∣∣∫ b2

b1

f(x)dx
∣∣∣ < ε.

�' 2	�3�� 5�����	 Φ(t) =

∫ t

a

f(x)dx$ t ∈ [a,∞]�

��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	� �� ��� ����� �� lim
t→∞

Φ(t) ∈ R$ %���%� ���� ���

���	 ε > 0 �� ���� 	� b > a ������ 
��	 ��� �����%����	 b1, b2 > b �� �� �	�C∣∣∣Φ(b2)− Φ(b1)
∣∣∣ < ε.
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�	
�

��

1== �������� 


��������$ ��� ��� ����	�� ��� ���	 ε > 0 �� ���� 	� b > a ������ 
��	 ���
�����%����	 b1, b2 > b �� �� �	�C

∣∣Φ(b2)− Φ(b1)
∣∣ = ∣∣∣∫ b2

a

f(x)dx−
∫ b1

a

f(x)dx
∣∣∣ =

=
∣∣∣∫ a

b1

f(x)dx+

∫ b2

a

f(x)dx+
∣∣∣ = ∣∣∣∫ b2

b1

f(x)dx
∣∣∣ < ε. �

�' ���� ���������

(�$��� �� �� ���������


∫ ∞

a

|f(x)|dx �������
	� ���
 �
	 �� ���������
∫ ∞

a

f(x)dx �������
	�

�' 2	�3�� A?��( ε > 0� ?�	�%� ��

∫ ∞

a

|f(x)|dx �������	�$ ���� 	� b > a

������ 
��	 ��� �����%����	 b1, b2 > b �� �	�C∫ b2

b1

|f(x)|dx =
∣∣∣∫ b2

b1

|f(x)|dx
∣∣∣ < ε

!�� ��
 �%�����	
 �(� �������(� �������
���(� � ���	

∣∣∣∫ b2

b1

f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ b2

b1

|f(x)|dx

A!��$ �� �������(��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

�

0���2	��
� (�$��� 5� %	�'���	 ��� ��

∫ ∞

1

sin xdx

x2
�������	��

;�� ���	 x ∈ [1,∞) �� �	�
∣∣∣sin x
x2

∣∣∣ ≤ 1

x2
� ?�	�%� ��

∫ ∞

1

1

x2
�������	�$

��� �� �������� ��������
 ���	���	��� ��� ��

∫ ∞

1

∣∣∣sin x
x2

∣∣∣dx �������	�� A!��

�� �� ��� �������(��

∫ ∞

1

sin x

x2
dx �������	� ��������



�
��
��
��
��
�	
�

��

 ���������� ������
���
� 1=<

%���
 + (�$�$� !� �� �	���	����� �������(��

∫ ∞

a

|f(x)|dx �������	�$

���	 ���	 ��� �� �	���	����� �������(��

∫ ∞

a

f(x)dx ��������� ��������

!� �� �	���	����� �������(��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	� ��� �� �	���	�����

�������(��

∫ ∞

a

|f(x)|dx �������	�$ ���	 ���	 ��� �� �	���	����� �������(��∫ ∞

a

f(x)dx ��������� ��� ��������

:������� �' �����+

0� ���� (�$�"� �� lim
x→∞

f(x) = L 	= 0� ���
 ��

∫ ∞

a

f(x)dx 
������
	�

�' 2	�3�� !� lim
x→∞

f(x)dx = L > 0$ ���	 ��� ε = L
2
> 0 ���� 	� δ > a

������ 
��	 ��� ���	 x > δ �� �� �	�C |f(x)− L| < ε = L
2
.

?�����(
 ��� ���	 x > δ � ���	C 0 < L
2
= L− L

2
< f(x).

?�	�%� L 	= 0$ ��

∫ ∞

δ

L

2
dx �������	�$ ��� )��� �� �������� ��������
* ���

��

∫ ∞

δ

f(x)dx �������	�� 2��	�

 ��� ��

∫ ∞

α

f(x)dx �������	��

!� L < 0$ ���	 lim
x→∞

[−f(x)]dx = −L > 0� ?�����(
$ ��(
 ���%	�'��	

�������($ ��

∫ ∞

α

[−f(x)]dx �������	�� 2��	�

 ��� ��
∫ ∞

α

f(x)dx �������	��

�

0 ���
� (�$�(� �� ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������
	 �
	 lim
x→∞

f(x) = L ∈ R� ���


L = 0�

0� ���� (�$��� �� lim
x→∞

f(x) = ∞� ���
 ��

∫ ∞

a

f(x)dx 
������
	�

�' 2	�3�� !� lim
x→∞

f(x) = ∞$ ���	 ���� 	� δ > a ������ 
��	 ��� ���	

x > δ �� 	���� f(x) > 1� ?�	�%� ��

∫ ∞

δ

1 dx �������	�$ ��

∫ ∞

δ

f(x)dx

�������	� )��� �� �������� ��������
*� 2��	�

 ��� ��

∫ ∞

a

f(x)dx �������	��

�



�
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�	
�

��

1<. �������� 


0���2	/�
��� (�$�,�

1� �� �������(��

∫ ∞

1

x sin
1

x
dx �������	� 	�	�%�

lim
x→∞

(
x sin

1

x

)
= lim

x→∞

(
sin 1

x
1
x

)
= 1 	= 0

-� �� �������(��

∫ ∞

a

ln xdx$ a > 0$ �������	� 	�	�%� lim
x→∞

ln x = ∞�

.�- 
,�),!�2���� �!" �����"

∫ ∞

a

f(x)g(x)dx

�	!��
� (�"��� ����� ��	
(i) � ���
����
	� f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b] �	
 ��"
 b > a�

(ii) � ��������� Φ(b) =

∫ b

a

f(x)dx� b ∈ [a,∞) 
��
	 '�
������

(iii) � g 
��
	 '"�����
 ��� �	�����
 [a,∞) �
	 lim
x→∞

g(x) = 0�

!��
 �� ���������


∫ ∞

a

f(x)g(x)dx �������
	�

�' 2	�3�� A?��( ε > 0� !�� ��� ������� (ii) ��� �	(������
 ��� ��� ��
5	
���� /�14�/ ��
 ����
 ����
 ��� �� �������
���� �������	� ��� ��� ���	
���%������� [b1, b2] ��� [a,∞) ���� 	� ξ ∈ [b1, b2] ������ 
��	∫ b2

b1

f(x)g(x)dx = g(b1)

∫ ξ

b1

f(x)dx+ g(b2)

∫ b2

ξ

f(x)dx ):�11*

!�� ��� ������� (i) ��� �	(������
 �������	� ���
∣∣∫ b

a

f(x)dx
∣∣ < K ���

���	 b ∈ [a,∞)� A!��$

∣∣∣∫ ξ

b1

f(x)dx
∣∣∣ = ∣∣∣∫ a

b1

f(x)dx+

∫ ξ

a

f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫ a

b1

f(x)dx
∣∣∣+∣∣∣∫ ξ

a

f(x)dx
∣∣∣ < 2K

A����� ���%	����	��� ���
∣∣∣∫ b2

ξ

f(x)dx
∣∣∣ < 2K�



�
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�	
�

��

 ���������� ������
���
� 1<1

?�	�%� lim
x→∞

g(x) = 0$ ���� 	� b0 > a 
��	 ��� ���	 b > b0 �� 	����

g(b) <
ε

4K
� !�� ��� ):�11* ��� b2 > b1 > b0 � ���	C

∣∣∣∫ b2

b1

f(x)g(x)dx
∣∣∣ ≤ ∣∣∣g(b1)∣∣∣∣∣∣∫ ξ

b1

f(x)dx
∣∣∣ + ∣∣∣g(b2)∣∣∣∣∣∣∫ b2

ξ

f(x)dx
∣∣∣ <

<
ε

4K
· 2K +

ε

4K
· 2K = ε

�

0 ���
� (�"��� �� � g 
��
	 '"�����
 ��� [a,∞) �
	 lim
x→∞

g(x) = 0� ���


�	
 ��"
 k 	= 0 �
 ������� �
�
∫ ∞

a

g(x) sin kxdx �
	

∫ ∞

a

g(x) cos kxdx ����������

�' 2	�3�� 2���(�� �	 �� ��������	�� �	
���� ���	� �� %	�'���	 ��� 	����

�������	
 �� ��������	�
 Φ1(b) =

∫ b

a

sin kxdx ��� Φ2(b) =

∫ b

a

cos kxdx.

��������$ Φ2(b) =
sin kx

k

∣∣∣b
a
=

sin kb

k
− sin ka

k
�

A!��$ |Φ2(b)| =
∣∣∣sin kb

k
− sin ka

k

∣∣∣ ≤ ∣∣∣sin kb
k

∣∣∣+ ∣∣∣sin ka|k|
∣∣∣ ≤ 2

|k| �

A�����$ |Φ1(b)| ≤ 2

|k| �
�

0���2	/�
��� (�"���

1� ;�� ���	 a > 0$ r > 0 ��� k 	= 0 �� �������
����∫ ∞

a

sin kxdx

xr
,

∫ ∞

a

cos kxdx

xr
����������.

-� �� �������(��

∫ ∞

e

cosx

ln x
dx �������	� ��� �� ������� :�6�-$ 	�	�%� �

��������� g(x) =
1

ln x
	���� �������� ��� [e,∞) ��� lim

x→∞
g(x) = 0�

2��	�

 �� �� ��� �������(�� �������	��



�
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�	
�

��
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0 ���
� (�"�$� ����� ��	 � g 
��
	 '"�����
 ��� [a,∞) �
	 lim
x→∞

g(x) = 0�

!��
 �	
 ��"
 k 	= 0

(i)

∫ ∞

a

|g(x) sin kx|dx �������
	 ⇐⇒
∫ ∞

a

g(x)dx �������
	

(ii)

∫ ∞

a

|g(x) cos kx|dx �������
	 ⇐⇒
∫ ∞

a

g(x)dx �������
	

�' 2	�3��

(i) � g 	���� �������� ��� [a,∞) ��� lim
x→∞

g(x) = 0$ ��� g(x) ≥ 0 ��� [a,∞)�

!�

∫ ∞

a

g(x)dx �������	�$ ���	 ��

∫ ∞

a

|g(x) sin kx|dx �������	� ��� ��

�������� ��������
$ ���� |g(x) sin kx| ≤ |g(x)| = g(x).

!��������(
$ ���( ��� ��

∫ ∞

a

|g(x) sin kx|dx �������	��

!�� ��� ���� 1 = cos 2kx+ 2 sin2 kx$ ��������	

∫ ∞

a

g(x)dx =

∫ ∞

a

g(x) cos 2kxdx+ 2

∫ ∞

a

g(x) sin2 kxdx

��

∫ ∞

a

g(x) cos 2kx �������	� ��� �� ������� :�6�-� ��

∫ ∞

a

g(x) sin2 kxdx

�������	� ��� �� �������� ��������
$ ����

g(x) sin2 kx = |g(x) sin2 kx| ≤ |g(x) sin kx|.

2��	�

 ��

∫ ∞

a

g(x)dx �������	��

(ii) !��%	����	��� ������

�
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 ���������� ������
���
� 1<4

0���2	/�
��� (�"�"� E� �	�	���	� �� �� �	���	����� �������
���� ���&
������� ������� � ���������� ��� ��������

1�

∫ ∞

2

sin xdx

x ln x

� g(x) =
1

x ln x
	���� �������� ��� %������� [2,∞) ��� lim

x→∞
g(x) = 0�

∫ ∞

2

dx

x ln x
=

∫ ∞

2

d ln x

ln x
= ln ln x

∣∣∣∞
2
= lim

x→∞
ln ln x− ln ln 2 = ∞�

!��� ��

∫ ∞

2

g(x)dx �������	�$ �� �� ��� �������(�� �������	� ���

��������

-�

∫ ∞

1

cosxdx√
x

� g(x) =
1√
x
	���� �������� ��� %������� [1,∞) ��� lim

x→∞
g(x) = 0�

!��� ��

∫ ∞

1

1√
x
dx �������	�$ �� �� ��� �������(�� �������	� ���

��������

4�

∫ ∞

0

cosxdx

ex

� g(x) =
1

ex
	���� �������� ��� %������� [0,∞) ��� lim

x→∞
g(x) = 0�

!��� ��

∫ ∞

0

g(x) =

∫ ∞

0

dx

ex
= − 1

ex

∣∣∣∞
0
= 1 �������	�$ �� �� ��� ����&

���(�� �������	� ��������
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.�. /�+�)����+� �,�),!�2���� II �����"

%���
 + (�(��� A?��( ��� � ��������� f : [a, b) → R 	���� �������
����

��� %������� [a, t] ��� ���	 t ∈ (a, b)� !� lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx ∈ R$ ���	 ���>���	

∫ b−

a

f(x)dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx

��� ���	 ��� �� �	���	��	�� �������(��

∫ b−

a

f(x)dx �������	��

!� �� ���� lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx 	���� −∞ � ∞ � %	� ���� 	�$ ���	 ���	 ��� ��

�	���	��	�� �������(��

∫ b−

a

f(x)dx �������	��

A?��( ��� � ��������� f : (a, b] → R 	���� �������
���� ��� %�������
[t, b] ��� ���	 t ∈ (a, b)�

!� lim
t→a+

∫ b

t

f(x)dx ∈ R$ ���	 ���>���	

∫ b

a+
f(x)dx = lim

t→a+

∫ b

t

f(x)dx

��� ���	 ��� �� �	���	��	�� �������(��

∫ b

a+
f(x)dx �������	��

!� �� ���� lim
t→a+

∫ b

t

f(x)dx 	���� −∞ � ∞ � %	� ���� 	�$ ���	 ���	 ��� ��

�	���	��	�� �������(��

∫ b

a+
f(x)dx �������	��

�� �	���	����� �������
���� �(� ����
�

∫ b−

a

f(x)dx ���

∫ b

a+
f(x)dx

��������� �
�	�
����
 ������� �
�
 77�� 
������
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 ���������� ������
���
� 1<6

0���2	/�
��� (�(���

1�

∫ 7

2+

dx

(x− 2)4
= lim

t→2+

∫ 7

t

dx

(x− 2)4
= lim

t→2+

⎡
⎣− 1

3(x− 2)3

∣∣∣∣∣
7

t

⎤
⎦ =

= −1

3
lim
t→2+

[
1

(5)3
− 1

(t− 2)3

]
= ∞�

A!��$ �� �������(�� �������	��

-�

∫ 7

2+

dx
4
√
x− 2

= lim
t→2+

∫ 7

t

dx
4
√
x− 2

= lim
t→2+

⎡
⎣(x− 2)

3
4

3
4

∣∣∣∣∣
7

t

⎤
⎦ =

=
4

3
lim
t→2+

[
4
√
53 − 4

√
(t− 2)3

]
=

4
4
√
53

3
�

4�

∫ 7−

2

dx
4
√
7− x

= lim
t→7−

∫ t

2

dx
4
√
7− x

= lim
t→7−

[
(7− x)

3
4

3
4

∣∣∣∣∣
t

2

]
=

=
4

3
lim
t→7−

[
4
√
(7− t)3 − 4

√
53
]
= −4

4
√
53

3
�

(�(�� &���
��� ��� ��'�� �
� Newton-Leibniz

!� � ��������� f : [a, b) → R ��� ���	 t ∈ (a, b) 	���� �������
���� ���
%������� [a, t] ��� � ��������� F 	���� ��� ��������� ��
 f ��� [a, b)$ ���	∫ b−

a

f(x)dx = lim
t→b−

F (t)− F (a)

	����� lim
t→b−

F (t) ∈ R� 2��+���>����
 lim
x→b−

F (x) = F (b−) ��������	∫ b−

a

f(x)dx = F (b−)− F (a) = F (x)
∣∣b−
a

!� lim
x→b−

F (x) 	���� −∞ � ∞ � %	� ���� 	�$ ���	 ��
∫ b−

a
f(x)dx �������	��

!� � ��������� f : (a, b] → R ��� ���	 t ∈ (a, b) 	���� �������
���� ���
%������� [t, b] ��� � ��������� F 	���� ��� ��������� ��
 f ��� (a, b]$ ���	∫ b

a+
f(x)dx = F (b)− lim

t→a+
F (t)



�
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�

��
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	����� �� ���� lim
t→a+

F (t) ∈ R� 2��+���>����
 lim
x→a+

F (x) = F (a+) ��������	∫ b

a+
f(x)dx = F (x)

∣∣b
a+
= F (b)− F (a+)

!� lim
t→a+

F (t) 	���� −∞ � ∞ � %	� ���� 	�$ ���	 ��
∫ b

a+
f(x)dx �������	��

0���2	/�
��� (�(���

1�

∫ b

a+

dx

(x− a)p
$ b > a$ �������	� ⇐⇒ p < 1

��������$ %���������	 %�� �	����
�	�
C

p 	= 1 =⇒
∫ b

a+

dx

(x− a)p
=

(x− a)1−p

1− p

∣∣∣b
a+
=

(b− a)1−p

1− p
+ lim

x→a+

[
(x− a)1−p

p− 1

]
=

=

{
∞, �� p > 1
(b−a)1−p

1−p
, �� p < 1.

p = 1 =⇒
b∫
a+

dx

(x− a)p
= ln(x− a)

∣∣b
a+
= ln(b− a)− lim

x→a+
ln(x− a) = ∞�

A����� ���%	����	��� ���C

-�

∫ b−

a

dx

(b− x)p
$ b > a$ �������	� ⇐⇒ p < 1

4�

∫ b

0+

dx

xp
$ b > 0 �������	� ⇐⇒ p < 1

0��������� (�(�$� !� � ��������� f 	���� �������
���� ��� [a, b]$ ���	

�� ��������	�
 Φ(t) =

∫ t

a

f(x)dx ��� Ψ(t) =

∫ b

t

f(x)dx 	���� ���	 	�
 ���

[a, b]$ ��� ∫ b

a

f(x)dx = Φ(b) = lim
t→b−

Φ(t) = lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx∫ b

a

f(x)dx = Ψ(a) = lim
t→a+

Ψ(t) = lim
t→a+

∫ b

t

f(x)dx

7���%� ��� ��� ������ ��� �������
����
 II 	�%��
 ��������	 	�	��� ���
������� ��� ��� �� �������� �������
���� �� �	� ���� ��� ����

�
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 ���������� ������
���
� 1<8

.�1 ���%�!��" 3�+�)����+�+ �,�),!���0��+

IIου �����"

�� ������	�
 ��� ���������� 	����>��� ��
 �%�����	
 �(� �������(���(�

��
 �����


∫ b

a+
f(x)dx� �� ���%	�'	�
 ���
� 	���� ����	
 �	 ��
 ���%	�'	�
 �(�

�������� (� �%�����(� �(� �	���	����(� �������(���(� I�� 	�%��
�

!�����	
 �%�����	
 � ��� �� �������
���� ��
 �����


∫ b−

a

f(x)dx�

2��
 ������	�
 ��� ���������� �� ��������	�
 f ��� g 	���� �������
���	

��� [c, b] ��� ���	 c ∈ (a, b)�

(����� !� ���������


∫ b

a+
f(x)dx �������
	 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"


c ∈ (a, b) �� ���������


∫ c

a+
f(x)dx �������
	

��	������ 
�

∫ b

a+
f(x)dx �������
	� � 
��
	 ∞� � 
��
	 −∞� ���


∫ b

a+
f(x)dx =

∫ c

a+
f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx.

(����� �� ��

∫ b

a+
f(x)dx �������
	� ���
 ��

∫ b

a+
cf(x)dx �������
	 �	
 ��"


c ∈ R� 
�	����� ∫ b

a+
cf(x)dx = c

∫ b

a+
f(x)dx

(����� �� �
 ������� �
�


∫ b

a+
f(x)dx �
	

∫ b

a+
g(x)dx ����������� ���
 �
	

�� ���������


∫ b

a+
[f(x) + g(x)]dx �������
	� 
�	�����

∫ b

a+
[f(x) + g(x)]dx =

∫ b

a+
f(x)dx+

∫ b

a+
g(x)dx

(���$� �� ��
 
�� �
 ������� �
�


∫ b

a+
f(x)dx�

∫ b

a+
g(x)dx �������
	 �
	 ��

���� 
������
	� ���
 �� ���������


∫ b

a+
[f(x) + g(x)]dx 
������
	�



�
��
��
��
��
�	
�

��

1<= �������� 


.�5 ��������  '3),� !" �,�),!���0��+

IIου �����"

2��� ��������� ���� �� %�����
����	 �� �������� ��������
 �(� �������(&

���(� ��
 �����


∫ b

a+
f(x)dx$ ���� a < b�

�� ���%	�'	�
 �(� �������(� ���
� 	���� ����	
 �	 ��
 ���%	�'	�
 �(�
�������� (� �������(� ��������
 �(� �������(���(� I�� 	�%��
�

!������ �������� �� ���� ��� ��� �� �������
���� ��
 �����


∫ b−

a

f(x)dx�

A!��(��	 �� �������(��

∫ b−

a

f(x)dx �	����	�	��� �	 �������(�� ��


�����


∫ b

a+
f(x)dx ��� ��� ����C

∫ b−

a

f(x)dx =

∫ −a

−b+
f(−x)dx

��������$∫ b−

a

f(x)dx = lim
t→b−

∫ t

a

f(x)dx = lim
t→b−

[
−
∫ −t

−a

f(−x)dx
]
=

= lim
t→b−

∫ −a

−t

f(−x)dx = lim
−t→−b+

∫ −a

−t

f(−x)dx =

∫ −a

−b+
f(−x)dx

(�,�� ;���� ��� ������/� ���.����

(�,��� !� ���������


∫ b

a+
f(x)dx ������
	 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 ε > 0

�����
	 δ > 0 ����	�  ��
 �	
 ��"
 b1, b2 ∈ (a, a+ δ) 	��$
	∣∣∣∫ b2

b1

f(x)dx
∣∣∣ < ε

(�,�� �' ���� ��������

(�,��� �� �� ���������


∫ b

a+
|f(x)|dx �������
	� ���
 �� ���������


∫ b

a+
f(x)dx

�������
	�



�
��
��
��
��
�	
�

��

 ���������� ������
���
� 1<<

%���
 + (�,��� !� �� �	���	����� �������(��

∫ b

a+
|f(x)|dx �������	�$

���	 ���	 ��� �� �	���	����� �������(��

∫ b

a+
f(x)dx ��������� ��������

!� �� �	���	����� �������(��

∫ b

a+
f(x)dx �������	� ��� �� �	���	�����

�������(��

∫ b

a+
|f(x)|dx �������	�$ ���	 ���	 ��� �� �	���	����� �������(��∫ b

a+
|f(x)|dx ��������� ��� ��������

.�8 ��������  �3),� !" ���

∫ b

a+
f(x)dx %��+ f(x) ≥ 0

3�� )0:� x ∈ (a, b]

2��
 ������	�
 ��� ���������� �� ��������	�
 f ��� g 	���� �������
���	

��� [c, b] ��� ���	 c ∈ (a, b)�

(�#�� ;���� ��� ������/� ���.����

(�#��� �� f(x) ≥ 0 �	
 ��"
 x ∈ (a, b]� ���
 ��

∫ b

a+
f(x)dx �������
	 
� �
	

����� 
� �����
	 M > 0 ����	�  ��


∫ b

t

f(x)dx ≤M �	
 ��"
 t ∈ (a, b)�

(�#�� :������� ��������+

(�#��� �� 0 ≤ f(x) ≤ g(x) �	
 ��"
 x ∈ (a, b] �
	 ��

∫ b

a+
g(x)dx �������
	�

���
 �
	 ��

∫ b

a+
f(x)dx �������
	�



�
��
��
��
��
�	
�

��

-.. �������� 


(�#�� :������� ��� ��/��

(�#��� ����� ��	 �	 ���
����
	� f �
	 g "
�	��� ��� �	�����
 (a, b]�

(i)�� lim
x→a+

f(x)

g(x)
= L ∈ R\{0}� ���
 �
 ������� �
�


∫ b

a+
f(x)dx�

∫ b

a+
g(x)dx

� �
	 �
 �$� ����������� � �
	 �
 �$� 
����������

(ii) �� lim
x→a+

f(x)

g(x)
= 0 �
	 ��

∫ b

a+
g(x)dx �������
	� ���
 ��

∫ b

a+
f(x)dx

�������
	�

(iii) �� lim
x→a+

f(x)

g(x)
= ∞ �
	 ��

∫ b

a+
g(x)dx 
������
	� ���
 ��

∫ b

a+
f(x)dx


������
	�

�	!��
� (�#�$� �� � ��������� f : (a, b] → R 
��
	 '�
����� �
	 �	
 ��"

c ∈ (a, b) � f 
��
	 ������� �	�� ��� [c, b]� ���
 �� �
�	�
����� ���������
∫ b

a+
f(x)dx �������
	 
�����
�

�' 2	�3�� ?�	�%� � f 	���� ��������$ ���� 	� M ∈ (0,∞) ��� �� �����
|f(x)| ≤M ��� ���	 x ∈ (a, b]� A��(
∫ b

a+
Mdx =Mx

∣∣b
a+
=Mb − lim

x→a+
Mx =M(b− a).

?�	�%� �� �	���	����� �������(��

∫ b

a+
Mdx �������	�$ ��� �� �������� �����&

���
 :�<�- ���	���	��� ��� �� �	���	����� �������(��

∫ b

a+
|f(x)|dx �������	��

A!��$ �	���	����� �������(��

∫ b

a+
f(x)dx �������	� ��������

�
A����� ���%	����	��� �� �������( 5	
�����

�	!��
� (�#�"� �� � ��������� f : [a, b) → R 
��
	 '�
����� �
	 �	
 ��"

c ∈ (a, b) � f 
��
	 ������� �	�� ��� [a, c]� ���
 �� �
�	�
����� ���������
∫ b−

a

f(x)dx �������
	 
�����
�



�
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��
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�
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 ���������� ������
���
� -.1

0���2	/�
��� (�#�(� E� �	�	������ (
 ���
 �� �������� �� �������
&
����C

1�

∫ 1

0+

cosxdx√
x

� f(x) =
cosx√
x

	���� �	���� ��� ���	 �
 ��� (0, 1] ���
cos x√
x

<
1√
x
�

?�	�%� �� �	���	����� �������(��

∫ 1

0+

dx√
x
�������	�$ ��� �� ��������

��������
 �� �� ��� �������(�� �������	��

-�

∫ 3

2+

(x2 + 1)dx

x2 − 4

� f(x) =
x2 + 1

x2 − 4
	���� �	���� ��� ���	 �
 ��� (2, 3]�

;�� g(x) =
1

x− 2
+�������	 lim

x→2+

f(x)

g(x)
= lim

x→2+

x2 + 1

x+ 2
=

5

4
�

A��(
 ��

∫ 3

2

g(x)dx =

∫ 3

2

dx

x− 2
�������	�� 2���(�� �	 �� �������� ���

�����$ �� �� ��� �������(�� �������	��

4�

∫ 1

0

sin xdx√
x3

� f(x) =
sin x√
x3

	���� �	���� ��� ���	 �
 ��� (0, 1] ���

lim
x→0+

sin x√
x3

= lim
x→0+

[
sin x

x
· 1√

x

]
= ∞�

;�� g(x) =
1√
x
+�������	 lim

x→0+

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

sin x

x
= 1�

A��(
 ��

∫ 1

0

g(x)dx =

∫ 1

0

dx√
x
�������	�� 2���(�� �	 �� �������� ���

�����$ �� �� ��� �������(�� �������	��



�
��
��
��
��
�	
�

��

-.- �������� 


/�

∫ 1

0

ln xdx√
x

� f(x) =
ln x√
x

≤ 0 ��� ���	 x ∈ (0, 1] ��� lim
x→0+

ln x√
x

= −∞�

;�� g(x) =
1

4
√
x3

� ���	 ��� lim
x→0+

|f(x)|
g(x)

= − lim
x→0+

x
1
4 ln x = 0 ���

��

∫ 1

0+
g(x)dx =

∫ 1

0+

dx
4
√
x3

�������	�� !�� �� �������� ��� ����� ��∫ 1

0+
|f(x)|dx �������	�� A!��$ �� �� ��� �������(�� �������	� ��������

6�

∫ 3

2

ln xdx

(3− x)q

�� ��������	�
 f(x) =
ln x

(3− x)q
��� g(x) =

1

(3− x)q
	���� �	����
 ���

���	 	�
 ��� [2, 3)� ?����
 lim
x→3−

f(x)

g(x)
= lim

x→3−
ln x = ln 3�

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� �� �� ��� �������(�� �������	� ��

��� ����� �� ��

∫ 3

2

g(x)dx =

∫ 3

2

dx

(3− x)q
�������	�$ %���%� ��� q < 1�

:�

∫ 1

0+

sin

x
dx

� f(x) =
sin

x
	���� ���	 �
 ��� (0, 1]� ?����
 lim

x→0+

sin

x
= 1� A!��$ �

f 	���� �������� ��� (0, 1]� !�� �� 5	
���� :�<�/ ���	���	��� ��� ��

�	���	����� �������(��

∫ 1

0+

sin x

x
dx �������	� �������$ ��� �������	��

8�

∫ 1

0+
sin

1

x
dx

� f(x) = sin
1

x
	���� ���	 �
 ��� (0, 1]� ?����
 ��� ���	 x ∈ (0, 1]

�� �	�C |f(x) =
∣∣∣∣sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ 1� !�� �� 5	
���� :�<�/ ���	���	��� ��� ��

�	���	����� �������(��

∫ 1

0+
sin

1

x
dx �������	� �������$ ��� �������	��
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�

��

 ���������� ������
���
� -.4

.��9 
,�),����� �$% a ��" b

A?��( ��� a ∈ R ∪ {−∞}$ b ∈ R ∪ {∞} ��� a < c1 < c2 < ... < cn < b.
!
 ���������	 ��� ��� ��������� f 	���� �������
���� �	 ���	 %�������

[a′, b′] ⊂ (a, b) \ {c1, c2, ..., cn}� ?��������	 ���	�� c′1, c
′
2, ..., c

′
n+1 ∈ (a, b)$

������ 
��	 c′i < ci < c′i+1 ��� ���>���	∫ b

a

f(x)dx =

∫ c′1

a

+

∫ c1

c′1

+

∫ c′2

c1

+ . . .+

∫ cn

c′n
+

∫ c′n+1

cn

+

∫ b

c′n+1

f(x)dx

	����� �������	� �� ������ ��� �� �	���	����� �������
���� ��� %	'�� ����


��
 �������( �������
$ %�����	���� ���	 ��� ��
b∫
a

f(x)dx �������	��

!� � f 	���� �������� ��� %������� (−∞,∞) ��� �������
���� �	 ���	
���%������� [a, b] ⊂ (−∞,∞)$ ���	∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

0

f(x)dx

	����� �������	� �� ������ ��� �� �������
����
0∫

−∞
f(x)dx ���

∞∫
0

f(x)dx�

!� ��� ��� �� �������
����
0∫

−∞
f(x)dx$

∞∫
0

f(x)dx �������	�$ ���	 ��� ��

∞∫
−∞

f(x)dx �������	��

!� ��� ��������� f 	���� �������� ��� %������� (a, b)$ ���� a, b ∈ R$ ���
�������
���� �	 ���	 ���%������� [a′, b′] ⊂ (a, b)� ���	

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b−

a+
f(x)dx =

∫ c

a+
f(x)dx+

∫ b−

c

f(x)dx, ���� c ∈ (a, b),

	����� �������	� �� ������ ��� �� �������
����
c∫

a+
f(x)dx ���

b−∫
c

f(x)dx� !�

��� ��� �� �������
����
c∫

a+
f(x)dx$

b−∫
c

f(x)dx �������	�$ ���	 �� �	���	�����

�������(��
b∫
a

f(x)dx �������	��
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0���2	/�
��� (��8���

1�

∫ ∞

−∞

dx

(x+ 2)(x− 1)
=

∫ −3

−∞
+

∫ −2−

−3

+

∫ 0

−2+
+

∫ 1−

0

+

∫ 2

1+
+

∫ ∞

2

dx

(x+ 2)(x− 1)

B�������	

∫
dx

(x+ 2)(x− 1)
=

1

3
ln

|x− 1|
|x+ 2|+c� 5�����	 F (x) =

1

3
ln

|x− 1|
|x+ 2| .∫ −3

−∞

dx

(x+ 2)(x− 1)
= F (−3)− lim

x→−∞
F (x) = F (−3).

∫ −2−

−3

dx

(x+ 2)(x− 1)
= lim

x→−2−
F (x) − F (−3) = ∞� A!�� �� �� ���

�������(�� �������	��

-�

∫ ∞

0

dx

xp
=

∫ 1

0+

dx

xp
+

∞∫
1

dx

xp

��

∫ 1

0+

dx

xp
�������	� ��� p ≥ 1 ��� ��

∫ ∞

1

dx

xp
�������	� ��� p ≤ 1$ ���

�� �� ��� �������(�� �������	� ��� ���	 p ∈ R�

4�

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
=

∫ 0

−∞

dx

1 + x2
+

∫ ∞

0

dx

1 + x2∫ ∞

0

dx

1 + x2
= lim

b→∞
(arctan b)− arctan 0 =

π

2
,∫ 0

−∞

dx

1 + x2
= arctan 0− lim

b→−∞
(arctan b) =

π

2
� A!��$

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= π�

/�

∫ ∞

0

sin x

x
dx =

∫ 1

0

sin x

x
dx+

∫ ∞

1

sin x

x
dx

� ��������� f(x) =
sin x

x
	���� ���	 �
 ��� (0, 1] ��� lim

x→0+

sin x

x
= 1.

?�����(
 � f 	���� �������� ��� (0, 1] ��� �������
���� ��� [t, 1] ���

���	 t ∈ (0, 1]� !�� �� 5	
���� ?? ��

∫ 1

0

sin x

x
dx �������	��∫ ∞

1

sin x

x
dx �������	� ����(�� �	 �� ����%	���� :�6�4)1*�

2��	�

 �� �� ��� �������(�� �������	��
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 ���������� ������
���
� -.6

.��� ��+���� ��" >��� )�� /0��� ��� Euler

0� ���� (������ !� ���������
∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx �������
	 
� �
	 ����� 
� p > 0 �
	 q > 0.

�' 2	�3��∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx =

∫ 1
2

0+

(1− x)q−1

x1−p
dx+

∫ 1−

1
2

xp−1

(1− x)1−q
dx�

5� �	�	������	 (
 ���
 �� �������� ��

∫ 1
2

0+

(1− x)q−1

x1−p
dx�

A? ���	 lim
x→0+

(
(1− x)q−1

x1−p

/
1

x1−p

)
= lim

x→0+
(1− x)q−1 = 1 ��� ��

∫ 1
2

0+

dx

x1−p
�������	� ���� ��� 1− p < 1$ %���%� ���� ��� p > 0�

A!��$ ��

∫ 1
2

0+

(1− x)q−1

x1−p
dx �������	� ���� ��� p > 0�

5� �	�	������	 (
 ���
 �� �������� ��

∫ 1−

1
2

xp−1

(1− x)1−q
dx�

A? ���	 lim
x→1−

(
xp−1

(1− x)1−q

/
1

(1− x)1−q

)
= lim

x→1−
xp−1 = 1 ��� ��

∫ 1
2

1−

dx

(1− x)1−q
�������	� ���� ��� 1− q < 1$ %���%� ��� q > 0�

A!�� ��

∫ 1−

1
2

xp−1

(1− x)1−q
dx �������	� ���� ��� q > 0�

!�� �� �������( �� �� ��� �������(�� �������	� �� ��� ����� ��
p > 0 ��� q > 0�

�

%���
 + (������ � ���������

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx, p > 0, q > 0

���	���� B���&��������� ��� Euler�



�
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��
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�	
�

��

-.: �������� 


0� ���� (������ !� ���������
∫ ∞

0

e−xxp−1 dx �������
	 
� �
	 ����� 
� p > 0.

�' 2	�3��

∫ ∞

0

e−xxp−1 dx =

∫ 1

0+

dx

exx1−p
+

∫ ∞

1

dx

exx1−p
.

5� �	�	������	 (
 ���
 �� �������� ��

∫ 1

0+

dx

exx1−p
�

A? ���	 lim
x→0+

(
1

exx1−p

/
1

x1−p

)
= lim

x→0+

1

ex
= 1 ��� ��

∫ 1

0+

dx

x1−p
�������	�

���� ��� 1− p < 1$ %���%� ��� p > 0�

A!��

∫ 1

0+

dx

exx1−p
�������	� ���� ��� p > 0�

5� �	�	������	 (
 ���
 �� �������� ��

∫ ∞

1

dx

exx1−p
�

A?��( n 	= 0 ���
 ������
 ������
 ������
 
��	 1− p+ n > 1�

A? ���	 lim
x→∞

(
1

exx1−p

/
1

x1−p+n

)
= lim

x→∞
xn

ex
= 0 ��� ��

∫ ∞

1

dx

x1−p+n

�������	��

A!�� ��

∫ ∞

1

dx

exx1−p
�������	� ��� ���	 p ∈ R�

!�� �� �������( �� �� ��� �������(�� �������	� �� ��� ����� �� p > 0�

%���
 + (������ � ���������

Γ(p) =

∫ ∞

0

e−xxp−1 dx, p > 0

���	���� ;����&��������� ��� Euler�



�
��
��
��
��
�	
�

��

 ���������� ������
���
� -.8

.��# 
,�),��� ! )��0 $��03�+��" ��+

3�+�)����+�+ �,�),!���0��+

�	!��
� (������ ����� ��	 �	 f, g : [a,∞) → R 
��
	 �
�
�����	�
��
�� f ′ �
	 g′ 
��
	 ���
�
�� ��� [a,∞)� lim

x→∞
f(x)g(x) ∈ R �
	 �� �
�	�
�����

���������


∫ ∞

a

g(x)f ′(x)dx �������
	� ���
∫ ∞

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣∞
a
−
∫ ∞

a

g(x)f ′(x)dx.

�' 2	�3�� ;�� ���	 b ∈ [a,∞) �� �	�C∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

g(x)f ′(x)dx.

?�����(
 lim
b→∞

∫ b

a

f(x)g′(x)dx = lim
b→∞

(
f(x)g(x)

∣∣∣b
a

)
− lim

b→∞

∫ b

a

g(x)f ′(x)dx.

!� lim
x→∞

f(x)g(x) ∈ R ���

∫ ∞

a

g(x)f ′(x)dx �������	�$ ���	∫ ∞

a

f(x)g′(x)dx = lim
b→∞

(
(f(b)g(b)− f(a)g(a)

)
−
∫ ∞

a

g(x)f ′(x)dx =

=f(x)g(x)
∣∣∣∞
a
−
∫ ∞

a

g(x)f ′(x)dx

�
�	!��
� (������ ����� ��	 �	 f, g : (a, b] → R 
��
	 �
�
�����	�
��

�� f ′ �
	 g′ 
��
	 ���
�
�� ��� (a, b]� lim
x→a+

f(x)g(x) ∈ R �
	 ��

∫ b

a+
g(x)f ′(x)dx

�������
	� ���
∫ b

a+
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)

∣∣∣b
a+
−
∫ b

a+
g(x)f ′(x)dx.

�	!��
� (������ ����� ��	 �	 f, g : [a, b) → R 
��
	 �
�
�����	�
��

�� f ′ �
	 g′ 
��
	 ���
�
�� ��� [a, b)� lim
x→b−

f(x)g(x) ∈ R �
	 ��

∫ b−

a

g(x)f ′(x)dx

�������
	� ���
∫ b−

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)
∣∣∣b−
a
−
∫ b−

a

g(x)f ′(x)dx.
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0���2	/�
��� (����$�

1�

∫ ∞

a

sin x

x
dx$ a > 0�

∫ ∞

a

sin x

x
dx =

∫ ∞

a

−1

x
d(cosx) = −cos x

x

∣∣∣∞
a

−
∫ ∞

a

cosx

x2
dx

A? ���	 lim
x→∞

cos x

x
= 0 ∈ R�

5� �	�	������	 (
 ���
 �� �������� ��

∫ ∞

a

cosx

x2
dx�

∣∣∣ cos x
x2

∣∣∣≤ 1

x2
���

∫ ∞

a

dx

x2
�������	� =⇒

∫ ∞

a

∣∣∣ cosx
x2

dx
∣∣∣ �������	� =⇒∫ ∞

a

cosx

x2
dx ������	� =⇒ �� �� ��� �������(�� �������	��

-�

∫ 1

0

ln x

x2 + 1
dx =

∫ 1

0+

ln x

x2 + 1
dx =

∫ 1

0+
ln x d(arctanx) =

= (lnx · arctanx)
∣∣∣1
0+

−
∫ 1

0+

arctanx

x
dx =

= (ln 1 ·arctan 1)− lim
x→0+

(ln x ·arctan x)−
∫ 1

0+

arctanx

x
dx

!�� ��� ������ ��� L’ HospitalC lim
x→0+

(ln x · arctan x) = 0�

5� �	�	������	 (
 ���
 �������� ��

∫ 1

0+

arctan x

x
dx�

?�	�%� � ��������� f(x) =
arctanx

x
	���� ���	 �
 ��� (0, 1] ���

lim
x→0+

(
arctan x

x

)
= lim

x→0+

1

1 + x2
= 1,

��	��� ��� � f 	���� �������� ��� (0, 1]�

A!��$ �� �������(��

∫ 1

0+

arctanx

x
dx �������	��

2��	�

$ �� �� ��� �������(�� �������	��
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.��& 
,�),��� ! �� �,,�3� ����4,!��" ��+

3�+�)����+�+ �,�),!���0��+

�	!��
� (������ ����� ��	 ϕ : [c, d) → [a, b)� d, b ∈ R∪{∞}� 
��
	 �������

$#���
 �
	 
�� ��������� �
	 ϕ′ 
��
	 ���
��� ��� [c, d)� �� f : [a, b) → R


��
	 ���
���� ���
 ∫ b−

a

f(x)dx =

∫ d−

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,


'���� �
 ������� �
�
 ����������� �	
'��
�	�� �
	 �
 �$� ������� �
�


����������

�' 2	�3�� !�� ��� ���� 	�� �(� ϕ ��� f ��	��� ��� � ϕ 	���� �������
����
��� [c, t0] ��� ���	 t0 ∈ [c, d) ��� � f 	���� �������
���� ��� [a, x0] ��� ���	
x0 ∈ [a, b)� 5	(����	 ��
 ��������	�


Φ(t0) =

∫ t0

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt, t0 ∈ [c, d), ��� F (x0) =

∫ x0

a

f(x)dx, x0 ∈ [a, b)

?�	�%� � ϕ : [c, t0] → [a, ϕ(t0] 	���� 	�� ��� ϕ′ 	���� ���	 �
$ ��� ��� ����
������
 �	��+����
 ��� �������� �������(�� � ���	

Φ(t0) =

∫ t0

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =
∫ ϕ(t0)

a

f(x)dx = F (ϕ(t0)), t0 ∈ [c, d).

?�	�%� ϕ : [c, d) → [a, b) 	���� �����(
 ��'���� ��� 	��$ ���	���	��� ���
lim
t→d

ϕ(t) = b� A!��$ lim
t0→d

Φ(t0) = lim
t0→d

F (ϕ(t0)) = lim
x0→b

F (x0)� ����	∫ b−

a

f(x)dx = lim
x0→b

F (x0) = lim
t0→d

Φ(t0) =

∫ d−

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

�
A����� ���%	��������� �� �������( �	(������C

�	!��
� (������ ����� ��	 � ϕ : (c, d] → (a, b]� c, a ∈ R ∪ {−∞}� 
��
	
������� 
$#���
 �
	 
�� ��������� �
	 ϕ′ 
��
	 ���
��� ��� (c, d]�

�� f : (a, b] → R 
��
	 ���
���� ���
∫ b

a+
f(x)dx =

∫ d

c+
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,


'���� �
 ������� �
�
 ����������� �	
'��
�	�� �
	 �
 �$� ������� �
�


����������
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-1. �������� 


�	!��
� (������ ����� ��	 ϕ : [c, d) → (a, b] 
��
	 ������� '"�����

�
	 
�� ��������� �
	 ϕ′ 
��
	 ���
��� ��� [c, d)� ���� d ∈ R ∪ {∞} �
	
a ∈ R ∪ {−∞}� �� f : (a, b] → R 
��
	 ���
���� ���


∫ b

a+
f(x)dx = −

∫ d−

c

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,


'���� �
 ������� �
�
 ����������� �	
'��
�	�� �
	 �
 �$� ������� �
�


����������

�	!��
� (����$� ����� ��	 � ϕ : (c, d] → [a, b) 
��
	 ������� '"�����

�
	 
�� ��������� �
	 ϕ′ 
��
	 ���
��� ��� (c, d]� ���� c ∈ R ∪ {−∞} �
	
b ∈ R ∪ {∞}� �� f : [a, b) → R 
��
	 ���
���� ���


∫ b−

a

f(x)dx = −
∫ d

c+
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt,


'���� �
 ������� �
�
 ����������� �	
'��
�	�� �
	 �
 �$� ������� �
�


����������

0���2	/�
��� (����"�

1�

∫ ∞

0

sin x2dx =
1

2

∫ ∞

0

sin t√
t
dt$ ��� x =

√
t$ t ∈ (0,∞)�

∫ ∞

0

sin t√
t
dt =

∫ 1

0

sin t√
t
dt +

∫ ∞

1

sin t√
t
dt.

?�	�%� � ��������� f(x) = sin t√
t
	���� ���	 �
 ���(0, 1] ���

lim
t→0

sin t√
t

= lim
t→0

(
sin t

t
· √t

)
= 0,

��	��� ��� � f(x) = sin t√
t
	���� �������� ��� (0, 1]� A!��$ �� �������(��∫ 1

0
sin t√

t
dt ��������	�� �� �������(��

∫∞
1

sin t√
t
dt �������	� ��� ��

������� :�6�- 	�	�%� � ��������� sin t√
t
	���� �����	�� ��
 ���������


1√
t
$ � ����� 	���� �������� ��� [1,∞) ��� lim

t→∞
1√
t
= 0$ ��� ��
 sin t�

2��	�

 �� �� ��� �������(�� �������	��
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-�

∫ ∞

0

x sin(ex)dx =

∫ ∞

1

ln t

t
sin tdt$ ��� x = ln t$ t ∈ [1,∞)�

5�����	 g(t) = ln t
t
� ���	 g′(x) = 1−ln t

t2
< 0 ��� t ∈ (e,∞), %���%� � g

	���� �������� ��� (e,∞)� ?����
 lim
t→∞

g(t) = lim
t→∞

ln t
t
= 0�

!�� �� ������� :�6�- ��
∫∞
e

ln t
t
sin tdt ������	�� A!��$ ��� ��

∫∞
1

ln t
t
sin tdt

�������	�� 2��	�

 �� �� ��� �������(�� �������	��

4�

∫ b

a

dx√
(x− a)(b− x)

=

∫ c

a

dx√
(x− a)(b− x)

+

∫ b

c

dx√
(x− a)(b− x)

$

���� c ∈ (a, b)�

5�����	 x = ϕ(t) = a cos2 t+ b sin2 t$ t ∈ (0, π
2
)

���	 dx = 2(b− a) sin t cos tdt ���
√

(x− a)(b− x) = (b− a) sin t cos t

����	

∫ b

a

dx√
(x− a)(b− x)

=

∫ ϕ−1(c)

0

2dt+

∫ π
2

ϕ−1(c)

2dt =

∫ π
2

0

2dt = π

0��������� (����(� f(x) = sin x2 	���� ����%	���� ���������
 � �����
%	� � 	� ���� ���� x→ ∞ ��� ��(
 �� �������(�� ��
 ��� [0,∞) �������	��

0��������� (������ f(x) = x sin(ex) 	���� ����%	���� �� ��������

���������
 ��� [0,∞) �� �������(�� ��
 �����
 ��� [0,∞) �������	��

.��( �������$� ��+ 3�+�)����+�+ �,�),!���0��+

���>���	∫ a+

b

f(x)dx = lim
t→a+

∫ t

b

f(x)dx,

∫ a

b−
f(x)dx = lim

t→b−

∫ a

t

f(x)dx∫ a

∞
f(x)dx = lim

b→∞

∫ a

b

f(x)dx,

∫ −∞

b

f(x)dx = lim
a→−∞

∫ a

b

f(x)dx

���	 ∫ a+

b

f(x)dx = −
∫ b

a+
f(x)dx,

∫ a

b−
f(x)dx = −

∫ b−

a

f(x)dx∫ a

∞
f(x)dx = −

∫ ∞

a

f(x)dx,

∫ −∞

b

f(x)dx = −
∫ b

−∞
f(x)dx



�
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��
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�	
�

��
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�� �	���	����� �������(�� I 	�%��


∫ ∞

a

f(x)dx$ a > 0$ �	������	��� �	

�	���	����� �������(�� II 	�%��
 )� �	 �������� �������(��* �	

������������� x =
1

t
$ t ∈ (0, 1

a
] (
 	'�
C

∫ ∞

a

f(x)dx = lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx = lim
b→∞

[
−
∫ 1

b

1
a

f(1
t
)dt

t2

]
= lim

b→∞

[∫ 1
a

1
b

f(1
t
)dt

t2

]
=

= lim
1
b
→0+

[∫ 1
a

1
b

f(1
t
)dt

t2

]
=

∫ 1
a

0+

f(1
t
)dt

t2

�� �	���	����� �������(�� II 	�%��


∫ b−

a

f(x)dx �	������	��� �	

�	���	����� �������(�� I 	�%��
 �	 ������������� x = b − 1

t
$ t ∈ [ 1

b−a
,∞)

(
 	'�
C

∫ b−

a

f(x)dx = lim
c→b−

∫ c

a

f(x)dx = lim
c→b−

∫ 1
b−c

1
b−a

f(b− 1
t
)dt

t2
=

= lim
1

b−c
→∞

∫ 1
b−c

1
b−a

f(b− 1
t
)dt

t2
=

∫ ∞

1
b−a

f(b− 1
t
)dt

t2

�� �	���	����� �������(�� II 	�%��


∫ b

a+
f(x)dx �	������	��� �	 �	���	�����

�������(�� I 	�%��
 �	 ������������� x = a+
1

t
$ t ∈ [ 1

b−a
,∞) (
 	'�
C

∫ b

a+
f(x)dx = lim

c→a+

∫ b

c

f(x)dx = lim
c→a+

[
−
∫ 1

b−a

1
c−a

f(a+ 1
t
)dt

t2

]
=

= lim
1

c−a
→∞

∫ 1
c−a

1
b−a

f(a+ 1
t
)dt

t2
=

∫ ∞

1
b−a

f(a+ 1
t
)dt

t2
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&���
��� ��� 1������ ��'�� ��� �������
����� �����
���

(��"��� @��������	 �� �������(�� � %	�'�	 ��� �������	��

)�A*

∫ 2

−1

dx

x

)+A*

∫ 3

0

dx

(x− 1)2

)�A*

∫ 1

2

0

dx

x ln2 x
,

)%A*

∫ ∞

a

dx

x ln2 x
$ a > 1,

)	A*

∫ ∞

0

e−kxdx, k > 0,

)��A*

∫ 1

0

dx

x3 − 5x2

)>A*

∫ ∞

0

ekxdx, k > 0,

)�A*

∫ ∞

2

dx

(x2 − 1)2

)�A*

∫ ∞

2
π

1

x2
sin

1

x
dx

)�A*

∫ ∞

0

x ln x

(1 + x2)3
dx

�'�����	�+7 )�A* �������	�$ )+A* �������	�$ )�A* 1
ln 2

$ )%A* 1
lna

$ )	A* 1
k
$ )��A*

�������	�$ )>A* �������	�$ )�A* 1
3
+

1

4
ln 3$ )�A* 1$ )�A* −1

8

(��"��� 7	�'�	 ��� �� a > 0$ ���	
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-1/ �������� 


)�A*

∫ ∞

0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2
$ )+A*

∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2
.

(��"��� @��������	 �� �������
����  ���������
���
 �� ������(�� ���

Poisson

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
C (α′)

∫ ∞

0

e−ax2

dx$ a > 0$ (β ′)
∫ ∞

0

e−x

√
x
dx�

(��"�$� @��������	 �� �������
����  ���������
���
 �� ������(�� ���

Dirichlet

∫ ∞

0

sin x

x
dx =

π

2
C (α′)

∫ ∞

0

sin ax

x
dx, (β ′)

∫ ∞

0

sin ax cos bx

x
dx$

a > b > 0�

:������� ��������+ �������

��
� I�� 	/2��+

(��"�"� E� �	�	������ (
 ���
 �� �������� �� �������
����C

)�A*

∫ ∞

1

e−x ln xdx�

����7 5�����	 f(x) =
ln x

ex
$ g(x) =

1

x2
�

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
x2 ln x

ex
= 0 ���

∫ ∞

1

g(x) =

∫ ∞

1

dx

x2
�������	�$ ��� ��

�� ��� �������(�� �������	��

)+A*

∫ ∞

0

xe−xdx�

����7 5�����	 f(x) = xe−x$ g(x) =
1

x2
�

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
x3

ex
= 0 ���

∫ ∞

1

g(x) =

∫ ∞

1

dx

x2
�������	�$ ��� ��

�� ��� �������(�� �������	��

)�A*

∫ ∞

2

dx√
ex
�

����7 5�����	 f(x) =
1√
ex
$ g(x) =

1

x2
�

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
x2

e
x
2

= 0 ���

∫ ∞

2

g(x) =

∫ ∞

2

dx

x2
�������	�$ ��� ��

�� ��� �������(�� �������	��
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(��"�(� 7	�'�	 ���

∫ ∞

−∞

xdx

cosh x
= 0�

����7

∫ ∞

−∞

xdx

cosh x
=

∫ 0

−∞

xdx

cosh x
+

∫ ∞

0

xdx

cosh x
�

5�����	 f(x) =
x

cosh x
=

2x

ex + e−x
��� g(x) =

1

x2
�

����	 lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
2x3

ex + e−x
= 0�

?�	�%� ��

∫ ∞

1

g(x) =

∫ ∞

1

1

x2
�������	�$ ����(�� �	 �� �������� ��� �����

��� ��

∫ ∞

1

f(x)dx =

∫ ∞

1

xdx

cosh x
�������	�$ ��� ��� ��

∫ ∞

0

xdx

cosh x
�������	��

!�� ��� ����

∫ a

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

−a

f(−x)dx ��������	∫ 0

−∞

xdx

cosh x
=

∫ ∞

0

−xdx
cosh(−x) = −

∫ ∞

0

xdx

cosh x
.

A!��$

∫ 0

−∞

xdx

cosh x
+

∫ ∞

0

xdx

cosh x
= 0

(��"��� 7	�'�	 ��� ��� ���	 p ∈ R �� �������(��
∞∫
1

xpe−xdx �������	��

9' 2	�3�7 ?�������	 �� �������� ��� ����� ���


f(x) = xpe−x ��� g(x) =
1

xn−p
, ���� n− p > 1.

(��"�,� E� ���%	� �	� ��� ��
∞∫
0

cos ax

k2 + x2
dx$ ���� k 	= 0$ �������	� ��������

(��"�#� E� ���%	� �	� ��� �� �� �������(��
∞∫
a

f(x)dx �������	� �������$ �

��������� g 	���� �����	�� ��� [a,∞) ��� � ��������� f ·g 	���� �������
����
��� [a, b] ��� ���	 b > a$ ���	 ��

∞∫
a

f(x)g(x)dx �������	� ��������

%������!
��� ��+ 
����+

∫ ∞

a

f(x)g(x)dx

(��"��8� 7	�'�	 ��� �� �������(��

∫ ∞

2

ln ln x

ln x
cosxdx �������	� ��� ���&

�����



�
��
��
��
��
�	
�

��

-1: �������� 


����7

(
ln ln x

ln x

)′
=

1− ln ln x

x(ln x)2
< 0 ⇐⇒ 1− ln ln x < 0 ⇐⇒ ee < x�

� g(x) =
ln ln x

ln x
	���� ���	 �
 ��� �������� ��� %������� [ee,∞) ���

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

ln ln x

ln x
= lim

x→∞

1
lnx

· 1
x

1
x

= 0�

5� �	�	������	 (
 ���
 �� �������� ��

∫ ∞

ee
g(x)dx =

∫ ∞

ee

ln ln x

lnx
dx�

lim
x→∞

(
ln ln x

ln x
:
1

x

)
= lim

x→∞

(
x ln ln x

ln x

)
= lim

x→∞

(
ln lnx+ 1

lnx
1
x

)
= ∞

?�	�%� ��

∫ ∞

ee

1

x
dx �������	�$ ��� �� �������� ��� ����� ��

∫ ∞

ee

ln ln x

ln x
dx

�������	�� A!��$ ��

∫ ∞

2

ln ln x

ln x
cosxdx �������	� ��� ��������

(��"���� 7	�'�	 ��� �� �������(��

∫ ∞

1

cos x

ln x
�������	��

(��"���� 7	�'�	 ��� �� �������( �������
���� ���������� ��� �������C

∫ 1

0

1

x
cos

1

x
dx$

∫ ∞

1

sin xdx

ln(1 + x)
$

∫ 1

0

sin x−1dx

x2 ln(1 + x−1)
.

:������� ��������+ �������

��
� II�� 	/2��+

(��"���� 7	�'�	 ��� �� �	���	����� �������(��

∫ 1

0

ln xdx

1− x
�������	��

����7 lim
x→0+

ln x

1− x
= −∞ ��� lim

x→1−

ln x

1− x
= lim

x→1−

1

x
−1

= −1�

�� ��������	�
 f(x) = − ln x

1 − x
��� g(x) = − ln x 	���� �	����
 ��� ���	 	�
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��� (0, 1]� ?����
 lim
x→0+

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

1

1− x
= 1 ���

∫ 1

0+
g(x)dx =

∫ 1

0+
− ln xdx = (−x ln x+ x)

∣∣1
0+
=

= (−1 ln 1 + 1)− lim
x→0+

(−x ln x+ x) = 1 + lim
x→0+

(x ln x) =

= 1 + lim
x→0+

ln x
1
x

= 1 + lim
x→0+

1
x
1
x2

= 1.

!�� �� �������� ��� �����$ �� �� ��� �������(�� �������	��

(��"��$� 7	�'�	 ��� ���������� �� �������
����

)�A*

∫ 1

0

x2dx

1− x
$ )+A*

∫ 1

0

(1− x)2dx

x3

%������

� �' a 	
+ b

(��"��"� 7	�'�	 ��� �� �	���	����� �������(��

∫ ∞

0

dx

e
√
x
√
x
�������	��

����7 � f(x) =
1

e
√
x
√
x
	���� ���	 �
 ��� (0,∞) ��� lim

x→0+

1

e
√
x
√
x
= ∞.

;������	

∫ ∞

0

dx

e
√
x
√
x
=

∫ 1

0+

dx

e
√
x
√
x
+

∫ ∞

1

dx

e
√
x
√
x
$

5�����	 g1(x) =
1√
x
��� g2(x) =

1√
x3

��

∫ 1

0+
g1(x) =

∫ 1

0+

dx√
x
�������	� ��� lim

x→0+

f(x)

g1(x)
= lim

x→0+

1

e
√
x
= 1$ ��� ��∫ 1

0+
f(x)dx =

∫ 1

0+

dx

e
√
x
√
x
�������	� ��� �� �������� ��� ������

��

∫ ∞

1

g2(x) =

∫ ∞

1

dx√
x3

�������	� ��� lim
x→∞

f(x)

g2(x)
= lim

x→∞
x

e
√
x
= 0$ ���

��

∫ ∞

1

f(x)dx =

∫ ∞

1

dx

e
√
x
√
x
�������	� ��� �� �������� ��� ������

2��	�

 �� �� ��� �������(�� �������	��
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(��"��(� 7	�'�	 ��� �� �	���	����� �������(��

∫ 1

0

dx√
x ln x

�������	��

����7 � ��������� f(x) =
1√
x ln x

	���� ���	 �
 ��� (0, 1)�

lim
x→0+

1√
x ln x

= −∞ ��� lim
x→1−

1√
x lnx

= −∞�

����	$

∫ 1

0

dx√
x ln x

=

∫ 1
2

0+

dx√
x lnx

+

∫ 1−

1
2

dx√
x ln x

�

;�� g(x) =
1

1− x
��

∫ 1−

1
2

g(x)dx =

∫ 1−

1
2

dx

x− 1
�������	��

?�	�%� lim
x→1−

−f(x)
g(x)

= lim
x→1−

x− 1√
x lnx

= lim
x→1−

1√
x
· lim
x→1−

x− 1

lnx
= 1$ ��� ��

�������� ��� ����� ��

∫ 1−

1
2

(−f(x)) =
∫ 1−

1
2

−dx√
x ln x

�������	�� A!��$ �� �� ���

�������(�� �������	��

%������
�� ���� '�������	+ �
� �	���	�
��
�
�������

��
�

(��"���� 7	�'�	 ��� ���������� �� �	���	����� �������
����C

)�A*

∫ 1

0

ln x√
1− x2

dx$ )+A*

∫ π
2

0

ln(sin x)dx

����7

)�A*

∫ 1

0

ln x√
1− x2

dx = (ln x · arcsin x)
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

arcsin x

x
dx.

� ��������� arcsinx
x

	���� ���	 �
 ��� (0, 1] ���

lim
x→0+

arcsin x

x
= lim

x→0+

1√
1−x2

1
= 1� A!��$ ��

∫ 1

0

arcsin x

x
	���� ���������

?����
 lim
x→1−

(ln x · arcsin x) = 0 ∈ R ���

lim
x→0+

(ln x · arcsin x) = lim
x→0+

[
(x · lnx) · arcsin x

x

]
=

= lim
x→0+

[(x · lnx)] · lim
x→0+

[
arcsin x

x

]
= 0 · 1 = 0 ∈ R�

2��	�

 �� �� ��� �������(�� �������	��
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���
� -1<

)+A*

∫ π
2

0

ln(sin x)dx = [x ln(sin x)]
∣∣∣π2
0
−
∫ π

2

0

x · cosx
sin x

dx =

= [x ln(sin x)]
∣∣∣π2
0
−
∫ π

2

0

x

tan x
dx

?�	�%� lim
x→0

x

tan x
= lim

x→0

1
1

cos2 x

= 1 ��� lim
x→π

2

x

tan x
= 0$

�� �������(��

∫ π
2

0

xdx

tan x
	���� ���������

!�� ��� ���� �	���

lim
x→0+

(x ln(sin x)) = lim
x→0+

ln(sin x)

x−1
= lim

x→0+

cos x
sinx

−x−2
=

= − lim
x→0+

x2 cosx

sin x
= − lim

x→0+

x cos x
sinx
x

= 0 ∈ R ���

lim
x→π

2
−
[x ln(sin x)] = 0 ∈ R� 2��	�

 �� �� ��� �������(�� �������	��
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#��
����
������ Laplace

� �	��� ��������
 Laplace �	 ��� ��������� f �������� 	� ��� ���������
Lf $ ��� �
�
����
�	����� �
�� Laplace$ ��� ���>	��� (
 	'�
C

Lf(p) =

∫ ∞

0

e−pxf(x)dx

� �	��� ���������� ���� Laplace ��
 f(x) ���+���>	��� ��� �	 L{f(x)}�
0���2	��
� ��8���

1� 5	(����	 ��� ��������� f(x) = ex� ;�� p 	= 1 � ���	

Lf(p) =

∫ ∞

0

e−px·exdx =

∫ ∞

0

e(1−p)xdx =
e(1−p)x

1− p

∣∣∣∣∣
∞

0

= lim
x→∞

e(1−p)x

1− p
− 1

1− p
.

!� p > 1$ ���	 Lf(p) = 0 +
1

p− 1
=

1

p− 1
.

!� p < 1$ ���	 Lf(p) = lim
x→∞

e(1−p)x

1− p
− 1

1− p
= ∞�

!� p = 1$ ���	 Lf(p) =

∫ ∞

0

e−x · exdx =

∫ ∞

0

dx = x
∣∣∣∞
0
= ∞�

A!��$ L{ex} �������	� ��� %������� (1,∞)�

-� L{ex2} =

∫ ∞

0

e−px · ex2

dx� ?�	�%� lim
x→∞

e−px · ex2

= ∞ ��� ���	 p ∈ R$

��	��� ��� L{ex2} �������	� �	 ��� �� R�

--1
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�

��

--- �������� 


1�� 
� ���� 6!���� ��+�" )��0 Laplace ��+

 ���6����2+  �+���� ��+

0� ���� ������

�� L{1} =
1

p
$ p > 0

�� L{xn} =
n!

pn+1
, p > 0, n = 0, 1, ...

�� L{eax} =
1

p− a
, p > a

$� L{sin ax} =
a

p2 + a2
, p > 0

"� L{cos ax} =
p

p2 + a2
, p > 0

�' 2	�3�� �� 5	(����	 ��� ����	�� ��������� f(x) = 1� !� p > 0$ ���	

Lf(p) = =

∫ ∞

0

e−px · 1dx =

∫ ∞

0

e−pxdx = −1

p
e−px

∣∣∣∞
0
=

= lim
x→∞

(−1

p
e−px)− (−1

p
e−p·0) =

1

p

�� � ����
 � 	� ���%	� �	� ��� n = 0�

!
 ���������	 ��� p > 0 ��� L{xn−1} =
(n− 1)!

pn
� ���	C

L{xn} =

∫ ∞

0

e−px · xndx =

∫ ∞

0

xn(−1

p
)d(e−px) =

= −x
ne−px

p

∣∣∣∞
0
+
1

p

∫ ∞

0

e−pxnxn−1dx =

= lim
x→∞

(−x
ne−px

p
) +

0n · e−0·p

p
+
n

p

∫ ∞

0

e−pxxn−1dx =

=
n

p
L{xn−1} =

n

p
· (n− 1)!

pn
=

n!

pn+1
.
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��
��!���
����" Laplace --4

�� !� p > a$ ���	

L{eax} =

∫ ∞

0

e−px · eaxdx =

∫ ∞

0

e(a−p)xdx =

∫ ∞

0

1

a− p
d(e(a−p)x)

=
e(a−p)x

a− p

∣∣∣∞
0
= lim

x→∞
e(a−p)x

a− p
− 1

a− p
= 0 +

1

p− a
=

1

p− a
.

$� !� p > 0$ ���	

L{sin ax} =

∫ ∞

0

e−px sin axdx = −e
−px(p sin ax+ a cos ax)

p2 + a2

∣∣∣∣∣
∞

0

=

= lim
x→∞

(
−e

−px(p sin ax+ a cos ax)

p2 + a2

)
+

a

p2 + a2

= lim
x→∞

(
−e

−pxp sin ax

p2 + a2

)
+ lim

x→∞

(
−e

−pxa cos ax

p2 + a2

)
+

a

p2 + a2

= − p

p2 + a2
lim
x→∞

sin ax

epx
− a

p2 + a2
lim
x→∞

cos ax

epx
+

a

p2 + a2

=
a

p2 + a2
)	�	�%� lim

x→∞
sin ax

epx
= lim

x→∞
cos ax

epx
= 0�

"� !� p > 0$ ���	

L{cos ax} =

∫ ∞

0

e−px cos axdx =
e−px(a sin ax− p cos ax)

p2 + a2

∣∣∣∞
0
=

p

p2 + a2

�
0���2	/�
��� ������

1� L(ex) =
1

p− 1
, L(e−x) =

1

p+ 1

-� L(e2x) =
1

p− 2
, L

(
1

e2x

)
=

1

p+ 2

4� L(x) =
1

p2
, L(x2) =

2

p3
, L(x3) =

6

p4

/� L(sin x) =
1

p2 + 1
, L(sin 2x) =

1

p2 + 4

6� L(cos x) =
p

p2 + 1
, L(cos 2x) =

p

p2 + 4
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1�# ���%�!��" ��� ���� 6!���� ��' Laplace

0� ���� ������ * �
�
����
�	���� Laplace ��
	 �	� 
�����"
� 	�	����
�

(i) L{af(x) + bg(x)} = aL{f(x)}+ bL{g(x)}
(ii) L{f(x)} = φ(p) =⇒ L{eax · f(x)} = φ(p− a)

(iii) L{f(x)} = φ(p) =⇒ L{f(ax)} =
1

a
φ
(p
a

)

�' 2	�3�� (i) L{af(x) + bg(x)} =

∫ ∞

0

e−px(af(x) + bg(x))dx =

= a

∫ ∞

0

e−pxf(x)dx+ b

∫ ∞

0

e−pxg(x)dx =

= aL{f(x)} + bL{g(x)}

(ii) L{eax · f(x)} =

∫ ∞

0

e−px · eax · f(x)dx =

=

∫ ∞

0

e−(p−a)xf(x)dx = φ(p− a)

(iii) L{f(ax)} =

∫ ∞

0

e−pxf(ax)dx =
1

a

∫ ∞

0

e−pu
a f(u)du =

=
1

a

∫ ∞

0

e−( p
a
)uf(u)du =

1

a

∫ ∞

0

e−( p
a
)xf(x)dx =

1

a
φ
(p
a

)
�

0���2	/�
��� ������

(� L{sinh ax} = L

{
eax − e−ax

2

}
=

1

2
L{eax} − 1

2
L{e−ax} =

=
1

2
· 1

p− a
− 1

2
· 1

p+ a
=

a

p2 − a2
, p > |a|

�� L{cosh ax} = L

{
eax + e−ax

2

}
=

p

p2 − a2
, p > |a|

,� L{eaxxn} =
n!

(p− a)n+1
, p > a
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��
��!���
����" Laplace --6

#� L{eax sin bx} =
b

(p− a)2 + b2
, p > a

�8� L{eax cos bx} =
p− a

(p− a)2 + b2
, p > a

0���2	��
� ������ 5� �����������	 �� �	���	����� �������(��

∫ ∞

0

e−3x sin2 xdx

�	 �� +���	�� �(� �%�����(� ��� �	��� ��������� Laplace�

����������	 ��� f(x) = sin2 x � ���	

∫ ∞

0

e−3x sin2 xdx = Lf(3).

!�� ��
 �%�����	
 ��� �	��� ��������� Laplace �������	� ���

L{f(x)} = L{sin2 x} = L

{
1− cos 2x

2

}
=

=
1

2
L{1} − 1

2
L{cos 2x} =

1

2
· 1
p
− 1

2
· p

p2 + 4
=

2

p(p2 + 4)

A!��$ Lf(3) =

[
2

p(p2 + 4)

]
p=3

=
2

39

�	!��
� ����$� L{xn · f(x)} = (−1)n
dnL{f(x)}

dpn
� n = 1, 2, ...

0���2	/�
��� ����"�

��� L{x · sin ax} = −dL{sin ax}
dp

= −
(

a

p2 + a2

)′

p

=
2ap

(p2 + a2)2
, p > 0

��� L{x · cos ax} = −dL{cos ax}
dp

= −
(

p

p2 + a2

)′

p

=
p2 − a2

(p2 + a2)2
, p > 0
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1�& �+�� ����� ��� ���� 6!���� ��' Laplace

2��
 	�������
 ��� �	��� ��������� Laplace ���� 	������ �(� %�������
�
	'��
�	(� >��	���� �� +�	�	� � ��������� f(x) ��� ��� �	��� ����������
���� Laplace ����
 φ(p)$ %���%� �� ���	� (
 ���
 f(x) � 	'��(��

L{f(x)} = φ(p) )8�1*

!��%	����	��� ��� �� � f 	���� ��� ���	 �
 ��������� ��
 �����
 � φ 	����
�	��� ���������� ���� Laplace$ ���	 � f 	���� ����%���� ;������	 ���	

f(x) = L−1{φ(p)}

��� ������	 �� ��������� f ���������� ���� Laplace ��
 φ�

0���2	/�
��� ������ 5� ���%	�'���	 ���C

(a) L−1

{
1

(p− a)n

}
=
eaxxn−1

(n− 1)!

(b) L−1

{
b

(p− a)2 + b2

}
= eax sin bx

(c) L−1

{
p− a

(p− a)2 + b2

}
= eax cos bx

(d) L−1

{
b

(p− a)2 − b2

}
= eax sinh bx

(e) L−1

{
p− a

(p− a)2 − b2

}
= eax cosh bx

�' 2	�3�� (a) !�� ��� ���� , ��������	C L{eaxxn−1} =
(n− 1)!

(p− a)n
$ ���	�



L

{
eaxxn−1

(n− 1)!

}
=

1

(n− 1)!
L{eaxxn−1} =

1

(n− 1)!
· (n− 1)!

(p− a)n
=

1

(p− a)n

(b) �������	� ��	�� ��� ��� ���� #�

(c) �������	� ��	�� ��� ��� ���� �8�
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��!���
����" Laplace --8

(d) !�� ��� ���� :C L{sinh bx} =
b

p2 − b2
= φ(p)�

����	 ��� ��� �%������ (ii) ��� �	��� ��������� LaplaceC

L{eax sinh bx} = φ(p− a) =
b

(p− a)2 − b2

(e) !�� ��� ���� �C L{cosh bx} =
p

p2 − b2
= φ(p)�

����	 ��� ��� �%������ (ii) ��� �	��� ��������� LaplaceC

L{eax cosh bx} = φ(p− a) =
p− a

(p− a)2 − b2

1�( ���%�!��" ��� �+�� ������ )��0 Laplace

���� 6!���� ��'�

0� ���� ��$��� * 
�������'�� �
�� Laplace �
�
����
�	���� ��
	 �	�

�����"
� 	�	����
�&

(i) L−1{aφ1(p) + bφ2(p)} = aL−1{φ1(p)}+ bL−1{φ2(p)}
(ii) L−1{φ(p)} = f(x) =⇒ L−1{φ(p− a)} = eaxf(x)

(iii) L−1{φ(p)} = f(x) =⇒ L−1{φ(ap)} =
1

a
f
(x
a

)
�' 2	�3�� (i) !� L{L−1{φ1(p)}} = φ1(p) ��� L{L−1{φ2(p)}} = φ2(p)$

���	

L{aL−1{φ1(p)}+ bL−1{φ2(p)}} =

= aL{L−1{φ1(p)}}+ bL{L−1{φ2(p)}} =

= aφ1(p) + bφ2(p)

(ii) !� L−1{φ(p)} = f(x)$ ���	 L{f(x)} = φ(p)�

����	 L{eaxf(x)} = φ(p− a)

(iii) !� L−1{φ(p)} = f(x)$ ���	 L{f(x)} = φ(p)�

����	 L

{
1

a
f
(x
a

)}
=

1

a
L
{
f
(x
a

)}
=

1

a
· a · φ(ap) = φ(ap)

�
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1�- ������3� ��� ���� 6!���� ��' Laplace

 �!+ �$�,� ! ��+ �������)2+ �<� 2 ��+

��  ��:���'"  �+��,� ��"

%���
 + ��"��� ��� ��������� f ���	���� ���� ������� ���	 �
 ��� %�����&
�� I$ �� � f 	���� ���	 �
 ��� I \ {a1, ..., an} ��� ��� ���	�� {a1, ..., an}
��������>	� �������� �������

�	!��
� ��"��� �� � ��������� f(x) : [0,∞) → R 	�
����	
� �	� ���%
"��
�

(i) f 
��
	 ���
����
(ii) f ′ 
��
	 �
�� ����
�
 ���
��� �
 ��"
 �	�����
 [0, b]�
(iii) �������� 
�	"��� M, a, b ∈ R ����	�	  ��


|f(x)| ≤Meax, ∀x ∈ [b,∞]

���
 L{f ′(x)} = pL{f(x)} − f(0) �	
 ��"
 p > a�

�' 2	�3�� ?�	�%� �� ���� �� ������	
 (i) ��� (ii) � ���	

L{f ′(x)} =

∫ ∞

0

e−pxf ′(x)dx =

∫ ∞

0

e−pxdf(x) =

=e−pxf(x)
∣∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

f(x)d(e−px) = e−pxf(x)
∣∣∣∞
0
+p

∫ ∞

0

f(x)e−pxdx =

=e−pxf(x)
∣∣∣∞
0
+pL{f(x)} = lim

x→∞
f(x)

epx
− f(0) + pL{f(x)} )8�-*

!�� ��� (iii) � ���	

∣∣∣∣∣f(x)epx

∣∣∣∣∣≤ Meax

epx
=Me(a−p)x −→ 0, �� p > a

A!��

lim
x→∞

f(x)

epx
= 0, �� p > a )8�4*

!�� �� �������( ��� ���	 p > a �� �	�C

L{f ′(x)} = pL{f(x)} − f(0)

�
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����" Laplace --<

-�
	/
�� ��"��� !� f 	���� ��� ��� ��
 ��������	�
 �(� ���(� 1&1-$ ���	
� |f(x)| ≤ M ��� ������ M ∈ R$ � lim

x→∞
e−axf(x) = 0 ��� ������ a ∈ R�

2��	�

 �	 ���	��� ��� ��
 ��������	�
 ����
 �������	 �� 	���������	 ��
��������	�� �	
�����

0 ���
� ��"�$� �� � ��������� f(x) : [0,∞) → R 	�
����	
� �	�
���"��
�

�i� f � f ′�����f (n−1) 
��
	 ���
�
�� ��� [0,∞)�

�ii� f (n) 
��
	 �
�� ����
�
 ���
��� �
 ��"
 �	�����
 [0, b]�

�iii� �������� 
�	"��� M, a, b ∈ R ����	�	  ��
 �	
 k = 0, 1, ..., n− 1 	��$
	

|f (k)(x)| ≤Meax, ∀x ∈ [b,∞]

���
 �	
 ��"
 p > a 	��$
	

L{f (n)} = pnL{f(x)} −
n∑

k=1

pn−kf (k−1)(0)

�' 2	�3�� �������	� ��� %��%� ���
 	������D�
 ��� 5	(������
 8�6�-C

L{f (n)} =pL{f (n−1)(x)} − f (n−1)(0) =

=p
[
pL{f (n−2)(x)} − f (n−2)(0)

]− f (n−1)(0) =

=p2L{f (n−2)(x)} − pf (n−2)(0)− f (n−1)(0) = ...

�

0���2	/�
��� ��"�"�

1� E� ���	� � %�������� 	'��(�� �	 �� ���
 ������	


y′′ + 2ay′ + b2y = 0, y(0) = k, y′(0) = 0, ���� |b| > |a|�
����7 L{y′′}+ 2aL{y′}+ b2L{y} = 0$ ����

L{y′} = pL{y} − y(0) = pL{y} − k ���

L{y′′} = pL{y′} − y′(0) = p2L{y} − pk�

����	
p2L{y} − pk + 2a(pL{y} − k) + b2L{y} = 0 =⇒



�
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��
�	
�

��

-4. �������� �

(p2 + 2ap+ b2)L{y} − kp− 2ak = 0 =⇒

L{y} =
k(p+ 2a)

p2 + 2ap + b2
=

k[(p+ a) + a]

(p+ a)2 + (b2 − a2)
=⇒

y = kL−1

{
p+ a

(p+ a)2 + (b2 − a2)

}
+ kL−1

{
a

(p+ a)2 + (b2 − a2)

}
A? ���	 ��� ���
 �����
 )b* ��� )c*C

L−1

{
p+ a

(p+ a)2 + (b2 − a2)

}
=e−ax cos(

√
b2 − a2)x

L−1

{
a

(p+ a)2 + (b2 − a2)

}
=

a√
b2 − a2

L−1

{ √
b2 − a2

(p+ a)2 + (b2 − a2)

}
=

=
a√

b2 − a2
e−ax sin(

√
b2 − a2)x

2��	�



y = ke−ax

[
cos

√
b2 − a2 +

a√
b2 − a2

sin
√
b2 − a2

]

-� E� ���	� � %�������� 	'��(�� �	 �� ���
 ������	


f ′′(x) + a2f(x) = 0, f(0) = k, f ′(0) = 0

����7 L{f ′′(x)}+ a2L{f(x)} = 0

pL{f ′(x)} − f ′(0) + a2L{f(x)} = 0

p [pL{f(x)} − f(0)]− f ′(0) + a2L{f(x)} = 0

p2L{f(x)} − pf(0)− f ′(0) + a2L{f(x)} = 0

(p2 + a2)L{f(x)} = kp =⇒ L{f(x)} =
kp

p2 + a2
=⇒

f(x) = L−1

{
kp

p2 + a2

}
= kL−1

{
p

p2 + a2

}
= k cos ax
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����$� 
��*���

A?��( a1, a2, ..., an, ... ��� ��	��� ��������� �����
��
�����������
 %��%� ��� ���
 ����
 ��������	 �� ����������

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

.................................

Sn = a1 + a2 + a3 + ...+ an.

� ��������� S1, S2, ..., Sn, ... ���	���� �
	�� �
 ����� a1, a2, ..., an, ... ���

���+���>	��� �	 a1 + a2 + ... + an + ... � �	
∞∑
n=1

an�

�� ���������� S1, S2, ..., Sn, ... ��������� �
�	�� 
"�����
�
 ��� �
	����

!� lim
n→∞

Sn = S ∈ R$ ���	 � ���	 ��� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 �
	 ��
	

�"��	��
 S�

;������	 ���	
∞∑
n=1

an = S �

a1 + a2 + ...+ an + ... = S

!� � ��������� �	���
� ���������(� S1, S2, ..., Sn, ... �������	�$ ���	 ���	

��� � �
	��
∞∑
n=1

an 
������
	�

-41
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0���2	/�
��� ,�8�(�

1� )	

	�����+ �	���+7

∞∑
n=1

aqn−1 = a+ aq + aq2 + aq3 + ... + aqn−1 + ...

�� ���� ��
 �	���
 � �����>��� �	(�	����� ����%��

�� �	���� ���������� 	����

Sn =

⎧⎨
⎩a+ ... + aqn−1 = a(1 + ... + qn−1) = a

1− qn

1− q
, �� q 	= 1

a · n, �� q = 1.

!� |q| ≥ 1$ ���	 � {Sn}∞n=1 �������	�$ ��� ��� � �	��� �������	��

!� |q| < 1$ ���	
∞∑
n=1

aqn−1 = lim
n→∞

Sn =
a

1− q
lim
n→∞

(1− qn) =
a

1− q
�

-� 5��	���'���+ �	���+

∞∑
n=1

(an − an+1) = (a1 − a2) + (a2 − a3) + ...+ (an − an+1) + ...

�� �	���� ���������� ��
 �	���
 	����

S1 = a1 − a2,

S2 = (a1 − a2) + (a2 − a3) = a1 − a3,

.........................................................

Sn = (a1 − a2) + (a2 − a3) + ...+ (an − an+1) = a1 − an+1

!� lim
n→∞

an ∈ R$ ���	
∞∑
n=1

(an − an+1) = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(a1 − an+1) = a1 − lim
n→∞

an

!� � ��������� {an}∞n=1 �������	�$ ���	 ��� � ���	������� �	���
�������	��

A�����$ �� lim
n→∞

an ∈ R$ ���	

∞∑
n=1

(an+1−an) = (a2−a1)+(a3−a2)+...+(an+1−an)+... = lim
n→∞

an−a1
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4� ��
����� �	����
∞∑
n=1

1

nλ
�������	� �� ��� ����� �� λ > 1�

;�� λ = 1 ���	 ���
 �� �>����
 ��� �� %	��	�� 	���� ��������
 ����


�(� �	������
� ��(�$ %���%�
1

an
=

1

2

(
1

an−1

+
1

an+1

)
�

��� 	����� ���%	�'� 	���� ��� ����%	������ =�-�11

/� !� a = a0, a1a2a3...an... ∈ R$ ���	

a = a0 +
a1
101

+
a2
102

+
a3
103

+ ...+
an
10n

+ ...

-�
	/
�� ,�8��� 9��	 �	��� ����	� �� ����	� �	 ����� ���	�������

�	���
 �	 ��� +���	�� �(� �	���
� ���������(� ��


∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

(Sn − Sn−1), ���� S0 = 0.

0���2	/�
��� ,�8�,�

1� B�	��	 �� �������� ��
 �	���

∞∑
n=1

1

2n
�

� �	��� 	���� �	(�	����� �	 ��
�� ��� a = 1
2
��� ���� q = 1

2
< 1�

∞∑
n=1

1

2n
=

a

1− q
=

1

21
+

1

22
+

1

23
+ ... =

a

1− q
=

1
2

1− 1
2

= 1

-� B�	��	 �� �������� ��
 �	��

∞∑
n=1

1

n2 + n
�

� �	��� 	���� ���	�������$ ����

∞∑
n=1

1

n2 + n
==

∞∑
n=1

(1
n
− 1

n+ 1

)
=

∞∑
n=1

(an − an+1)$ ���� an =
1

n
�

A!��$
∞∑
n=1

1

n2 + n
= a1 − lim

n→∞
an = 1�

4� !� a 	= −n ��� ���	 n$ ���	

∞∑
n=1

1

(a+ n− 1)(a+ n)
=

∞∑
n=1

( 1

a+ n− 1
− 1

a + n

)
=

=
(1
a
− 1

a+ 1

)
+
( 1

a+ 1
− 1

a+ 2

)
+ ... =

1

a
− lim

n→∞
1

a+ n
=

1

a
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5�� >� �)�" ���%�!��" ��+  ���2+

,����� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	� ���
 � �
	��
∞∑
n=1

can �������
	 �
	

∞∑
n=1

can = c
∞∑
n=1

an.

�' 2	�3�� Sn = a1 + ... + an ��� S ′
n = ca1 + ... + can = cSn�

!�
∞∑
n=1

an �������	� =⇒ lim
n→∞

Sn = S =⇒ lim
n→∞

S ′
n = cS =⇒

∞∑
n=1

can �������	� ���
∞∑
n=1

can = c
∞∑
n=1

an�

�

,����� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �
	 � �
	��
∞∑
n=1

bn ����������� ���
 �
	 � �
	��

∞∑
n=1

(an + bn) �������
	� 
�	�����

∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn.

�' 2	�3�� 5�����	

S ′
n = a1 + ... + an

S ′′
n = b1 + ...+ bn

Sn = (a1 + b1) + ... + (an + bn)

A? ���	 Sn = S ′
n + S ′′

n�

!� �� �	���

∞∑
n=1

an ���
∞∑
n=1

bn ����������$ ���	

lim
n→∞

S ′
n = S1 ∈ R ��� lim

n→∞
S ′′
n = S2 ∈ R

2��	�



∞∑
n=1

(an + bn) = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(S ′
n + S ′′

n) = S1 + S2 ∈ R =

∞∑
n=1

an +

∞∑
n=1

bn

�
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,����� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 �
	 � �
	��
∞∑
n=1

bn 
������
	� ���
 � �
	��

∞∑
n=1

(an + bn) 
������
	�

�' 2	�3�� A? ���	 bn = (an + bn)− an�

!� ���������	 ��� �
∞∑
n=1

(an+bn) �������	�$ ���	$ 	�	�%� �
∞∑
n=1

an �������	�$

�� �������	� ��� �
∞∑
n=1

bn$ ��� 	���� ������

�

,���$� ( �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 
� �
	 ����� 
� � �
	��
∞∑

n=m+1

an �������
	

�	
 ��"
 m ≥ 1�
/	
 �	� ����������
� �
	��� 	��$
	&

∞∑
n=1

an = a1 + ... + am +

∞∑
n=m+1

an

�' 2	�3�� 5	(����	 �� �	���� ���������� �(� �	��
�
∞∑
n=1

an ���
∞∑

n=m+1

anC

Sn = a1 + ... + an

S ′
n = am+1 + ...+ am+n

���	

S ′
n = (a1 + ...+ am + am+1 + ... + am+n)− (a1 + ... + am) = Sm+n − Sm

∞∑
n=1

an �������	� ⇐⇒ {Sn}∞n=1 �������	� ⇐⇒ {Sm+n}∞n=1 �������	� ⇐⇒

{S ′
n}∞n=1 ⇐⇒

∞∑
n=m+1

an �������	��

?�������$
∞∑

n=m+1

an = lim
n→∞

S ′
n = lim

n→∞
(Sm+n − Sm) = lim

n→∞
Sm+n − Sm =

= lim
n→∞

Sn − Sm =
∞∑
n=1

an − (a1 + ... + am)�

�
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,���"� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	� ���
 lim
n→∞

an = 0�

�' 2	�3�� A?��( ��� �
∞∑
n=1

an �������	� ��� Sn = a1 + ... + an� ���	

lim
n→∞

Sn ∈ R� ?�	�%� an+1 = Sn+1 − Sn$ �������	� ���

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

Sn+1 − lim
n→∞

Sn = 0

�

,���(� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	� ���
 �	
 ��"
 ������� 
$#���
 
�����"�


{nk}∞k=1 '��	� � 
�	"� � 	��$
	&

∞∑
n=1

an = (a1 + ...+ an1) + (an1+1 + ...+ an2) + ...+ (ank−1+1 + ...+ ank
) + ...

�' 2	�3�� A?��(

Sn = a1 + ...+ an

S ′
k = (a1 + ...+ an1) + ... + (ank−1+1 + ...+ ank

)

���	 S ′
k = a1 + ...+ ank

= Snk
�

2��	�


(a1 + ...+ an1) + ... + (ank−1+1 + ... + ank

) + ... = lim
n→∞

S ′
k = lim

k→∞
Snk

=

= lim
n→∞

Sn =
∞∑
n=1

an�

�

,����� ����� ��	 an1 , an2 , ..., ank
, ... 
��
	 � ��
�����"�
 ���� ��� �� ��%

�
�	� � ���� ��� 
�����"�
� a1, a2, ..., an, ...�

( �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 
� �
	 ����� 
� � �
	��
∞∑
k=1

ank
�������
	�

8��� �
������� �$���	��� �
	 ��� �$� �
	� � 	��$
	
∞∑
n=1

an =
∞∑
k=1

ank
�
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�' 2	�3�� A?��( ���

Sn = a1 + ...+ an

S ′
k = an1 + ...+ ank

�������� � �� �	���� ���������� �(� �	��
�
∞∑
n=1

an ���
∞∑
k=1

ank
�

!� nk ≤ n < nk+1$ ���	 Sn = Snk
= S ′

k� 2��	�



� �	���
∞∑
n=1

an �������	� ⇐⇒ � ��������� {Sn}∞n=1 �������	� ⇐⇒

� ��������� {S ′
k}∞k=1 �������	� ⇐⇒ � �	���

∞∑
k=1

ank
�������	��

2��� �	����(�� ��������
 ��� �(� %�� �	��
� �� �	�
∞∑
n=1

an = lim
n→∞

Sn = lim
k→∞

S ′
k =

∞∑
k=1

ank

�
0���2	/�
��� ,���,�

1�
∞∑
n=1

(
2n + 3n

6n

)
=

∞∑
n=1

(
1

3n
+

1

2n

)
=

∞∑
n=1

1

3n
+

∞∑
n=1

1

2n
=

=
1

3− 1
+

1

2− 1
= 1, 5

-�
∞∑
n=1

(−1)n+1 = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + ....

!� n 	���� �	�����
$ ���	 Sn = 1$ ��� �� n 	���� �����
$ ���	 Sn = 0$ ���
� �	��� �������	��

!� ��(
 ���%���������	 ���
 ����
 ��
 �	���
 ��������	C

(1− 1) + (1− 1) + ...+ (1− 1) + ... = 0+ 0 + ...+ 0+ ... = 0 � ����



1 + (−1 + 1) + ... + (−1 + 1) + ... = 1 + 0 + ... + 0 + ... = 1�

�� ����%�'� ���� ���+���	� 	�	�%� � �� ��� �	��� �������	� ��� ���	�


� �%������ =�1�: %	� �� �	��

4� A?��( a2k−1 =
1
2k

��� a2k = 0$ k = 1, 2, ...$ ���	 ��� ��� �%������ =�1�8C

∞∑
n=1

an =
1

2
+ 0+

1

22
+0+ ...+

1

2k
+0+ ... =

1

2
+

1

22
+ ...+

1

2k
+ ... = 1
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5�# ��������  '3),� !"  ���2+ �� :���)�'" %���"

,���� ;���� ��� ������/� ���.����

,����� )	
 �
	��
∞∑
n=1

an �
 "
�	��$� ����� an �������
	 
� �
	 ����� 
� �


�����"�
 ��� �
�	� � 
"��	������ {Sn}∞n=1 
��
	 
�� '�
������

�' 2	�3�� !� an > 0 ��� ���	 n ≥ 1$ ���	

Sn+1 = a1 + ...+ an + an+1 ≥ a1 + ...+ an = Sn.

A!��$ � ��������� {Sn}∞n=1 	���� ��'�����

� �	���
∞∑
n=1

an �������	� �� ��� ����� �� � ��������� {Sn}∞n=1 �������	��

� ��'���� ��������� {Sn}∞n=1 �������	� �� ��� ����� �� 	���� ��( ����&
�����

�

,���� :������� ��������+�

,����� ����� ��	 0 ≤ an ≤ bn �	
 ��"
 n ≥ 1�

(i) �� � �
	��
∞∑
n=1

bn �������
	� ���
 �
	 � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	�

(ii) �� � �
	��
∞∑
n=1

an 
������
	� ���
 � �
	��
∞∑
n=1

bn 
������
	

�' 2	�3�� (i) 5�����	 Sn = a1 + ... + an ��� S ′
n = b1 + ...+ bn�

!�
∞∑
n=1

bn �������	�$ ���	 ����(�� �	 �� ��������	�� �������� ���� 	�

S > 0 ������ 
��	 S ′
n < S ��� ���	 n ≥ 1�

A?��( n ≥ 1� ?�	�%� 0 < an ≤ bn � ���	

Sn = a1 + ...+ an ≤ b1 + ... + bn = S ′
n < S

A!�� Sn < S� 2���(�� �	 �� ��������	�� �������� �
∞∑
n=1

an �������	��

(ii) �������	� ��� ��� (i)�
�
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#��
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0���2	/�
��� ,�����

1�
∞∑
n=1

1

n!
�������	��

��������$ an =
1

n!
=

1

2
· 1
3
· ... · 1

n
≤ 1

2
· ... · 1

2︸ ︷︷ ︸
n−1 �����

=

(
1

2

)n−1

= bn ��� �

�	���
∞∑
n=1

bn �������	� (
 �	(�	����� �	 ����
1

2
< 1�

!�� �� �������� ��������
 � �� ���
∞∑
n=1

an �	��� �������	��

-�
∞∑
n=1

1√
n(n + 1)

�������	��

��������$ bn =
1√

n(n + 1)
>

1√
(n + 1)(n+ 1)

=
1

n+ 1
>

1

2n
= an

��� � �	���
∞∑
n=1

an =
1

2

∞∑
n=1

1

n
�������	��

!�� �� �������� ��������
 � �� ��� �	���
∞∑
n=1

bn �������	��

,���� :������� ��� ��/���

,���$� ����� ��	 �	 �
	���
∞∑
n=1

an �
	
∞∑
n=1

bn 
��
	 �
 "
�	��$� ������

(i) �� lim
n→∞

an
bn

= L ∈ R \ {0}� ���
 �	 �
	���
∞∑
n=1

an�
∞∑
n=1

bn � ���������� �
	

�	 �$�� � 
��������� �
	 �	 �$��

(ii) �� lim
n→∞

an
bn

= 0 �
	 �
∞∑
n=1

bn �������
	� ���
 �
	 �
∞∑
n=1

an �������
	�

(iii) �� lim
n→∞

an
bn

= ∞ �
	
∞∑
n=1

bn 
������
	� ���
 �
	 �
∞∑
n=1

an 
������
	�
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-/. �������� �

�' 2	�3�� (i) !� lim
n→∞

an
bn

= L 	= 0$ ���	 ��� ���	 ε > 0 ���� 	� n0 ∈ N

������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0C

L− ε <
an
bn

< L+ ε,

���� L > 0$ 	�	�%� an > 0 ��� bn > 0�

;�� ε =
L

2
��������	C

L

2
<
an
bn

<
3L

2

2��	�


L

2
bn < an <

3L

2
bn

!�
∞∑
n=1

bn �������	� =⇒
∞∑

n=n0

bn �������	� =⇒
∞∑

n=n0

3L

2
bn �������	� =⇒

∞∑
n=n0

an �������	� ��� �� �������� ��������
 =⇒
∞∑
n=1

an �������	��

!�
∞∑
n=1

an �������	� =⇒
∞∑

n=n0

an �������	� =⇒
∞∑

n=n0

L

2
bn �������	� ���

�� �������� ��������
 =⇒
∞∑

n=n0

bn �������	� =⇒
∞∑
n=1

bn �������	��

(ii) !� lim
n→∞

an
bn

= 0$ ���	 ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0C

an
bn

< 1 =⇒ an < bn

!�
∞∑
n=1

bn �������	� =⇒
∞∑

n=n0

bn �������	� =⇒
∞∑

n=n0

an �������	� ��� ��

�������� ��������
 =⇒
∞∑
n=1

an �������	��

(iii) !� lim
n→∞

an
bn

= ∞$ ���	 ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0C

an
bn

> 1 =⇒ an > bn
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#��
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!�
∞∑
n=1

bn �������	� =⇒
∞∑

n=n0

bn �������	� =⇒
∞∑

n=n0

an �������	� ��� ��

�������� ��������
 =⇒
∞∑
n=1

an �������	��

�

0���2	/�
��� ,���"�

1�
∞∑
n=1

1

n n
√
n
�������	��

��������$ ��� an =
1

n n
√
n
��� bn =

1

n
� ���	 lim

n→∞
an
bn

= lim
n→∞

1
n
√
n
= 1

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� ���� � �������� �	���
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

1

n
�������	�$ � �� ��� �	��� �������	��

-�
∞∑
n=1

tan
1

n2
�������	��

��������$ ��� an = tan
1

n2
��� bn =

1

n2
� ���	

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

tan 1
n2

1
n2

= lim
n→∞

1

cos2 1
n2

= 1

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� 	��%� � �������� �	���
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

1

n2

�������	�$ � �� ��� �	��� �������	��

4�
∞∑
n=1

2−n sin
1

n
�������	��

��������$ ��� an = 2−n sin
1

n
��� bn = 2−n � ���	

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

sin
1

n
= 0

2���(�� �	 �� �������� ��� �����$ ���� � �	(�	����� �	���
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

2−n �������	�$ � �� ��� �	��� �������	��
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-/- �������� �

/�
∞∑
n=1

√
n− 1

n2 + 1
�������	��

��������$ ��� an =

√
n− 1

n2 + 1
��� bn =

1

n
� ���	

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

√
n3 − n2

n2 + 1
= ∞

2���(�� �	 �� �������� ��� �����$ ���� � �������� �	���
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

1

n
�������	�$ � �� ��� �	��� �������	��

,���$ 0���
��
�� ��������

,���(� �� P (x) �
	 Q(x) 
��
	 ���� ���
 .
"��$ p �
	 q 
������	�
 �
	
Q(n) 	= 0 �	
 ��"
 n ∈ N \ {0}� ���


∞∑
n=1

P (n)

Q(n)
�������
	 ⇐⇒ q − p ≥ 2

�' 2	�3�� ?�	�%� �� P (n) � 	� �� ���� p ����������
 ��>	
$ � ���������
P (n)

Q(n)
%�����	� �� ������� ��� ��	���� A?��( ���

P (n)

Q(n)
> 0 ��� ���	 n ≥ n0�

;�� an =
P (n)

Q(n)
=
α0n

p + α1n
p−1 + ...+ αp

β0nq + β1nq−1 + ... + βq
��� bn =

1

nq−p
� ���	

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

α0n
q + α1n

q−1 + ... + αpn
q−p

β0nq + β1nq−1 + ... + βq
=
α0

β0
∈ R \ {0}�

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� � �	���
∞∑
n=1

P (n)

Q(n)
�������	� ⇐⇒

� �	���
∞∑
n=1

1

nq−p
�������	� ⇐⇒ q − p ≥ 2�

A?��(
P (n)

Q(n)
< 0 ��� ���	 n > n0� � �	���

∞∑
n=1

P (n)

Q(n)
�������	� �� ���

����� �������	� � �	��� �	 �	�����
 ����

∞∑
n=1

−P (n)
Q(n)

)���� ����� −P (n)
	���� ����
���� +����� p* ⇐⇒ q − p ≥ 2.

�
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��� ,�����

1�
∞∑
n=1

n

(n+ 1)(n+ 2)
�������	�$ 	�	�%� �� P (n) = n 	���� +����� p = 1 ���

Q(n) = (n+ 1)(n+ 2) 	���� +����� q = 2$ ��� q − p = 1 < 2.

-�
∞∑
n=1

3n2

(n+ 1)4
�������	�$ 	�	�%� �� P (n) = 3n2 	���� +����� p = 2 ���

Q(n) = (n+ 1)4 	���� +����� q = 4$ ��� q − p = 2 ≤ 2�

,���" :������� ��
'���
��+ ��� Cauchy

,���,� �� � 
�����"�
 {an}∞n=1 
��
	 "
�	�� �
	 '"�����
� ���
 �	 �
	���

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + a4 + ...

∞∑
n=0

2na2n = a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + ...

� �
	 �	 �$� ����������� � �
	 �	 �$� 
����������

�' 2	�3�� !� � �	��� a1+a2+a3+a4+ ... �������	�$ ���	 ����������
���

���	 ��� ak ������ 
��	 2n−1 ≤ k < 2n$ n = 2, 3, ..., �	 a2n−1 ≥ ak$ ��������	
��� �	��� a1 + a2 + a2 + a4 + a4 + a4 + a4 + ... � ����� �������	� ����(�� �	
�� �������� ��������
� A!�� � �	��� a1 +2a2 +4a4 +8a8 + ... �������	� 	�	�%�
� 	� �	�����	�� �	���� ���������� ��� ��� ��������	�� �	����

!� � �	��� a1 + a2 + a3 + a4 + ... �������	�$ ���	 �������	� � �	���
2a1 + 2a2 + 2a3 + 2a4 + ...+ 2an + ...� ?�����(
 � �	��� �	 ������	�� �	����
���������� a1 + a2 + a2 + a3 + a3 + a4 + a4 + ... + an + an + ... �������	��
2��� �	�	����� �	��� ���	 ��� ak ������ 
��	 2n−1 < k ≤ 2n$ n = 2, 3, ...,
�������������	 �	 a2n ≤ ak� ���	 �������	� � �	���

a1 + a2 + a2 + a4 + a4 + a4 + a4 + ... + a2n + ...+ a2n︸ ︷︷ ︸
2n �����

+...

� ����� �������	� ����(�� �	 �� �������� ��������
� A!�� �������	� � �	���

a1 + (a2 + a2) + (a4 + a4 + a4 + a4) + ... = a1 + 2a2 + 4a4 + ...+ 2na2n + ...

�
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0���2	/�
��� ,���#�

1� � �	���
∞∑
n=1

1

nλ
�������	� �� ��� ����� �� λ > 1�

;�� ��� ���%	�'� %���������	 %�� �	����
�	�


)�K* !� λ < 0$ ���	 lim
n→∞

1

nλ
= lim

n→∞
n−λ = ∞�

2��	�

 � �	��� �������	�$ ���� � ��������� �(� ��(� ��
 %	�
�	��	� ��� ��%���

)+K* !� λ ≥ 0$ ���	 � ���������
{

1
nλ

}
	���� ���������

2���(�� �	 �� �������� �������(��
 � �� ��� �	��� �������	� ��
��� ����� �� �������	� � �	���

∞∑
n=1

2n

(2n)λ
=

∞∑
n=1

(
2

2λ

)n

=

∞∑
n=1

(
1

2λ−1

)n

� �	(�	����� �	���
∞∑
n=1

(
1

2λ−1

)n

�������	� �� ��� ����� �� � ����


1

2λ−1
=

(
1

2

)λ−1

< 1 =

(
1

2

)0

$ %���%� ����� ��� λ > 1�

-�
∞∑
n=1

e− ln2 n �������	��

��������$ � ���������{an}∞n=1 �	

an = e− ln2 n =
1

(elnn)lnn
=

1

nlnn
	���� �	���� ��� ���������

5	(����	 ��� �	���
∞∑
n=1

2na2n =
∞∑
n=1

2n

(2n)ln 2n
��� ��� ����������� �	(�	�����

�	���
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

1

2n
�

A? ���	 lim
n→∞

2na2n

bn
= lim

n→∞
(2n)2

(2n)ln 2n
= lim

n→∞
(
2n(2−ln 2n)

)
= 0�

!�� �� �������� ��� ����� � �	���
∞∑
n=1

2na2n �������	��

!�� �� �������� �������(��
 � �� ��� �	��� �������	��
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,���( :������� �������
��+ 4��� Maclaurin6

,����8� ����� ��	 f : [1,∞) → R 
��
	 �	
 "
�	�� �
	 '"�����
 ����������

∞∑
n=1

f(n) �������
	 ⇐⇒
∫ ∞

1

f(x)dx �������
	�

�' 2	�3�� A?��( ��� x ∈ [1,∞) ��� n 	���� ���
 ������
 ������
 ������


��	 n ≤ x ≤ n + 1�

?�	�%� � f 	���� ��������$ �������	� ��� f(n+ 1) ≤ f(x) ≤ f(n)�
2��	�

∫ n+1

n

f(n+ 1)dx ≤
∫ n+1

n

f(x)dx ≤
∫ n+1

n

f(n)dx =⇒

f(n+ 1) ≤
∫ n+1

n

f(x)dx ≤ f(n) =⇒

f(2) + ...+ f(n+ 1) ≤
∫ n+1

1

f(x)dx ≤ f(1) + f(2) + ... + f(n) =⇒

Sn+1 − f(1) ≤
∫ n+1

1

f(x)dx ≤ Sn

!�� ��� �	�	����� � ��� �������	� ��� � ��'���� ���������

{∫ n+1

1

f(x)

}∞

n=1
	���� �������� �� ��� ����� �� � ��'���� ��������� {Sn}∞n=1 	���� ���������

2��	�

 ��

∫ ∞

1

f(x)dx �������	� �� ��� ����� �� �
∞∑
n=1

f(n) �������	��

�

0���2	/�
��� ,������

1�
∞∑
n=1

1

nλ
�������	� �� ��� ����� λ > 1�

;�� ��� ���%	�'� %���������	 %�� �	����
�	�
C

)�K* !� λ < 0$ ���	 lim
n→∞

1

nλ
= lim

n→∞
n−λ = ∞�

2��	�

 � �	��� �������	�$ ���� � ��������� �(� ��(� ��
 %	�
�	��	� ��� ��%���
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-/: �������� �

)+K* !� λ ≥ 0$ ���	 � ��������� f(x) =
1

xλ
$ x ∈ [1,∞)$ 	���� ���������

2���(�� �	 �� �������� �������(��
 � �	��� �������	� �� ���

����� �� �������	� �� �������(��

∫ ∞

1

1

xλ
dx %���%� ���� ���

λ > 1�

-�
∞∑
n=1

ne−n2
�������	�� ��������$ 	�	�%�

f ′(x) = e−x2

+ x(−x2)′e−x2

= e−x2

(1− 2x2) < 0

��� ���	 x ∈ [1,∞), � f(x) = xe−x2
	���� �������� ��� [1,∞)$∫ ∞

1

xe−x2

dx = −1

2
e−x2

∣∣∣∞
1
= lim

x→∞

(
−1

2
e−x2

)
+

1

2
e−1 =

1

2e
.

!���

∫ ∞

1

xe−x2

dx �������	�$ � �� ��� �	��� �������	��

,���� :������� ��+ �/<�+ 4��� Cauchy6�

,������ �����
∞∑
n=1

an �	
 �
	�� �
 "
�	��$� ������

�� n
√
an ≤ r < 1 �	
 ��"
 n ≥ n0� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

�� n
√
an ≥ 1 �	
 ��"
 n ≥ n0� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

�' 2	�3�� !� ���� 	� ������
 ������
 n0 ��� ����������
 ������
 r �������

��	 n

√
an ≤ r < 1 ��� ���	 n ≥ n0$ ���	 an ≤ rn ��� ���	 n ≥ n0� ?�	�%�

0 < r < 1 � �	(�	����� �	���
∞∑

n=n0

rn �������	�� !�� �� �������� ��������
 �

�	���
∞∑

n=n0

an �������	�� A!��$ ��� ��� �%������ =�1�/$ � �	���
∞∑
n=1

an �������	��

!� n
√
an ≥ 1 ��� ���	 n ≥ n0$ ���	 an ≥ 1 ��� ���	 n ≥ n0� ?�����(
 �

��������� {an}∞n=1 %	� �������	� ��� ��%��� A!��$ � �	���
∞∑
n=1

an �������	��

�
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0 ���
� ,������ �����
∞∑
n=1

an �	
 �
	�� �
 "
�	��$� ������

�� lim
n→∞

n
√
an < 1� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

�� lim
n→∞

n
√
an > 1� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

�' 2	�3�� !� lim
n→∞

n
√
an = L < 1$ ���	 1− L > 0� A?��( 0 < ε < 1− L�

@��� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0C

n
√
an < L+ ε < 1

2���(�� �	 �� �������� ��
 ��>�
 )��� r = L+ ε* �
∞∑
n=1

an �������	��

!� lim
n→∞

n
√
an = L > 1$ ���	 L− 1 > 0� A?��( 0 < ε < L− 1�

@��� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0C

1 < L− ε < n
√
an

2���(�� �	 �� �������� ��
 ��>�
 �
∞∑
n=1

an �������	��

�

0��������� ,����$� !� �� ���� ��
 �	���

∞∑
n=1

an 	���� �	����� ���

lim
n→∞

n
√
an = 1$ ���	 � �	��� ����	� �� �������	�$ ����	� ��� �� �������	��

;�� ����%	����C
∞∑
n=1

1

n
�������	� ��� lim

n→∞
n

√
1

n
= lim

n→∞
1
n
√
n
= 1�

∞∑
n=1

1

n2
�������	� ��� lim

n→∞
n

√
1

n2
= lim

n→∞

(
1
n
√
n

)2

= 1�

0���2	/�
��� ,����"�

1�
∞∑
n=2

1

(lnn)n
�������	��

��������$

lim
n→∞

n

√
1

(lnn)n
= lim

n→∞
1

lnn
= 0 < 1�



�
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��
�	
�

��

-/= �������� �

-�
∞∑
n=1

1

n

(
3n

1 + n

)n

�������	��

��������$

lim
n→∞

n

√
1

n

(
3n

1 + n

)n

= lim
n→∞

1
n
√
n
· lim
n→∞

3n

1 + n
= 3 > 1�

,���, :������� ��� � ���4��� d’Alembert6�

,����(� �����
∞∑
n=1

an �	
 �
	�� �
 "
�	��$� ������

��
an+1

an
≤ r < 1 �	
 ��"
 n ≥ n0� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

��
an+1

an
≥ 1 �	
 ��"
 n ≥ n0� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

�' 2	�3�� !� ���� 	� ������
 ������
 n0 ��� ����������
 ������
 r �������


��	
an+1

an
≤ r < 1 ��� ���	 n ≥ n0$ ���	 an+1 ≤ ran ��� ���	 n ≥ n0�

?�����(


an0+1 ≤ ran0 ,

an0+2 ≤ ran0+1 ≤ r2an0 ,

an0+3 ≤ ran0+2 ≤ r3an0 ,

.................................

an0+k ≤ ran0+k−1 ≤ rkan0

?�	�%� 0 < r < 1$ � �	(�	����� �	���
∞∑
k=1

rk �������	�� A!�� ��� � �	���

∞∑
k=1

rkan0 �������	�� !�� �� �������� ��������
 � �	���
∞∑
k=1

an0+k �������	��

A!��$ � �	���
∞∑
n=1

an �������	��

!�
an+1

an
≥ 1 ��� ���	 n ≥ n0$ ���	 0 ≤ an ≤ an+1 ��� ���	 n ≥ n0�

����	 � ��������� {an}∞n=1 %	� �������	� ��� ��%��� A!��$ � �	���
∞∑
n=1

an

�������	��
�
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0 ���
� ,������ �����
∞∑
n=1

an �	
 �
	�� �
 "
�	��$� ������

�� lim
n→∞

an+1

an
< 1� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

�� lim
n→∞

an+1

an
> 1� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

�' 2	�3�� !� lim
n→∞

an+1

an
= L < 1$ ���	 1−L > 0� A?��( ��� 0 < ε < 1−L�

@��� 	� n0 ∈ N$ ������ 
��	C
an+1

an
< L + ε < 1 ��� ���	 n ≥ n0� !�� ��

�������� ��� ����� )��� r = L+ ε* �
∞∑
n=1

an �������	��

!� lim
n→∞

an+1

an
= L > 1$ ���	 L− 1 > 0� A?��( ��� 0 < ε < L− 1� @��� 	�

n0 ∈ N$ ������ 
��	C 1 < L − ε <
an+1

an
��� ���	 n ≥ n0� !�� �� ��������

��� ����� �
∞∑
n=1

an �������	��

�

0��������� ,����,� !� �� ���� ��
 �	���

∞∑
n=1

an 	���� �	����� ���

lim
n→∞

an+1

an
= 1$ ���	 � �	��� ����	� �� �������	�$ ����	� ��� �� �������	��

;�� ����%	����C
∞∑
n=1

1

n
�������	� ��� lim

n→∞

1
n+1
1
n

= lim
n→∞

n

n + 1
= 1�

∞∑
n=1

1

n2
�������	� ��� lim

n→∞

1
(n+1)2

1
n2

= lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
= 1

0��������� ,����#� !� lim
n→∞

an+1

an
= L$ ���	 ��� lim

n→∞
n
√
an = L�

7���%�$ �� � ������ ����� ��� ��������� ��� ����� %	� %��	� ��������

��� ��� �������� � �������� ��
 �	���
$ %���%� �� lim
n→∞

an+1

an
= 1$ ���	 	����

�	����� �� %�������	� � ������ ����� ��� ��������� ��
 ��>�
�
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0���2	/�
��� ,����8�

1�
∞∑
n=1

xn

n!
$ x > 0$ �������	��

��������$ lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

xn+1

(n+1)!

xn

n!

= lim
n→∞

x

n+ 1
= 0 < 1�

-�
∞∑
n=1

3nn!

nn
�������	��

��������$ lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
3

(
n

n + 1

)n

= lim
n→∞

3(
n+1
n

)n =
3

e
> 1�

,���# :������� ��� Raabé�

,������ �����
∞∑
n=1

an �	
 �
	�� �
 "
�	��$� ������

��

(
1− an+1

an

)
n ≥ r > 1 �	
 ��"
 n ≥ n0� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

��

(
1− an+1

an

)
n ≤ 1 �	
 ��"
 n ≥ n0� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

�' 2	�3�� A?��( s ∈ (1, r)$ ���	 lim
n→∞

1−(1− 1
n)

s

1
n

= s < r

!�
(
1− an+1

an

)
n ≥ r > 1 ��� ���	 n ≥ n0$ ���	 ��� ���	�� �	���� nC

an+1

an
≤ 1− r

n
���

1− (
1− 1

n

)s
1
n

< r =⇒
an+1

an
≤ 1− r

n
<

(
1− 1

n

)s

=
(n− 1)s

ns
=

1
ns

1
(n−1)s

?�	�%� s > 1$ � �������� �	���
∞∑
n=1

1

ns
�������	��

2��	�

 )A!����� ( ��� �	��%� -=6* � �	���
∞∑
n=1

an �������	��

!�
(
1− an+1

an

)
n ≤ 1 ��� ���	 n ≥ n0$ ���	

an+1

an
≥ 1− 1

n
= n−1

n
=

1
n
1

(n−1)

�

?�	�%� � �	���
∞∑
n=1

1
n
�������	�$ � �	���

∞∑
n=1

an �������	��

�
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0 ���
� ,������ �����
∞∑
n=1

an �	
 �
	�� �
 "
�	��$� ������

�� lim
n→∞

(
1− an+1

an

)
n > 1� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

�� lim
n→∞

(
1− an+1

an

)
n < 1� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

�' 2	�3�� !� lim
n→∞

(
1− an+1

an

)
n = L > 1$ ���	 L− 1 > 0�

A?��( 0 < ε < L− 1$ ���	 ���� 	� n0 ∈ N$ ������ 
��	C

1 < L− ε <

(
1− an+1

an

)
n ��� ���	 n ≥ n0�

2���(�� �	 �� �������� ��� Raabé )��� r = L− ε* �
∞∑
n=1

an �������	��

!� lim
n→∞

(
1− an+1

an

)
n = L < 1$ ���	 1 − L > 0� A?��( 0 < ε < 1 − L$

���	 ���� 	� n0 ∈ N$ ������ 
��	C(
1− an+1

an

)
n < L+ ε < 1 ��� ���	 n ≥ n0�

�
2���(�� �	 �� �������� ��� � Raabé �

∞∑
n=1

an �������	��

0���2	/�
��� ,������

1�
∞∑
n=1

n!

(x+ 1)(x+ 2)...(x+ n)
$ x > 0 �������	� �� ��� ����� �� x > 1�

��������$ lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
n+ 1

x+ n+ 1
= 1�

5� 	���������	 �� �������� ��� Raabé�(
1− an+1

an

)
n =

(
1− n + 1

x+ n+ 1

)
n =

nx

x+ n+ 1
−→ x

!� x > 1$ ���	 � �	��� �������	�� !� x < 1$ ���	 � �	��� �������	��

!� x = 1$ ���	

(
1− an+1

an

)
n =

n

n + 2
< 1 ��� � �	��� �������	��

-� � �	���
∞∑
n=1

(
1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n
)m

$ m = 1, 2, ... �������	� �� ��� �����

�� m ≥ 3�
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an+1

an
=

(
1 · 3 · ... · (2(n+ 1)− 1)

2 · 4 · ... · 2(n+ 1)

)m

·
(

2 · 4 · ... · 2n
1 · 3 · ... · (2n− 1)

)m

=

=

(
2(n+ 1)− 1

2(n + 1)

)m

=

(
2n+ 1

2n+ 2

)m

−→ 1

5� 	���������	 �� �������� ��� Raabé�

m = 1 =⇒
(
1− an+1

an

)
n =

(
1− 2n+ 1

2n+ 2

)
n =

n

2n+ 2
< 1$

���	�

 � �	��� �������	��

m = 2 =⇒
(
1− an+1

an

)
n =

(
1−

(
2n+ 1

2n+ 2

)2
)
n =

4n2 + 3n

4n2 + 8n + 4
< 1$

���	�

 � �	��� �������	��

m = 3 =⇒
(
1− an+1

an

)
n =

12n3 + 18n2 + 7n

8n3 + 24n2 + 24n+ 8
−→ 12

8
> 1$

���	�

 � �	��� �������	��

m > 3 =⇒
(
1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n
)m

<

(
1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n
)3

$

	�	�%�
1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n < 1$

���	�

 � �	��� �������	� ����(�� �	 �� �������� ��������
�

,����8 :������� ��� Kummer�

,����$� �� �	 �
	���
∞∑
n=1

an �
	
∞∑
n=1

cn 
��
	 "
�	��� �
	 cn− cn+1
an+1

an
≥ r > 0

�	
 ��"
 n ≥ n0� ���
 �
∞∑
n=1

an �������
	�

�' 2	�3��!�� ��� ����	�� ran ≤ cnan − cn+1an+1 ��� ���	 n ≥ n0�
?�����(
 ran0+i ≤ cn0+ian0+i − cn0+i+1an0+i+1$ ��� ���	 i = 0, 1, ...�
�	��+�������
 �� i ��� 0 �(
 m ��������	

r(an0 + an0+1 + ...+ an0+m) ≤ cn0an0 − cn0+m+1an0+m+1 ≤ cn0an0
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A!��$ an0 + an0+1 + ... + an0+m ≤ cn0an0

r
��� ���	 m = 0, 1, ...�

2��	�

 �
∞∑

n=n0

an �������	� ���$ ���$ �
∞∑
n=1

an �������	��

�

0 ���
� ,����"� ����� ��	 �	 �
	���
∞∑
n=1

an �
	
∞∑
n=1

cn 
��
	 "
�	����

�� lim
n→∞

(
cn − cn+1

an+1

an

)
> 0� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

,����� :������� ��� Jensen�

,����(� ����� ��	 �	 �
	���
∞∑
n=1

an �
	
∞∑
n=1

cn 
��
	 "
�	����

�� cn − cn+1
an+1

an
≤ 0 �	
 ��"
 n ≥ n0 �
	

∞∑
n=1

1

cn
� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

�' 2	�3�� cnan ≤ cn+1an+1 ��� ���	 n ≥ n0 =⇒ {cnan}∞n=n0
	���� ��'����

=⇒ cnan ≥ cn0an0 ��� ���	 n ≥ n0 =⇒ an ≥ 1

cn
cn0an0 ��� ���	 n ≥ n0�

?�	�%� �
∞∑
n=1

1

cn
�������	�$ ����(�� �	 �� �������� ��������
 �

∞∑
n=1

an

�������	��
�

0 ���
� ,������ ����� ��	 �	 �
	���
∞∑
n=1

an �
	
∞∑
n=1

cn 
��
	 "
�	����

�� lim
n→∞

(
cn − cn+1

an+1

an

)
< 0 �
	 �

∞∑
n=1

1

cn

������
	� ���
 �

∞∑
n=1

an 
������
	�

,����� :������� ��� Bertrand�

,����,� ����� ��	 � �
	��
∞∑
n=1

an 
��
	 "
�	�� �
	Bn = lnn

(
n

(
1− an+1

an

)
− 1

)
�� lim

n→∞
Bn > 1� ���
 �

∞∑
n=1

an �������
	�

�� lim
n→∞

Bn < 1� ���
 �
∞∑
n=1

an 
������
	�
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�' 2	�3�� 5�����	 cn = (n− 1) ln(n− 1) =⇒
cn−cn+1

an+1

an
= (n−1) ln

n− 1

n
+Bn =⇒ lim

n→∞

(
cn − cn+1

an+1

an

)
= −1+Bn�

!� lim
n→∞

Bn > 1$ ���	 lim
n→∞

(
cn − cn+1

an+1

an

)
> 0$ ���	�

 �

∞∑
n=1

an

�������	� ����(�� �	 �� �������� ��� Kummer�

!� lim
n→∞

Bn < 1$ ���	 lim
n→∞

(
cn − cn+1

an+1

an

)
< 0�

?�	�%�
∞∑
n=2

1

cn
�������	�$ �

∞∑
n=1

an �������	�$ ����(�� �	 �� �������� ���

Jensen�
�

,����� :������� ��� Gauss�

,����#� ����� ��	 � �
	��
∞∑
n=1

an 
��
	 "
�	�� �
	 n

(
1− an+1

an

)
= h+

f(n)

np
�

���� f 
��
	 �	
 '�
����� ����������

∞∑
n=1

an �������
	 ⇐⇒ h > 1

�' 2	�3�� ?�	�%� � f 	���� ��������$ lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= h�

!�� �� �������� ��� Raabé ���	���	��� ���C

!� h > 1$ ���	 �
∞∑
n=1

an �������	�� !� h < 1$ ���	 �
∞∑
n=1

an �������	��

!� h = 1$ ���	

lim
n→∞

lnn

(
n

(
1− an+1

an

)
− 1

)
= lim

n→∞
lnn

(
1 +

f(n)

np
− 1

)
=

= lim
n→∞

f(n)
lnn

np
= 0 < 1.

2��	�

 ����(�� �	 �� �������� ��� Bertrand �
∞∑
n=1

an �������	��

�
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5�& ��������  '3),� !"  ���2+ �� :���)�'"

)�� ��+!��)�'" %���"

,���� )	���� ���.��� ��������+ �	���+�

,����� )	
 �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 ε > 0 �����
	

n0 ∈ N ����	�  ��


|an+1 + ...+ an+k| < ε, ∀n ≥ n0, ∀k = 1, 2, ...

�' 2	�3�� � �	���
∞∑
n=1

�������	� �� ��� ����� �� �������	� � ���������

{Sn}∞n=1$ ���� Sn = a1 + ... + an� � {Sn}∞n=1 �������	� �� ��� ����� �� ���
���	 ε > 0 ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	

|Sm − Sn| < ε, ∀m ≥ n0 ��� ∀n ≥ n0.

!� m > n$ ���	 m = n + k, k = 1, 2, ...� ����	

Sm − Sn = (a1 + ... + an + an+1... + am)− (a1 + ... + an) =

= (a1 + ... + an + an+1... + an+k)− (a1 + ...+ an) =

= an+1 + ... + an+k.

�

,���� �' ���� �������� �	���+

,����� �� � �
	��
∞∑
n=1

|an| �������
	� ���
 �
	 � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	�

�' 2	�3�� ;�� ��� ���%	�'� ��
 �������
 ��  ��������������	 ��� �	����
������� ��������
 �	��
 =�4�1�

A?��( ε > 0� ?�	�%� � �	���
∞∑
n=1

|an| �������	�$ ���� 	� n0 ∈ N ������


��	
||an+1|+ ...+ |an+k|| < ε, ∀n ≥ n0, ∀k = 1, 2, ...

A��(


|an+1 + ...+ an+k| ≤ |an+1|+ ... + |an+k| = ||an+1|+ ... + |an+k||
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|an+1 + ... + an+k| < ε, ∀n ≥ n0, ∀k = 1, 2, ...

A!��$ ��� ��� ������� =�4�1$ � �	���
∞∑
n=1

an �������	��

�

0���2	/�
��� ,�����

1�
∞∑
n=1

(−1)
n2+n

2
n

2n
�������	� ��������

��������$

|an| = n

2n
=⇒ n

√
|an| =

n
√
n

2
−→ 1

2
< 1�

2���(�� �	 �� �������� ��
 ��>�
 �
∞∑
n=1

|an| �������	�$ ��� �
∞∑
n=1

an

�������	� ��������

-�
∞∑
n=1

n!xn

(2n)!
�������	� ��������

��������$

|an| = n!|x|n
(2n)!

=⇒ |an+1|
|an| =

(n+1)!|x|n+1

(2(n+1))!

n!|x|n
(2n)!

=
(n + 1)|x|

(2n+ 1)(2n+ 2)
−→ 0 < 1�

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� �
∞∑
n=1

|an| �������	�$ ��� �
∞∑
n=1

an

�������	� ��������

%���
 + ,���$� !� �
∞∑
n=1

|an| �������	�$ ���	 ���	 ��� �
∞∑
n=1

an �������
	


�������

!� �
∞∑
n=1

an �������	� ��� �
∞∑
n=1

|an| �������	�$ ���	 ���	 ��� �
∞∑
n=1

an

�������
	 ��� ���"����
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5�( �+�,,�  %��+�"  ����"

,�$�� :������� ��� Leibniz

,�$��� �� {an}∞n=1 
��
	 "
�	�� �
	 '"�����
 
�����"�
 �
	 lim
n→∞

an = 0� ���


�i� � 
�
��
����
�� �
	�� a1 − a2 + ...+ (−1)n−1an + ... �������
	

�ii� (−1)nan+1 + (−1)n+1an+2 + ... < an+1�

�' 2	�3��

)i* 5	(����	 �� �	���� ���������� Sn = a1 − a2 + ... + (−1)n−1an�

� ��������� {S2n−1}∞n=1 = {S1, S3, S5, ...} 	���� ��������$ ����

S2(n+1)−1 − S2n−1 = S2n+1 − S2n−1 = a2n+1 − a2n ≤ 0.

� ��������� {S2n}∞n=1 = {S2, S4, S6, ...} 	���� ��'����$ ����

S2(n+1) − S2n = S2n+2 − S2n = −a2n+2 + a2n+1 ≥ 0.

?�	�%�$ S2n − S2n−1 = −a2n < 0$ ���	���	��� ��� S2n < S2n−1�

!�� �� �������(
S2 ≤ S2n < S2n−1 ≤ S1

�� ��������	
 {S2n}∞n=1 ��� {S2n−1}∞n=1 	���� �������	
 ��� �������	
$
��� ����������� ?����
 � ���	

lim
n→∞

S2n − lim
n→∞

S2n−1 = lim
n→∞

(S2n − S2n−1) = lim
n→∞

(−a2n) = 0.

?�����(
 lim
n→∞

S2n = lim
n→∞

S2n−1� A!�� � ��������� {Sn}∞n=1 �������	��

2��	�

 � �	��� �������	��

)ii* (−1)nan+1 + (−1)n+1an+2 + ... = S − Sn�

!� n 	���� �����
$ ���	 Sn < S < Sn+1� 2��	�



S − Sn < Sn+1 − Sn = (−1)nan+1 = an+1
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!� n 	���� �	�����
$ ���	 Sn+1 < S < Sn� ?�����(


0 < Sn − S < Sn − Sn+1 = −(−1)nan+1 = an+1

A!��$ S − Sn < 0 < an+1�

�

0���2	/�
��� ,�$���

1�
∞∑
n=1

(−1)n+1

√
n

= 1 − 1√
2

+
1√
3
− 1√

4
+ ... �������	�$ 	�	�%� 	����

	���������	�� �	��� ��� �� ������	
 ����
 �(� ��(� ��
 � �����>���

��������$ ��%	���� ���������C

{
1√
n

}∞

n=1

-�
∞∑
n=1

(−1)n(1− cos
1

n
) �������	��

5� %	�'���	 ��� � ��������� {1 − cos 1
n
}∞n=1 	���� ��������� !��	� ��

%	�'���	 ��� � ��������� f(x) = 1− cos 1
x
, x ∈ [1,∞) 	���� ���������

��������C f ′(x) = −x−2 sin 1
x
< 0, x ∈ [1,∞)�

A? ���	 lim
n→∞

(1 − cos 1
n
) = 0� 2��	�

$ ��� �� �������� =�/�1$ � �� ���

�	��� �������	��

;�� �� 	�������	� �� �������� ��� Leibniz �	 ��� 	���������	�� �	���
∞∑
n=1

(−1)n−1an$ �	 an > 0$ � ��������� {an}∞n=1 ����	� �� 	���� �������� ���

��%	�����
� ������� ��� �������	� �������	� ��� ����� ��� �������� ������� ���

��� �����(
 �������� ��������� �	���
� �����
� �� 	���� ��%	�����

0� ���� ,�$��� ����� {an}∞n=1 �	
 ������� '"�����
 
�����"�
 "
�	� �

�	"� ��

!��
 lim
n→∞

an = 0 
� �
	 ����� 
� � �
	��
∞∑
n=1

(
1− an+1

an

)

������
	�

�' 2	�3�� 5�����	 bn = 1− an+1

an
� ?�	�%� � {an}∞n=1 	���� �����(
 ��������$

0 < bn < 1� !�� ��� ������� an+1

an
= 1− bn ���%	����	��� 	���(���� ���

an = a1(1− b1) · ... · (1− bn−1)
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?�����(


ln
an
a1

=
n−1∑
i=1

ln(1− bi) )=�1*

?�	�%� �� ������� bn 	���� ���������$ ��� ��� =�1 ����	�������	C

lim
n→∞

an = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

ln an = −∞ ⇐⇒

⇐⇒ lim
n→∞

n−1∑
i=1

ln(1− bi) = −∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

ln(1− bn) �������	�

!� lim
n→∞

bn = 0$ ���	 lim
n→∞

ln(1− bn)

bn
= 0� A!��$ ��� �� �������� ��� �����$

� �	���
∞∑
n=1

ln(1− bn) �������	� �� ��� ����� �� � �	���
∞∑
n=1

bn �������	��

� {bn}∞n=1 	���� �� ��%	���� �� ��� ����� �� � ��������� {ln(1− bn)}∞n=1

	���� �� ��%	����� 2��� �	����(�� ���� ��� �� %�� �	���

∞∑
n=1

ln(1−bn)$
∞∑
n=1

bn

�����������

0���2	��
� ,�$�$� 5� �	�	������	 (
 ���
 �� �������� ���

	���������	�� �	���
∞∑
n=1

(−1)n
(2n)!

4n(n!)2
. 5�����	 an =

(2n)!

4n(n!)2
$ ���	

an+1

an
=

2n+ 1

2n+ 2
< 1

A!��$ � ��������� {an}∞n=1 	���� �����(
 ���������

� �	���
∞∑
n=1

(
1− an+1

an

)
=

∞∑
n=1

1

2n+ 2
�������	��

!�� ��� ������� =�/�4$ ���	���	��� ��� lim
n→∞

an = 0�

A!��$ ��� �� 9������� ��� Leibniz =�/�1$ � 	���������	�� �	���
∞∑
n=1

(−1)n
(2n)!

4n(n!)2

�������	��
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2	 ���	 �	���
∞∑
n=1

an �������� ���	 ��
 �	���

∞∑
n=1

pn ���
∞∑
n=1

qn �� ���� �(�

����(� ���>����� (
 	'�
C

pn =
|an|+ an

2
, qn =

|an| − an
2

�� ���� �(� ���������(� �	��
� 	���� �� ���������� ��������$

pn =

{
an, �� an > 0

0, �� an ≤ 0.
��� qn =

{
0, �� an ≥ 0

−an, �� an < 0.

� �	���
∞∑
n=1

pn ���	���� �	���� ����
 ��
 �	���

∞∑
n=1

an�

� �	���
∞∑
n=1

qn ���	���� �������� ����
 ��
 �	���

∞∑
n=1

an�

�	!��
� ,�"��� ( �
	��
∞∑
n=1

|an| �������
	 
� �
	 ����� 
� �	 
������	�
�

�
	���
∞∑
n=1

pn �
	
∞∑
n=1

qn �����������

�' 2	�3�� !� � �	���
∞∑
n=1

|an| �������	�$ ���	 � �	���
∞∑
n=1

an �������	��

2��	�

 ���������� �� �	���


∞∑
n=1

pn =

∞∑
n=1

( |an|
2

+
an
2

)
���

∞∑
n=1

qn =

∞∑
n=1

( |an|
2

− an
2

)

!��������(
$ �� �� �	���

∞∑
n=1

pn ���
∞∑
n=1

qn ����������$ ���	$ 	�	�%� |an| =

pn + qn$ ��� � �	���
∞∑
n=1

|an| �������	��
�

�	!��
� ,�"��� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 ��� ���"���� ���
 �	


������	�
� �
	���
∞∑
n=1

pn �
	
∞∑
n=1

qn 
����������
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�' 2	�3�� !� � �	���
∞∑
n=1

an �������	� ��� �������$ ���	
∞∑
n=1

an �������	�

���
∞∑
n=1

|an| �������	��
2��	�

 �� �	���


∞∑
n=1

pn =
∞∑
n=1

( |an|
2

+
an
2

) ∞∑
n=1

qn =
∞∑
n=1

( |an|
2

− an
2

)

����������$ 	�	�%� ���	��� 	���� �������� ���
 �	���
 ��� �������	� ��� ���

��� �������	��

�

0 ���
� ,�"���

1�
∞∑
n=1

pn <∞ ���
∞∑
n=1

qn <∞ =⇒
∞∑
n=1

an �������	� ��������

-� ∞∑
n=1

pn <∞ ���
∞∑
n=1

qn = ∞
�

∞∑
n=1

pn = ∞ ���
∞∑
n=1

qn <∞

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ =⇒

∞∑
n=1

an �������	�

4�
∞∑
n=1

pn = ∞ ���
∞∑
n=1

qn = ∞ =⇒
∞∑
n=1

an � �������	� ��� �������$

� �������	��

0���2	/�
��� ,�"�$�

1�
∞∑
n=1

an = 1− 1

3
+

1

2
− 1

33
+

1

22
− 1

35
+

1

23
− ... +

1

2k−1
− 1

32k−1
+ ...�

a2k−1 =
1

2k−1
$ a2k = − 1

32k−1

∞∑
n=1

pn =
∞∑
k=1

1

2k−1
<∞

∞∑
n=1

qn =
∞∑
k=1

1

32k−1
= 3

∞∑
k=1

1

9k
<∞

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ =⇒

∞∑
n=1

an �������	� ��������
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-�
∞∑
n=1

an = 1− 1

3
+

1

3
− 1

32
+

1

5
− 1

33
+

1

7
− ...+

1

2k − 1
− 1

3k
+ ...�

a2k−1 =
1

2k − 1
$ a2k = − 1

3k

∞∑
n=1

pn =
∞∑
k=1

1

2k − 1
= ∞

∞∑
n=1

qn =
∞∑
k=1

1

3k
<∞

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ =⇒

∞∑
n=1

an �������	��

4�
∞∑
n=1

an = 1− 1

3
+

1

3
− 1

7
+

1

5
− 1

11
+ ... +

1

2k − 1
− 1

4k − 1
+ ...�

a2k−1 =
1

2k − 1
$ a2k = − 1

4k − 1

∞∑
n=1

pn =
∞∑
k=1

1

2k − 1
= ∞

∞∑
n=1

qn =
∞∑
k=1

1

4k − 1
= ∞

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ =⇒

∞∑
n=1

an �������	� �

�������	� ��� �������

A?��( �
∞∑
n=1

an �������	�$ ���	 �������	� � �	���

(a1+a2)+(a3+a4)+... =
∞∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

4k − 1

)
=

∞∑
k=1

2k

(2k − 1)(4k − 1)

9�����'��	 �	 �����$ ��� �
∞∑
n=1

an �������	��

/�
∞∑
n=1

an =
1

3
− 1 +

1

7
− 1

5
+

1

11
− 1

9
+ ... +

1

4k − 1
− 1

4k − 3
+ ...�

a2k−1 =
1

4k − 1
$ a2k = − 1

4k − 3

∞∑
n=1

pn =
∞∑
k=1

1

4k − 1
= ∞

∞∑
n=1

qn =
∞∑
k=1

1

4k − 3
= ∞

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ =⇒

∞∑
n=1

an �������	� �

�������	� ��� �������
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����������	 ��� � �	���

∞∑
k=1

dk =

(
1

3
− 1

)
+

(
1

7
− 1

5

)
+ ...+

(
1

4k − 1
− 1

4k − 3

)
+ ... =

=

∞∑
n=1

(
1

4k − 1
− 1

4k − 3

)
= −

∞∑
n=1

2

(4k − 1)(4k − 3)

�������	� ����(�� �	 �� ����(������ ���������

5	(����	 �� �	���� ���������� �(� �	��
�
∞∑
k=1

dk ���
∞∑
n=1

an �������� �C

S∗
k = d1 + ...+ dk, Sn = a1 + ...+ an

A? ���	 S2k = (a1 + a2) + ...+ (a2k−1 + a2k) = d1 + ... + dk = S∗
k �

?�	�%� �
∞∑
k=1

dk �������	�$ �� �	�C lim
k→∞

S2k = lim
k→∞

S∗
k �

!�� ��� ���� �	���

lim
k→∞

S2k−1 = lim
k→∞

(a1 + ...+ a2k−1) = lim
k→∞

[(a1 + ... + a2k−1 + a2k)− a2k] =

= lim
k→∞

[
S2k +

1

4k − 3

]
= lim

k→∞
S2k + lim

k→∞
1

4k − 3
=

= lim
k→∞

S2k

!��� lim
k→∞

S2k = lim
k→∞

S2k−1$ � ��������� {Sn}∞n=1 �������	��

A!��$ �
∞∑
n=1

an �������	� ��� ��������

5�. �+���0��<!  ���0"

�	!��
� ,�(��� �� � "
�	�� �
	��
∞∑
n=1

an �������
	� ���
 ��"
 �
	�� ���

����$��
	 
�� 
�
�	��
#� ��� ���� ��� �������
	 �
	 ��
	 �� ��	� �"��	��
�

�' 2	�3�� A?��( ��� � �	���
∞∑
k=1

a′k �������	� ��� ��� ���%����'� �(� ��(�

��
 �����������
 �	����
 �	���

∞∑
n=1

an�



�
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-:/ �������� �

���	 a′k = aϕ(k)$ ���� ϕ : N \ {0} → N \ {0} 	���� ��� ���&����&��� ��� 	��
��	��������

5	(����	 �� �	���� ���������� �(� �	��
�
∞∑
k=1

a′k ���
∞∑
n=1

anC

S ′
k = a′1 + ... + a′k

Sn = a1 + ... + an

A? ���	 a′1 = aϕ(1), a
′
2 = aϕ(2), ..., a

′
k = aϕ(k)�

A?��( nk > max{ϕ(1), ϕ(2), ..., ϕ(k)}$ ���	
Snk

= a1+...+aϕ(1)+...+aϕ(k)+...+ank
≥ aϕ(1)+...+aϕ(k) = a′1+...+a

′
k = S ′

k.

?�����(
 S ′
k ≤ Snk

<
∞∑
n=1

an� A!��$
∞∑
k=1

a′k = lim
k→∞

S ′
k ≤

∞∑
n=1

an�

A?�	�%�
∞∑
n=1

an 	���� ���%����'� ��

∞∑
k=1

a′k � ���	
∞∑
n=1

an ≤
∞∑
k=1

a′k�

A!��
∞∑
n=1

an =
∞∑
k=1

a′k�

�

�	!��
� ,�(��� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 
�����
� ���
 ��"
 �
	�� ���

����$��
	 
�� 
�
�	��
#� ��� ���� ��� �������
	 
�����
 �
	 ��
	 �� ��	�
�"��	��
�

�' 2	�3�� ?�	�%� � �	���
∞∑
k=1

|a′k| 	���� ���%����'� ��
 �����������
 �	����


�	���

∞∑
n=1

|an|$ ����	�������	 ���
∞∑
k=1

|a′k| �������	�$ %���%� �
∞∑
k=1

a′k �������	�

��������

A? ���	
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

pn −
∞∑
n=1

qn ���
∞∑
k=1

a′k =
∞∑
k=1

p′k −
∞∑
k=1

q′k$ ���� ��

�	���

∞∑
n=1

pn ���
∞∑
n=1

qn 	���� ����������	
 �	 �� ���������
 ����
$ ��� ���	

���%����'� ���
 � 	� �� �%�� ���������

?�����(

∞∑
n=1

pn =
∞∑
k=1

p′k ���
∞∑
n=1

qn =
∞∑
n=k

q′k.

A!��$
∞∑
n=1

an =
∞∑
k=1

a′k�

�
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0���2	��
� ,�(��� � �	���
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
�������	�$ � � ��(


�������$ ���� �������	� � �������� � �	���
∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

1

n
.

5� %	�'���	 ��� ���� 	� ��� ����������� ���%����'�
∞∑
n=1

a′n ��

∞∑
n=1

an$

������ 
��	
∞∑
n=1

a′n 	=
∞∑
n=1

an�

�����������
 ��� %�� ���
 ����
 ��
 �� ���
 �����������
 �	���

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
= 1− 1

2︸ ︷︷ ︸
b1

+
1

3
− 1

4︸ ︷︷ ︸
b2

+...+
1

2k − 1
− 1

2k︸ ︷︷ ︸
bk

+...

� �����>���	 ���������� �	��� �	 �� �%�� ��������
∞∑
k=1

bk =

(
1− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ ... +

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
+ ... =

∞∑
n=1

an

5	(����	 ��� ���%���	������� �	���
∞∑
n=1

a′n = 1− 1

2
− 1

4︸ ︷︷ ︸+
1

3
− 1

6
− 1

8︸ ︷︷ ︸+... +
1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k︸ ︷︷ ︸+...
A?��( Sn = a1 + ... + an ��� S ′

n = a′1 + ... + a′n� A? ���	

S ′
3n =

n∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

4k − 2︸ ︷︷ ︸−
1

4k

)
=

n∑
k=1

(
1

4k − 2
− 1

4k

)
=

=
1

2

n∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
=

1

2

n∑
k=1

bk =
1

2
S2n

����������	 ��� S ′
3n−1 = S ′

3n +
1

4n
��� S ′

3n−2 = S ′
3n−1 +

1

4n− 2
�

2��	�

 lim
n→∞

S ′
3n−1 = lim

n→∞
S ′
3n−2 = lim

n→∞
S ′
3n = lim

n→∞
1

2
S2n =

1

2

∞∑
n=1

an.

A!��$
∞∑
n=1

a′n =
1

2

∞∑
n=1

an�

�	!��
� ,�(�$� �� � �
	��
∞∑
n=1

an �������
	 ��� ���"���� ���
&

(i) �����
	 
�
�	��
#� ��� �
	��� ��� 
������
	

(ii) �	
 ��"
 a ∈ R �����
	 
�
�	��
#� ��� �
	��� ��� ��
	 �"��	��
 a�
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5�1 /�+%��+�  ���2+ )��0 Cauchy

%���
 + ,����� ;����	�� ���� Cauchy �(� �	��
�
∞∑
n=0

an ���
∞∑
n=0

bn 	���� �

�	���
∞∑
n=0

cn �	 �	���� ��� cn =
n∑

i=0

aibn−i = a0bn + ... + anb0�

7���%� � �	���

a0b0︸︷︷︸
c0

+ (a0b1 + a1b0)︸ ︷︷ ︸
c1

+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)︸ ︷︷ ︸
c2

+ (a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0)︸ ︷︷ ︸
c3

+...

-�
	/
�� ,����� ;����	�� ���� Cauchy �(� �	��
�
∞∑

n=n1

an ���
∞∑

n=n2

bn 	����

� �	���
∞∑
n=0

cn �	 �	���� ��� cn =
n∑

i=0

an1+ibn2+n−i�

0���2	/�
��� ,�����

1� �� �����	�� ���� Cauchy �(� �	��
�C

∞∑
n=0

an =

∞∑
n=0

xn ���
∞∑
n=0

bn =

∞∑
n=0

(−1)nxn

	���� � �	��� �	 �	���� ���

cn =

n∑
i=0

aibn−i =

n∑
i=0

xi(−1)n−ixn−i =

n∑
i=0

(−1)n−ixn.

?�����(


c0 = 1,

c1 = −x+ x = 0,

c2 = x2 − x2 + x2 = x2,

c3 = −x3 + x3 − x3 + x3 = 0,

c4 = x4 − x4 + x4 − x4 + x4 = x4, ...
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7���%� c2k = x2k ��� c2k+1 = 0$ ���� k = 0, 1, 2, ...� ����	

∞∑
n=0

cn = 1 + 0 + x2 + 0 + x4 + ... + x2k + 0 + ... =

= 1 + x2 + x4 + ...+ x2k + ... =
∞∑
k=0

x2k

-� �� �����	�� ���� Cauchy �(� �	��
�
∞∑
n=0

xn ���
∞∑
n=0

xn 	���� � �	��� �	

�	���� ���

cn =

n∑
i=0

xixn−i =

n∑
i=0

xn = xn + ...+ xn︸ ︷︷ ︸
(n+1)−�����

= (n+ 1)xn

�	!��
� ,���$� �� �	 �
	���
∞∑
n=0

an �
	
∞∑
n=0

bn ���������� 
�����
� ���
 �
	

�� �	���
�� ���� �
�� Cauchy
∞∑
n=0

cn �������
	 
�����
� 
�	�����

∞∑
n=0

cn =

∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn

�' 2	�3�� 5� %	�'���	 ��� �
∞∑
n=0

cn �������	� ��������

A? ���	C cn = a0bn + ..+ anb0� A!�� |cn| ≤ |a0||bn|+ ..+ |an||b0|� 2��	�


|c0|+ |c2|+ ... + |cn| ≤ (|a0|+ ... + |an|)(|b0|+ ... + |bn|)

?�	�%� �	���

∞∑
n=0

an ���
∞∑
n=0

bn ���������� �������$ ���� ��� A,B ∈ R

��� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0 �� �� �	�

|a0|+ ...+ |an| ≤ A, |b0|+ ... + |bn| ≤ B

A!�� |c0| + |c2| + ... + |cn| ≤ A · B. ?�����(
 �
∞∑
n=0

|cn| �������	�� A!��$ ��

�����	�� ���� Cauchy
∞∑
n=0

cn �������	� �������
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5� %	�'���	 ���
∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn�

A����� ��(
 ���%	�'��	 ��� �������	� � �	���
∞∑
n=0

|cn| ���%	����	��� ���
�������	� ������� � �	���

∞∑
n=0

dn = a0b0 + a0b2 + a2b0 + a0b3 + a2b2 + a3b0 + ...

A?��( ��� � �	���
∞∑
n=0

d′n 	���� ��� ���%����'� ��

∞∑
n=0

dn$ ������ 
��	

S0 = d′0 = a0b0

S3 = d′0 + d′1 + d′2 + d′3 = a0b0 + a0b1 + a1b0 + a1b1 = (a0 + a1)(b0 + b1)

.............................................................................................................

Sn2−1 = d′0 + d′1 + d′2 + d′3 + ...+ d′n2−1 = (a0 + ... + an)(b0 + ...+ bn)

���	

∞∑
n=0

cn =

∞∑
n=0

dn =

∞∑
n=0

d′n = lim
n→∞

Sn2−1 =

= lim
n→∞

(a0 + ...+ an)(b0 + ... + bn) =

= lim
n→∞

(a0 + ...+ an) · lim
n→∞

(b0 + ... + bn) =
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn

�

�	!��
� ,���"� �� ��
 
�� �	� ����������
� �
	���
∞∑
n=0

an �
	
∞∑
n=0

bn

�������
	 
�����
� ���
 �
	 �� �	���
�� ���� �
��
∞∑
n=0

cn Cauchy �������
	

���	 ���� ����
 
�����
�� 
�	�����
∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn�

�	!��
� ,���(� �� �	 �
	���
∞∑
n=0

an�
∞∑
n=0

bn �
	 �� �	���
�� ���� �
��

Cauchy
∞∑
n=0

cn ����������� ���

∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn�
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��� ,�����

1� �� �	(�	����� �	���
∞∑
n=0

xn ��� |x| < 1 �������	� ��������

2�� ����%	���� =�8�4)-* +�����	 ��� �� �����	�� ����Cauchy �(� �	��
�
∞∑
n=0

xn ���
∞∑
n=0

xn 	���� � �	���
∞∑
n=0

(n+1)xn� G��������
���
 �� 5	
����

=�8�/$ +�������	 �� �������� ��
 �	���
 ����
 ��� |x| < 1C

∞∑
n=0

(n+ 1)xn =

∞∑
n=0

xn ·
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
· 1

1− x
=

(
1

1− x

)2

-� �� �	(�	����� �	���
∞∑
n=0

1

2n
= 1 +

1

2
+

1

22
+ . . . �������	� ��������

�� �����	�� ���� Cauchy �(� �	��
�
∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

1
2n

	���� �

�	���
∞∑
n=0

cn$ ����

cn =

n∑
i=0

aibn−i =

n∑
i=0

(
1

2i
· 1

2n−i

)
=
n+ 1

2n

G��������
���
 �� 5	
���� =�8�/$ +�������	C

∞∑
n=0

n+ 1

2n
=

∞∑
n=0

1

2n
·

∞∑
n=0

1

2n
=

1

1− 1
2

· 1

1− 1
2

= 4.

5�5 *�+��� ����"

��� �	��� ��
 �����


∞∑
n=0

an(x− x0)
n = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)

2 + ... + an(x− x0)
n + ...

���	���� %������	��� ������ x0�
������

 ���	 %������	��� ������� x0 ��� x = x0 �������	��
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5������
 X = x−x0 ���� �������( %������	��� ��������	 %������	���
������� ��%��

∞∑
n=0

anX
n = a0 + a1X + a2X

2 + ...+ anX
n + ...

� ����� ��� X = 0 �������	��

�	!��
� ,�,��� �� � �
	��
∞∑
n=0

anr
n� r 	= 0� �������
	� ���
 � ���
���
	��

∞∑
n=0

anx
n �������
	 
�����
 �	
 ��"
 x ∈ (−|r|, |r|)�

�' 2	�3�� !� � �	���
∞∑
n=0

anr
n �������	� ��� r 	= 0$ ���	 lim

n→∞
anr

n = 0�

?�����(
 ���� 	� n0 ∈ R$ ������ 
��	 ∀n ≥ n0 �� �� �	� |anrn| < 1.
����	

|anxn| = |an||xn| · |r
n|

|rn| = |anrn| · |x
n|

|rn| < 1 · |x
n|

|rn| =
∣∣∣x
r

∣∣∣n

!� x ∈ (−|r|, |r|)$ ���	
∣∣∣x
r

∣∣∣ < 1� ?�����(
 � �	(�	����� �	���
∞∑
n=0

∣∣∣x
r

∣∣∣n
�������	�� A!��$ � �	���

∞∑
n=0

|anxn| �	 ������	���
 ����
 �������	��
�

0 ���
� ,�,��� /	
 ��"
 ���
���
	��
∞∑
n=0

anx
n 	��$
	 ��
 
�� �	� �
�
����

��
	� �
�	�� �
	�&

0�
∞∑
n=0

anx
n �������
	 ���� �	
 x = 0�

1�
∞∑
n=0

anx
n �������
	 
�����
 ∀x ∈ (−∞,∞)

2�
∞∑
n=0

anx
n �������
	 
�����
 ∀x ∈ (−R,R) �
	 
������
	 ∀x 	∈ [−R,R]�

���� R = sup{x ∈ R :
∞∑
n=0

anx
n �������
	} 	= 0.
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�' 2	�3�� 5	(����	 �� ������ Δ = {x ∈ R :
∞∑
n=0

anx
n �������	�}.

7���������	 ��	�
 �	����
�	�
C

1� !� Δ = {0}$ ���	 � %������	��� �������	� ���� ��� x = 0�

-� Δ 	= {0} ��� Δ 	���� ��( �� ���������

2��� �	����(�� ���� ��� ���	 x ∈ (−∞,∞) ���� 	� rx > |x|$ ������

��	 � �	���

∞∑
n=0

anr
n
x �������	�� 2���(�� �	 �� 5	
���� =�=�1$ 	�	�%� x ∈

(−rx, rx) � �	���
∞∑
n=0

anx
n �������	� ��������

4� Δ 	= {0} ��� Δ 	���� ��( ���������

5�����	

sup{x ∈ R :
∞∑
n=0

anx
n �������	�} = R

!�� �� 5	
���� =�=�1 ���	���	��� ��� R > 0�

!� x ∈ (−R,R)$ ���	 ���� 	� r > 0 ������ 
��	 −R < −r < x < r < R

��� �
∞∑
n=0

anr
n �������	�� !�� �� 5	
���� =�=�1$ �

∞∑
n=0

anx
n �������	� ��������

!� x > R$ ���	 �
∞∑
n=0

anx
n �������	� ��� ��� ������ ��� R�

���	� �� %	�'���	 ��� � %������	��� �������	� ��� x < −R�
!
 ���������	 �����	�� ��� � �	���

∞∑
n=0

anx
n �������	� ��� ��� x < −R�

���	$ ��� �� 5	
���� =�=�1$ �
∞∑
n=0

an(x
∗)n �������	� ��� ���	 x∗ ∈ (x, − x)�

A��(
 x < −R < 0 < R < −x� 2��	�

 �
∞∑
n=0

an(x
∗)n �������	� ��� ���	

x∗ ∈ (R,−x)� ?�����(
 sup{x ∈ R :
∞∑
n=0

anx
n �������	�} > R$ ��� 	����

������ A!��$ ��� ��� x < −R � %������	���
∞∑
n=0

anx
n �������	��

�
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Δ = {x ∈ R :
∞∑
n=0

anx
n �������	�}

���	���� %������� ��������
 ��
 %������	��

∞∑
n=0

anx
n�

• !� �
∞∑
n=0

anx
n �������	� ���� ��� x = 0$ ���	 ���	 ��� � ������

��������
 ��
 %������	���
 	���� R = 0�

�� %������� ��������
 ���� �	����(�� ���� 	���� Δ = {0}�

• !� �
∞∑
n=0

anx
n �������	� ��� ���	 x ∈ (−∞,∞)$ ���	 ���	 ��� � ������

��������
 ��
 %������	���
 	���� R = ∞�

�� %������� ��������
 ���� �	����(�� ���� 	���� Δ = (−∞,∞)�

• !� �
∞∑
n=0

anx
n �������	� ������� ��� ���	 x ∈ (−R,R) ��� �������	�

��� ���	 x 	∈ [−R,R]$ ���	 � ������
 R ���	���� ������ ��������
 ��

%������	���
�

�� %������� ��������
 Δ ���� �	����(�� ���� 	���� ��� ��� ��
%��������� [−R,R)$ (−R,R)$ (−R,R]$ [−R,R]�

0 ���
� ,�,�$� �� � 
����
 �$���	��� ��� ���
���
	���
∞∑
n=0

anx
n 
��
	

R ∈ R� ���


R = sup{x ∈ R :
∞∑
n=0

|anxn| �������
	}.

0���2	/�
��� ,�,�"� E� +�	�	� � ������ ��������
 ��� �� %�������
��������
 ��� ��� ���	��� ��� ��
 �������( %������	���
C

1�
∞∑
n=0

n!xn�

5�����	 bn = n!xn�

x 	= 0 =⇒ lim
n→∞

|bn+1|
|bn| = lim

n→∞
(n + 1)!|x|n+1

n!|x|n = lim
n→∞

(n+ 1)|x| = ∞�
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A!��$
|bn+1|
|bn| > 1 ��� ���	�� �	���� n� 2���(�� �	 �� �������� ���

����� �
∞∑
n=0

|bn| �������	� ��� ���	 x 	= 0� A!��$ R = 0 ��� Δ = {0}�

-�
∞∑
n=0

xn

n!

5�����	 bn =
xn

n!
�

x 	= 0 =⇒ |bn+1|
|bn| =

n!|x|n+1

(n+ 1)!|x|n =
|x|
n+ 1

=⇒ lim
n→∞

|bn+1|
|bn| = 0

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� �
∞∑
n=0

|bn| �������	� ��� ���	 x 	= 0�

?�����(
 R = ∞ ��� Δ = {−∞,∞}�

4�
∞∑
n=0

(sinn)xn

A? ���	 |anxn| = |(sinn)xn| ≤ |x|n�

!� |x| < 1$ ���	 � �	(�	����� �	���
∞∑
n=0

|x|n �������	��

?�����(
 �������	� � �	��� �	 ������	���
 ����
C
∞∑
n=0

|(sinn)xn|�

!� |x| > 1$ ���	 |(sinn)xn| > | sinn|� ?�	�%� �
∞∑
n=0

| sinn| �������	�$ �

�	��� �	 �	�����	���
 ����

∞∑
n=0

|(sinn)xn| �������	��

2��	�

 R = sup{x ∈ R :
∞∑
n=0

|(sinn)xn| �������	�} = 1�

;�� x = ±1 ��������	 ��
 �	���

∞∑
n=0

sinn ���
∞∑
n=0

(−1)n sin n �� ����	


����������$ 	�	�%� �� ���� ���
 � �����>��� ��������� ��� %	� �	��	�
��� ��%��� 2��	�

 Δ = (−1, 1)�
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0� ���� ,�,�(� �����
∞∑
n=1

anx
n �	
 ���
���
	�� �
 
����
 �$���	��� R �
	

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L.

�i� �� L ∈ R \ {0}� ���
 R =
1

L
�

�ii� �� L = 0� ���
 R = ∞�

�iii� �� L = ∞� ���
 R = 0�

�' 2	�3�� 2	 ���	 �	����(�� � �	��� �������	� ��� x = 0�

)i* A?��( lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L ∈ R \ {0} ��� x 	= 0$ ���	

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = L|x|.

!� L|x| < 1$ ���%����� |x| < 1

L
$ ���	 � �	���

∞∑
n=1

|anxn| �������	��

!� L|x| > 1$ ���%����� |x| > 1

L
$ ���	 � �	���

∞∑
n=1

|anxn| �������	��

A!��$ R = sup{x :
∞∑
n=1

|anxn| �������	�} =
1

L
.

)ii* A?��( lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 0 ��� x 	= 0� ���	

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = 0 < 1

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� � �	���
∞∑
n=1

|anxn| �������	��

?�����(
 ��� � �	���
∞∑
n=1

anx
n �������	�� A!��$ R = ∞�

)iii* A?��( lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = ∞ ��� x 	= 0$ ���	 lim
n→∞

|an+1x
n+1|

|anxn| = ∞�

2��	�

 ��� ���	�� �	���� n �� �� �	� |an+1x
n+1| > |anxn|�

!��� lim
n→∞

|anxn| 	= 0$ � �	���
∞∑
n=1

anx
n �������	�$ ���$ R = 0�

�
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0���2	/�
��� ,�,��� E� +�	�	� � ������ ��������
 ��� �� %�������
��������
 ��� ��� ���	��� ��� ��
 �������( %������	���
C

1�
∞∑
n=1

n!

(2n)!
xn�

5�����	 an =
n!

(2n)!
$ ���	 lim

n→∞
|an+1|
|an| = lim

n→∞
(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 2)
= 0�

?�����(
 R = ∞ ���$ ���$Δ = (−∞,∞)�

-�
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
xn�

5�����	 an =
(n!)2

(2n)!
$ ���	 lim

n→∞
|an+1|
|an| = lim

n→∞
(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

1

4
.

?�����(
 R = 4�

|x| = 4 =⇒
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
4n =⇒

|an+1x
n+1|

|anxn| =
(n+ 1)2 · 4

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

4n2 + 8n+ 4

4n2 + 6n+ 2
> 1 =⇒

|an+1x
n+1| > |anxn| =⇒ � ��������� {anxn}∞n=1 ��� |x| = 4 %	� � 	�

���� �� ��%�� =⇒
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
4n �������	�� 2��	�

 Δ = (−4, 4)�

4�
∞∑
n=1

xn

(n+ 1)2n

5�����	 an =
1

(n+ 1)2n
$ ���	 lim

n→∞
|an+1|
|an| = lim

n→∞
n+ 1

2(n+ 2)
=

1

2
.

?�����(
 R = 2�

;�� x = R = 2 ��������	 �� �	���
∞∑
n=1

1

n+ 1
$ � ����� �������	� ����(��

�	 �� ����(������ ���������

;�� x = −R = −2 ��������	 �� �	���
∞∑
n=1

(−1)n
1

n+ 1
$ � ����� �������	�

%���� 	���� 	����������� ��� �� ������	
 ����
 �(� ��(� ��
 � �����>���
�������� ��%	���� ���������� A!�� Δ = [−2, 2)�
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0� ���� ,�,�,� �����
∞∑
n=1

anx
n �	
 ���
���
	�� �
 
����
 �$���	��� R

�
	 ���� ��	 lim
n→∞

n
√|an| = L�

�i� �� L ∈ R \ {0}� ���
 R =
1

L
�

�ii� �� L = 0� ���
 R = ∞�

�iii� �� L = ∞� ���
 R = 0�

�' 2	�3�� A����� �	 ��� ��������	�� �������� !��� ��� ��������� ���
�����  ���������	���� �� �������� ��
 ��>�
�

�
0���2	/�
��� ,�,�#� E� +�	�	� � ������ ��������
 ��� �� %�������
��������
 ��� ��� ���	��� ��� ��
 �������( %������	���
C

1�
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

xn

lim
n→∞

n

√(
1 +

1

n

)n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e =⇒ R =
1

e

;�� x = ±R = ±1

e
��������	 ��
 �	���


∞∑
n=0

(
1 +

1

n

)n2

· 1

en
���

∞∑
n=0

(−1)n
(
1 +

1

n

)n2

· 1

en

����������	 ���

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n2

· 1

en
= lim

x→∞

((
1 + 1

x

)x2

ex

)
= lim

x→∞
e

ln

⎛
⎜⎝(1+ 1

x)
x2

ex

⎞
⎟⎠
= eL,

���� L = lim
x→∞

ln

((
1 + 1

x

)x2

ex

)
= lim

x→∞
ln(1 + 1

x
)− 1

x
1
x
· 1
x

= −1

2
�

A!��$ lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n2

· 1

en
= e−

1
2 	= 0�

?�����(
 ��� x = ±1

e
� %������	��� �������	�� A!��$ Δ =

(
−1

e
,
1

e

)
�
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-�
∞∑
n=1

1

n2
· xn

lim
n→∞

n

√
1

n2
= lim

n→∞

(
1
n
√
n
· 1

n
√
n

)
= 1 =⇒ R = 1�

;�� x = R = 1 ��������	 ��� �	���
∞∑
n=1

1

n2
$ � ����� �������	� ����(��

�	 �� ����(������ ���������

;�� x = −R = −1 ��������	 ��� �	���
∞∑
n=1

(−1)n
1

n2
$ � ����� �������	�

�������� A!��$ Δ = [−1, 1]�

4�
∞∑
n=1

(−1)n
22nxn

2n

5�����	 an =
(−1)n22n

2n
$ ���	

lim
n→∞

n
√|an| = lim

n→∞
n

√
22n

2n
= lim

n→∞
4

n
√
2 · n

√
n
= 4 =⇒ R =

1

4
�

;�� x =
1

4
��������	 ��� �	���

∞∑
n=1

(−1)n

2n
$ � ����� �������	� %���� 	���� 	&

���������	�� ��� �� ������	
 ����
 �(� ��(� ��
 � �����>��� ��������
��%	���� ����������

;�� x = −1

4
��������	 ��� �	���

∞∑
n=1

1

2n
� ����� �������	� ����(�� �	

�� ����(������ ��������� A!��$ Δ = (−1
4
, 1
4
]�

5�8 �  ���0 Taylor ���"  �+0��! !"

?��( ��� � ��������� f : Δ → R � 	� �����(�� n&��'�
 ��� ���	 n ∈ N

��� %������� Δ ��� x0 ∈ Δ� !�� �� 5	
���� Taylor 1�4�4 ��� ���	 x ∈ Δ
��� ��� ���	 n ∈ N �� �	� � ����
 ��� Taylor

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)
1!

(x− x0) + ...+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x)

���� lim
x→x0

Rn(x) = 0�

9��� Lagrange Rn(x) =
f(n+1)(c)
(n+1)!

(x− x0)
n+1, ���� c 	���� �	��'� x ��� x0�
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 + ,�#��� ?��( ��� � ��������� f � 	� �����
���
 ���	 ��'�
 ���
%������� (a, b) ��� x0 ∈ (a, b)� � �	���

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n = f(x0) +
f ′(x0)
1!

(x− x0) +
f ′′(x0)
2!

(x− x0)
2 + ...,

x ∈ (a, b)$ ���	���� �
��
 Taylor ��� �
	���	� ��� x0 �
�
���
�� 
�� ��
��������� f �

���������� %�� 	�(������C

1� 2������	� � �	��� Taylor ��� x 	= x0L

-� A���� � �	��� Taylor
∑∞

n=0
f(n)(x0)

n!
(x− x0)

n �������	�$ �� �	� � �������

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n;

!�� �� ����%	������ ��� ���������� �������	� ��� � �������� ��� ������
��� �� �������( 	�(������ 	���� ���������

0���2	/�
��� ,�#���

1� 5	(����	 �� ��������� f(x) = ln(1 + x)$ x ∈ (−1,∞)$ ��� x0 = 0�

f ′(x) =
1

1 + x
$ f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
$ f ′′′(x) =

2

(1 + x)3
$ ���$

f (n)(x) = (−1)n−1 (n− 1)!

(1 + x)n
� ?�����(
 f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)!

2��	�


f (n)(0)

n!
=

(−1)n−1

n
��� n ≥ 1 ��� f(0) = ln(1 + 0) = 0�

� �	��� Taylor ��
 f 	���� � %������	��
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn$ ��
 �����
 �

������ ��������
 ������� �	 1 )��� an =
(−1)n−1

n
� ���	 lim n

√|an| =
lim

1
n
√
n
= 1*� !��$ ��� |x| > 1 � �	��� Taylor ��
 f �������	��
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-� 5	(����	 ��� ��������� f(x) =

{
e−

1
x2 , x 	= 0

0, x = 0.

!��%	����	��� ��� f ′(0) = lim
x→0

e−
1
x2

x
= 0$ ��� $f (n)(0) = 0$ n ≥ 1 )+���	

B�+���������C H4M$ �	��%� 1=/*�

;�� �� �	��� Taylor ��� �	������ ��� x0 = 0 ��� ���	 x 	= 0 � ���	
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = 0 	= f(x)

�	!��
� ,�#��� ���� ��	 � ��������� f ��
	 �
�
� ���� ��"
 ��#�� ���
�	�����
 (x0 − r, x0 + r) �
	 x ∈ (x0 − r, x0 + r)� !��


f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n ⇐⇒ lim
n→∞

Rn(x) = 0.

�' 2	�3�� !�� ��� ���� ��� Taylor

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn(x)

5�����	
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k = Sn(x)

!�� �� �������( Sn(x) = f(x)−Rn(x)$ ���� Sn(x) 	���� �� �	���� ����������
��
 �	���
 Taylor ��
 f � 2��	�

C

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n ⇐⇒ f(x) = lim
n→∞

Sn(x) ⇐⇒
⇐⇒ f(x) = lim

n→∞
[f(x)−Rn(x)] ⇐⇒ lim

n→∞
Rn(x) = 0.

�
�	!��
� ,�#�$� ���� ��	 � ��������� f ��
	 �
�
� ���� ��"
 ��#�� ���
�	�����
 (x0 − r, x0 + r)� �� �������� M ∈ R �
	 n0 ∈ N ����	
  ��

|f (n)(x)| ≤M �	
 ��"
 n ≥ n0 �
	 �	
 ��"
 x ∈ (x0− r, x0+ r)� ���
 �	
 ��"

x ∈ (x0 − r, x0 + r) 	��$
	

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n
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�' 2	�3�� ������

 �� �	
���� �� �	� ��� x = x0�
A?��( x ∈ (x0 − r, x0 + r) ��� x 	= x0$ ���	 |x− x0| > 0 ���

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn(x)

!��	� �� %	�'���	 ��� lim
n→∞

Rn(x) = 0.

;�� ���	 n$ ���� 	� cn �	��'� �(� x ��� x0 ������ 
��	

Rn(x) =
f (n)(cn)(x− x0)

n

n!
.

?�	�%� f (n)(cn) ≤M $ ���	���	��� ���

|Rn(x)| =
∣∣∣∣∣f

(n)(cn)(x− x0)
n

n!

∣∣∣∣∣ ≤ M |x− x0|n
n!

A��(
 lim
n→∞

|x− x0|n
n!

= 0 )	���� ��(��� ��� lim
n→∞

an

n!
= 0 ��� ���	 a > 0*�

?�����(
 lim
n→∞

Rn(x) = 0.

A!�� �� 5	
���� =�<�4 �������	� ��� f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

�
0���2	/�
��� ,�#�"�

1� ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

6
+ ..., x ∈ R.

A?��( x ∈ R� ���	 x ∈ (−r, r) ��� ������ r > 0�

���	 ex < er ��� ���	 x ∈ (−r, r)�
5�����	 f(x) = ex$ M = er ��� x0 = 0�

;�� ���	 x ∈ (x0 − r, x0 + r) = (−r, r) ��� ��� ���	 n ∈ N � ���	

|f (n)(x)| = ex < er =M

!��$ f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
xn�

A? ���	 f (n)(x0) = f (n)(0) = e0 = 1 ��� ���	 n ∈ N�

����	 f(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
�
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-� ax =
∞∑
n=0

(ln a)n

n!
xn, a > 0, x ∈ R.

��������$

f(x) = ax = ex lna =
∞∑
n=0

(x ln a)n

n!
=

∞∑
n=0

(ln a)n

n!
xn.

4� sin x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ ..., x ∈ R.

��������$ ��� f(x) = sin x ��� ��� ���	 n ≥ 0 � ���	 |f (n)(x)| = | sin x|
� |f (n)(x)| = | cosx|�
A!�� |f (n)(x)| ≤ 1 ��� ���	 n ��� ��� ���	 x ∈ R

?��( x0 = 0 ��� x ∈ R�

@��� 	� r ∈ R$ ������ 
��	 x ∈ (−r, r) = (x0 − r, x0 + r)�

2�� (−r, r) �������������� �� ������	
 ��������
 ��
 �	��
 Taylor ��

f $ ���	�



sin x =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn.

? ���	

f (0)(0) = sin 0 = 0,

f (1)(0) = cos 0 = 1,

f (2)(0) = − sin 0 = 0,

f (3)(0) = − cos 0 = −1,

f (4)(0) = sin 0 = 0, ...

f (2n)(0) = 0 ��� f (2n+1)(0) = (−1)n$ n = 0, 1, 2, ...�

2��	�

 sin x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

/� cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ ..., x ∈ R.

!��%	����	��� ����� ��(
 ��� ���� �	����(�� ��� sin x�
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6� sinh x =
∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ ..., x ∈ R.

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ ...

e−x = 1− x+
x2

2!
− x3

3!
+ ... + (−1)n

xn

n!
+ ...

sinh x =
ex − e−x

2
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+ ... +

x2n+1

(2n + 1)!
+ ...

:� cosh x =
∑∞

n=0

x2n

(2n)!
= 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ ..., x ∈ R.

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ ...

e−x = 1− x+
x2

2!
− x3

3!
+ ... + (−1)n

xn

n!
+ ...

cosh x =
ex + e−x

2
= 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ ...

5��9 � )� ��"

,��8��� B�	��	 �� ���������� �(� �	��
�

)�A*
∞∑
n=1

1

rn
, |r| > 1

����7
∞∑
n=1

1

rn
=

1

r1
+

1

r2
+

1

r3
+ ... =

1
r

1− 1
r

=
1

r − 1

)+A*
∞∑
n=1

∫ n+1

n

e−
√
xdx

����7 Sn =

∫ 2

1

e−
√
xdx+

∫ 3

2

e−
√
xdx+...+

∫ n+1

n

e−
√
xdx =

∫ n+1

1

e−
√
xdx

∞∑
n=1

∫ n+1

n

e−
√
xdx = lim

n→∞
Sn = lim

n→∞

∫ n+1

1

e−
√
xdx =

∫ ∞

1

e−
√
xdx =
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= 2

∫ ∞

1

e−ttdt =
[−2(te−t + e−t)

] ∣∣∞
1
=

= lim
t→∞

[−2(te−t + e−t)] +
4

e
=

4

e

,��8��� 7	�'�	 ��� �� �	���
 	���� ���	�������
 ��� +�	��	 �� ���������� ���


)�A*
∞∑
n=1

ln
n

n+ 1

����7
∞∑
n=1

ln
n

n + 1
=

∞∑
n=1

(lnn− ln(n+ 1)) = ln 1− lim
n→∞

lnn = −∞

)+A*
∞∑
n=1

x2
n−1

1− x2n

����7
∞∑
n=1

x2
n−1

1− x2n
=

∞∑
n=1

( 1

1− x2n−1 − 1

1− x2n

)
=

=
1

1− x
− lim

n→∞
1

1− x2n
=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1

1− x
− 1 =

x

1− x
�� , |x| < 1

1

1− x
− 0 =

1

1− x
�� , |x| > 1.

,��8��� 7	�'�	 ���

)�A*
1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ ... = 1

����7
∞∑
n=1

n

(n + 1)!
=

∞∑
n=1

( 1

n!
− 1

(n+ 1)!

)
=

=
( 1

1!
− 1

2!

)
+
( 1

2!
− 1

3!

)
+ ... =

1

1!
− lim

n→∞
1

n!
= 1

)+A*
∞∑
n=1

1

n(n+ 1) · ... · (n + p)
=

1

pp!
$ ���� p = 1, 2, ...�

����7

1

n(n + 1)...(n+ p)
=

1

p

(
1

n(n+ 1)...(n + p− 1)
− 1

(n+ 1)...(n+ p)

)
1

n(n + 1)...(n+ p)
= bn − bn+1, bn =

1

pn(n+ 1)...(n+ p− 1)
�
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∞∑
n=1

1

n(n + 1) · ... · (n+ p)
= b1 − lim

n→∞
bn =

1

p(1 · ... · p) − 0 =
1

pp!

:������� ��������+

,��8�$� E� �	�	������ (
 ���
 �� �������� �� �	���
C

)�A*
∞∑
n=1

1

n

(
2

5

)n

����7 2������	�$ 	�	�%�
1

n

(
2

5

)n

≤
(
2

5

)n

��� � �	(�	����� �	���

∞∑
n=1

(
2

5

)n

�������	��

)+A*
∞∑
n=1

3n + 5

4n + n2

����7 an =
3n + 5

4n + n2
≤ 3n + 5

4n
=

(
3

4

)n

+ 5

(
1

4

)n

= bn�

?�	�%� � �	(�	�����
 �	���

∞∑
n=1

(
3

4

)n

���
∞∑
n=1

(
1

4

)n

����������$ �

∞∑
n=1

bn �������	�$ ���$ ����(�� �	 �� �������� ��������
$ ��� �
∞∑
n=1

an

�������	��

)�A*
∞∑
n=1

n!

2n + 1

����7
n!

2n + 1
≥ 2n−1

2n + 1
≥ 2n−1

2n + 2n
=

1

4
���

∞∑
n=1

1

4
�������	�$ ��� ��� �

�� ��� �	��� �	 �	�����	���
 ����
 �������	��

:������� ��� ��/���

,��8�"� E� �	�	������ (
 ���
 �� �������� �� �	���
C

)�A*
∞∑
n=1

sin
1

n2
$ )+A*

∞∑
n=1

sin
1√
n
)�A*

∞∑
n=1

1

lnn
$ )%A*

∞∑
n=1

ln
n2 + 1

n2
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�'�����	�+7 )�A* �������	�$ )+A* �������	�$ )�A* �������	�$ )%A* �������	��

,��8�(� E� ���%	� �	� ��� �� �� �	���

∞∑
n=1

an ���
∞∑
n=1

bn � ��� �	�����
 ����
$

an+1

an
≤ bn+1

bn
��� ���	 n ��� �

∞∑
n=1

bn �������	�$ ���	 �
∞∑
n=1

an �������	��

����7 !�� ��
 ��������	

a2
a1

≤ b2
b1

$
a3
a2

≤ b3
b2

$���$
an+1

an
≤ bn+1

bn
�������	�

���
a2
a1

· a3
a2

· ... · an+1

an
≤ b2
b1

· b3
b2

· ... · bn+1

bn
� �	�� ��� ����������C

an+1

a1
≤ bn+1

b1
$

����	 an+1 ≤ a1
b1

bn+1�

!�
∞∑
n=1

bn �������	�$ ���	
∞∑
n=1

a1
b1
bn+1 �������	�� !�� �� �������� ��������


�
∞∑
n=1

an+1 �������	�� 2��	�

 �
∞∑
n=1

an �������	��

:������� ��
'���
��+ ��� Cauchy

,��8��� 7	�'�	 ���C

)�A*
∞∑
n=2

(lnn)− lnn �������	��

����7 � ��������� an =
1

(lnn)lnn
$ n = 1, 2, ..., 	���� �	���� ��� ���&

������ A? ���	 2na2n =
2n

(ln 2n)n ln 2
=

(
2

(ln 2n)ln 2

)n

�

?�����(
 lim
n→∞

n
√
2na2n = lim

n→∞
2

(ln 2n)ln 2
= 0 < 1� !�� �� �������� ��


��>�
 �
∑
n=2

2na2n �������	�� A!��$ � �� ��� �	��� �������	��

)+A*
∞∑
n=2

(lnn)k$ k ∈ Z �������	��

����7 !� k ≥ 0$ ���	 lim
n→∞

(lnn)k 	= 0$ ���	�

 � �	��� �������	��

!� k < 0$ ���	 � ��������� {an}∞n=1 = {(lnn)k}∞n=1 =

{
1

(lnn)−k

}∞

n=1

	���� �	���� ��� �������� ���
∞∑
n=2

2na2n =
∞∑
n=2

2n

(ln 2n)−k
=

1

(ln 2)−k

∞∑
n=2

2n

n−k
.
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� �	�	����� �	��� �������	� ��� �� �������� ��
 ��>�
$ ����

lim
n→∞

n

√
2n

n−k
= lim

n→∞
2

( n
√
n)−k

= 2 > 1. A!��$ � �� ��� �	��� �������	��

:������� �������
��+ 4��� Maclaurin6

,��8�,� 7	�'�	 ���C

)�A*
∞∑
n=2

1

n(ln n)s
$ s ∈ R$ �������	� �� ��� ����� �� s > 1�

����7 5� %	�'���	 ��� � ��������� f(x) =
1

x(ln x)s
	���� �������� �	

������ %������� [ns,∞)$ ���� ns ∈ N�

A? ���	C [x(ln x)s]′ = (ln x)s−1(ln x+s) ≥ 0$ ��� ���	 x ≥ max{1, e−s}�
A?��( ns ∈ N ������ 
��	 ns > e−s�

���	 �
1

f(x)
= x(ln x)s 	���� ��'���� ��� [ns,∞)�

2��	�

 � f 	���� �������� ��� [ns,∞)�

�
∞∑

n=ns

f(n) �������	� �� ��� ����� �� ��

∫ ∞

ns

f(x)dx �������	��

s = 1 =⇒
∫ ∞

ns

f(x)dx =

∫ ∞

ns

dx

x ln x
= ln(ln x)

∣∣∣∞
ns

= ∞�

s 	= 1 =⇒
∫ ∞

ns

f(x)dx =

∫ ∞

ns

dx

x(ln x)s
=

(lnx)1−s

1− s

∣∣∣∞
ns

=

=

{
∞, �� s < 1,

ln(lnns), �� s > 1.
�

2��	�

 � �� ��� �	��� �������	� ���� ��� s > 1�

)+A*
∞∑
n=3

1

n lnn[ln(lnn)]
�������	��

����7 � f(x) =
1

x ln x[ln(ln x)]
	���� �������� ��� �	���� ��� [3,∞)�∫ ∞

3

dx

x lnx[ln(ln x)]
=

∫ ∞

3

d(ln(lnx))

ln(ln x)
= ln[ln(lnx)]

∣∣∣∞
3
= ∞�
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2��	�

 �
∞∑
n=3

f(n) �������	��

)�A*
∞∑
n=3

1

n lnn[ln(lnn)]s
$ s > 1$ �������	��

����7 � f(x) =
1

x ln x[ln(ln x)]s
	���� �������� ��� �	���� ��� [3,∞)

���∫ ∞

3

f(x)dx =

∫ ∞

3

dx

x ln x[ln(ln x)]s
=

=

∫ ∞

3

d(ln(ln x))

[ln(lnx)]s
=

[ln(ln x)]1−s

1− s

∣∣∣∞
3
=

[ln(ln 3)]1−s

s− 1
�

A!��$ �
∞∑
n=3

f(n) �������	��

:������� ��+ �/<�+ 4��� Cauchy6�

,��8�#� E� �	�	������ (
 ���
 �� �������� �� �	���
C

)�A*
∞∑
n=1

(
1 +

1

1!
+ ... +

1

n!

)n

����7 !������	�$ 	�	�%� ��� an =

(
1 +

1

1!
+ ...+

1

n!

)n

> 0 � ���	

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
1 +

1

1!
+ ... +

1

n!

)
= e > 1.

)+A*
∞∑
n=1

(
n + 3

2n

)n

����7 2������	�$ 	�	�%� ��� an =

(
n+ 3

2n

)n

> 0 � ���	

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
n+ 3

2n

)n

= lim
n→∞

n+ 3

2n
=

1

2
< 1�

)�A*
∞∑
n=1

(
2n+ 1

3n+ 1

)n
2



�
��
��
��
��
�	
�

��

-== �������� �

����7 2������	�$ 	�	�%� ��� an =

(
2n+ 1

3n+ 1

)n
2

> 0 � ���	

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
2n + 1

3n + 1

)n
2

= lim
n→∞

(
2n+ 1

3n+ 1

) 1
2

=

(
2

3

) 1
2

< 1�

)%A*
∞∑
n=1

(
3n

3n+ 1

)n

����7 ?�	�%� lim
n→∞

n

√(
3n

3n+ 1

)n

= 1 ���
3n

3n+ 1
< 1$ �� �������� ��


��>�
 %	� 	�����>	����

� �������� ��
 �	���
 �������	� ��� ��� �������� ������� ��������
C

lim
n→∞

(
3n

3n + 1

)n

= lim
n→∞

1(
3n+ 1

3n

)n = lim
n→∞

1(
1 +

1

3n

)n = e−
1
3 	= 0

:������� ��� � ���4��� d’Alembert6�

,��8��8� E� �	�	������ (
 ���
 �� �������� �� �	���
C

)�A*
∞∑
n=1

n!
(x
n

)n

$ x > 0�

����7 ;�� an = n!
(x
n

)n

> 0 � ���	C

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n+ 1)!

(
x

n+1

)n+1

(n)!
(
x
n

)n = lim
n→∞

x(
n+1
n

)n =
x

e
�

!� x < e$ ���	
x

e
< 1 ��� � �	��� �������	��

!� x > e$ ���	
x

e
> 1 ��� � �	��� �������	��

!� x = e$ ���	
an+1

an
=

e(
1 + 1

n

)n > 1$ 	�	�%�

(
1 +

1

n

)n

< e$ ��� �

�	��� �������	�� A!��$ � �	��� �������	� �� ��� ����� �� x ∈ (−e, e)�

)+A*
∞∑
n=1

nxn−1$ x > 0�
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����7 ;�� an = nxn−1 > 0 � ���	C

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n+ 1)xn

nxn−1
= lim

n→∞
(n+ 1)x

n
= x �

!� 0 < x < 1$ ���	 � �	��� �������	��

!� x > 1$ ���	 � �	��� �������	��

!� x = 1$ ���	
∞∑
n=1

nxn−1 =
∞∑
n=1

n = ∞�

A!��$ � �	��� �������	� �� ��� ����� �� 0 < x < 1�

)�A*
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!

����7 2������	�$ 	�	�%� ��� an =
(n!)2

(2n)!
� ���	

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞
(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

1

4
< 1

)%A*
∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)

4 · 8 · 12 · ... · 4n

����7 2������	�$ 	�	�%� ��� an =
1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)

4 · 8 · 12 · ... · 4n
� ���	

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1· 3· 5· ... · (2(n+1)−1)
4· 8· 12· ... · 4(n+1)

1· 3· 5· ... · (2n−1)
4· 8· 12· ... · 4n

= lim
n→∞

2(n+ 1)− 1

4(n+ 1)
=

2

4
< 1

-	���+ 
	 .	�����+ ��� ���������+  ���+�

,��8���� E� �	�	���	� �� �� �������( �	���
 ���������� �������$ ������&
���� �
���������� ��� ��������

)�A*
∞∑
n=1

sin
x

2n

����7 |an| =
∣∣∣sin x

2n

∣∣∣ < ∣∣∣ x
2n

∣∣∣ = |x|
2n

= bn�
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-<. �������� �

�
∞∑
n=1

bn = |x|
∞∑
n=1

1

2n
�������	�� !�� �� �������� ��������
 �

∞∑
n=1

|an|

�������	�$ ��� �
∞∑
n=1

an �������	� ������� ��� ���	 x ∈ R�

)+A*
∞∑
n=1

(−1)n
1 · 4 · ... · (3n− 2)

7 · 9 · ... · (2n + 5)

����7 |an| = 1 · 4 · ... · (3n− 2)

7 · 9 · ... · (2n+ 5)
=⇒ |an+1|

|an| =
3(n+ 1)− 2

2(n+ 1) + 5
=

3n+ 1

2n+ 7

lim
n→∞

|an+1|
|an| = lim

n→∞
3n+ 1

2n+ 7
=

3

2
> 1

2���(�� �	 �� �������� ��� ����� �
∞∑
n=1

|an| �������	��

!�� ��� �������� ��(
 ��
 �	���

∞∑
n=1

|an| %	� ���	���	��� � ��������

��
 �	���

∞∑
n=1

an� ����������	 ���

|an+1|
|an| =

3n+ 1

2n+ 7
≥ 1 ⇐⇒ 3n + 1 ≥ 2n+ 7 ⇐⇒ n ≥ 6

A!�� |an+1| ≥ |an| ��� ���	 n ≥ 6� � ��'���� ��� �	���� ���������
{|an|}∞n=6 %	� ����	� �� � 	� ���� ��%��� ?�����(
 ��� � ���������

{an}∞n=1 %	� ����	� �� � 	� ���� ��%��� 2��	�

 �
∞∑
n=1

an �������	��

)�A*
∞∑
n=1

(−1)n−1

5
√
n

����7
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n−1

5
√
n

�������	� %���� 	���� 	����������� ��� ��

������	
 ����
 �(� ��(� ��
 � �����>��� �������� ��%	���� ����������
∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

1
5
√
n
�������	� (
 ��������

∞∑
n=1

1

nλ
�	 λ = 1

5
≤ 1.

2��	�

 � �	��� �������	� ��� ��������

)%A*
∞∑
n=1

(−1)n
3 · 5 · ... · (2n+ 1)

2 · 5 · ... · (3n− 1)



�
��
��
��
��
�	
�

��

#��
�" �
�$��� -<1

)�� 
	�� �	��!� ���� Cauchy

,��8���� E� ���%	� �	� ��� �� |x| < 1$ ���	

1 + 2x+ 3x2 + ... + (n+ 1)xn + ... =
1

(1− x)2

����7 ����������	 ���
1

(1− x)2
=

1

1− x
· 1

1− x
�

!� |x| < 1$ ���	
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
�

A?��(
∞∑
n=0

cn 	���� �� �����	�� ���� Cauchy �(� �	��
�
∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

xn ���

∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

xn$ ���	 cn =

n∑
i=0

aibn−i =

n∑
i=0

xixn−i =

n∑
i=0

xn = (n+ 1)xn.

A!��$
∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

(n+ 1)xn = 1 + 2x+ 3x2 + ...+ (n + 1)xn + ...�

A?�	�%� �� �	���

∞∑
n=0

an ���
∞∑
n=0

bn ���������� ������� �
∞∑
n=0

cn �������	�

���
∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn� � �	�	����� ������� ����	���C

1 + 2x+ 3x2 + ... + (n+ 1)xn + ... =
1

1− x
· 1

1− x
.

,��8���� E� ���%	� �	� ��� �� |x| < 1$ ���	

1− 2x2 + 3x4 + ...+ (−1)n(n + 1)x2n + ... =
1

(1 + x2)2

����7 ����������	 ��� ��� |x| < 1 �� �	�

1

(1 + x2)2
=

1

1 + x2
· 1

1 + x2
=

( ∞∑
n=0

(−x2)n
)

·
( ∞∑

n=0

(−x2)n
)
.

A?��( ���
∞∑
n=0

cn 	���� �� �����	�� ���� Cauchy �(� �	��
�
∞∑
n=0

an ���
∞∑
n=0

bn$

���� an = bn = (−x2)n. ���	

cn =

n∑
i=0

aibn−i =

n∑
i=0

(−x2)i(−x2)n−i =

n∑
i=0

(−x2)n = (n + 1)(−x2)n
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A!��
∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

(n + 1)(−x2)n =
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)x2n�

A?�	�%� �� �	���

∞∑
n=0

an ���
∞∑
n=0

bn ���������� ������� �
∞∑
n=0

cn �������	�

���
∞∑
n=0

cn =
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn� � �	�	����� ������� ����	���

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)x2n =
1

1 + x2
· 1

1 + x2

����
��	���+

,��8��$� E� +�	�	� � ������ ��������
 ��� �� %������� ��������
 ��� ���
���	��� ��� ��
 �������( %������	���
�

)�A*
∞∑
n=1

n!

nn
xn�

����7 ;�� an =
n!

nn
+�������	C

|an+1|
|an| =

(n+ 1)! · nn

(n + 1)n+1 · n! =
(n+ 1) · nn

(n+ 1)n+1
=

(
n

n+ 1

)n

=
1(

n+1
n

)n
?�����(
 lim

n→∞
|an+1|
|an| = lim

n→∞
1(

1 + 1
n

)n =
1

e
=⇒ R = e�

!� x = ±R = ±e =⇒
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=1

n!

nn
(±e)n =⇒

|an+1x
n+1|

|anxn| =
e(

1 + 1
n

)n > 1 =⇒ |an+1x
n+1| > |anxn| ��� |x| = e�

;�� x = ±e � �����(
 ��'���� ��������� {|anxn|}∞n=1 = {anen}∞n=1

%	� ����	� �� �������	� ��� ��%��$ ��� ��� �� ��������	
 {anen}∞n=1 ���
{an(−e)n}∞n=1 %	� ���������� ��� ��%��� A!��$ ��� x = ±e � �	���
∞∑
n=1

anx
n �������	��

A!��$ Δ = (−e, e)�
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)+A*
∞∑
n=1

(1− (−2)n)xn�

����7 5�����	 an = 1− (−2)n�

!� n 	���� �����
$ ���	 lim
n→∞

|an+1|
|an| = lim

n→∞

∣∣∣∣1 + 2n+1

1− 2n

∣∣∣∣ = 2�

!� n 	���� �	�����
$ ���	 lim
n→∞

|an+1|
|an| = lim

n→∞

∣∣∣∣1− 2n+1

1 + 2n

∣∣∣∣ = 2�

A!��$ R =
1

2
.

;�� x = −R = −1

2
��������	 ��� �	���

∞∑
n=1

(1 − (−2)n)
(−1

2

)n
$ � �����

�������	� %���� lim
n→∞

[
(1− (−2)n)

(−1
2

)n]
= −1 	= 0�

;�� x = R = 1
2
��������	 ��� �	���

∞∑
n=1

(1− (−2)n)
(
1
2

)n
$ � ����� ����&

���	� %���� � ��������� �(� ��(� ��
 %	� 	���� ��%	�����

A!��$ Δ =
(−1

2
, 1
2

)
�

)�A*
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2
xn�

����7 ;�� an =
(2n)!

(n!)2
� ���	

lim
n→∞

|an+1|
|an| = lim

n→∞
(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)2
= 4 =⇒ R =

1

4
�

;�� x = R =
1

4
��������	 ��� �	���

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)24n
�

����	
bn+1

bn
=

(2n+ 1)(2n+ 2)

4(n+ 1)2
=

4n2 + 6n+ 2

4n2 + 6n+ 4
−→ 1 ���

lim
n→∞

[
n

(
1− bn+1

bn

)]
=

n(2n+ 2)

4n2 + 8n+ 4
=

2

4
< 1�

2���(�� �	 �� �������� ��� Raabe � �	��� �������	��

;�� x = −R = −1

4
��������	 ��� �	���

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

(−1)n
(2n)!

(n!)24n
�

� {|bn|}∞n=1 	���� ��������$ ����
|bn+1|
|bn| =

4n2 + 6n+ 2

4n2 + 6n+ 4
< 1�
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A? ���	 |bn| = (2n)!

(n!)24n
=

1 · 2 · 3 · 4 · ... · (2n− 1) · 2n
(n!)24n

=

=
(1 · 3 · ... · (2n− 1)) · (2 · 4 · ... · 2n)

(n!)24n
=

=
(1 · 3 · ... · (2n− 1)) · (1 · 2 · ... · n) · 2n

(n!)24n
=

=
n! · 2n · [1 · 3 · ... · (2n− 1)]

(n!)2 · 4n =
1 · 3 · ... · (2n− 1)

n! · 2n =
1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n

�
∞∑
n=1

(
1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n
)3

�������	� )+�� �������� ��� Raabe*�

2��	�



lim
n→∞

|bn| = lim
n→∞

1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n = lim
n→∞

(
1 · 3 · ... · (2n− 1)

2 · 4 · ... · 2n
)3

= 0�

!�� �� �������� ��� Leibniz �������	� ��� �
∞∑
n=1

bn �������	��

A!��$ Δ = [−1
4
, 1
4
)�

)%A*
∞∑
n=1

xn

an + bn
$ a > 0$ b > 0�

����7 ;�� an =
1

an + bn
� ���	C

lim
n→∞

n

√
1

an + bn
= lim

n→∞
1

n
√
an + bn

=
1

max{a, b} .
?�����(
 R = max{a, b}�
!� max{a, b} = a$ ���	

b

a
< 1 ��� R = a�

;�� x = R = a ��������	 ��� �	���
∞∑
n=1

an

an + bn
N

∞∑
n=1

1

1 +
(
b
a

)n $ � �����

�������	� %���� lim
n→∞

1

1 +
(
b
a

)n = 1 	= 0�

;�� x = −R = a ��������	 ��� �	���
∞∑
n=1

(−1)n
an

an + bn
N

∞∑
n=1

(−1)n

1 +
(
b
a

)n $
� ����� �������	� %���� lim

n→∞
(−1)n

1 +
(
b
a

)n 	= 0�
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A!��$ Δ = (−max{a, b},max{a, b})�
A����� ���%	����	��� ��� Δ = (−max{a, b},max{a, b}) ���� �	����(��
��� max{a, b} = b�

)	A*
∞∑
n=1

xn

n

����7 ;�� an =
1

n
� ���	C

lim
n→∞

n
√|an| = lim

n→∞
n

√
1

n
= lim

n→∞
1
n
√
n
= 1 =⇒ R = 1�

;�� x = −R = −1 ��������	 ��� �	���
∞∑
n=1

(−1)n

n
$ � ����� �������	�

%���� 	���� 	����������� ��� �� ������	
 ����
 �(� ��(� ��
 � �����>���
�������� ��%	���� ����������

;�� x = R = 1 ��������	 ��� �������� �	���
∞∑
n=1

1

n
$ � ����� �������	��

A!��$ Δ = [−1, 1)�

)��A*
∞∑
n=1

(x+ 3)n

(n + 1)2n
�

����7 5������
 y = x + 3$ ��������	 ��� �	���
∞∑
n=1

yn

(n+ 1)2n
$ ��

%������� ��������
 ��
 �����
 	���� [−2, 2) ��� � ������ ��������
 ��

�����
 	���� -�

� �� ��� �	��� �������	� ⇐⇒ −2 ≤ x+ 3 < 2 ⇐⇒ −5 ≤ x < −1�

2��	�

 Δ = [−5,−1) ��� R = 2�

)>A*
∞∑
n=1

(−1)n
22nx2n

2n
�

����7 5������
 y = x2$ ��������	 ��� �	���
∞∑
n=1

(−1)n
22nyn

2n
$ ��

%������� ��������
 ��
 �����
 	����

(
−1

4
,
1

4

]
��� � ������

��������
 	����
1

4
�
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� �� ��� �	��� �������	� �� ��� ����� �� x2 ∈
(
−1

4
,
1

4

]
$ %���%� �� ���

����� �� x ∈
[
−1

2
,
1

2

]
� A!��$ Δ =

[
−1

2
,
1

2

]
��� R =

1

2
�

,��8��"� E� +�	���� ��	
 �� ����
 ��� x ��� ��
 ����	
 �������	� � �	���

∞∑
n=1

1

2n+ 1

(
x− 1

x+ 1

)2n+1

����7 A? ���	
∞∑
n=1

1

2n+ 1

(
x− 1

x+ 1

)2n+1

=
x− 1

x+ 1
·

∞∑
n=1

1

2n+ 1

(
x− 1

x+ 1

)2n

�

5������
 y =

(
x− 1

x+ 1

)2

���
∞∑
n=1

1

2n+ 1

(
x− 1

x+ 1

)2n

��������	 �� �	���

∞∑
n=1

1

2n+ 1
yn$ �� %������� ��������
 ��
 �����
 	���� [−1, 1)�

� �� ��� �	��� �������	� ⇐⇒
(
x− 1

x+ 1

)2

∈ [−1, 1) ⇐⇒ x > 0�
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8�� �)�,��:��"  �+���� ��+

%���
 + #����� 5� ���	 ��� � ��������� ��������	(� {fn}∞n=1 �������(�
��� ��� ������ Δ ⊆ R �������
	 �
�� ���
�� ��� Δ ��� ��������� f $ ��
��� ���	 x ∈ Δ � ��������� �����
� {fn(x)}∞n=1 �������	� ���� ������ f(x)$
%���%�

lim
n→∞

fn(x) = f(x) ��� ���	 x ∈ Δ.

� ��������� f ���	���� ��	
�� ��������� ��
 ���������
 ��������	(�
{fn}∞n ��� ������ Δ�

0���2	/�
��� #�����

1� � ��������� ��������	(� fn(x) = xn$ n = 1, 2, ...$ ��� %������� [0, 1]

�������	� ���� ���	�� ��� ��������� f(x) =

{
0, �� x ∈ [0, 1),

1, �� x = 1.

-� � ��������� ��������	(� fn(x) =
nx

1 + n2x2
$ n = 1, 2, ...$ ��� %�������

[0, 1] �������	� ���� ���	�� ��� ��������� f(x) = 0�

4� � ��������� ��������	(� fn(x) = n
√
x$ n = 2, 3, ...$ ��� %�������

(0,∞) �������	� ���� ���	�� ��� ��������� f(x) = 1�

/� � ��������� ��������	(� fn(x) = cosnx$ n = 1, 2, ...$ ��� %�������
[0, 2π] %	� �������	� ���� ���	��$ 	�	�%� ��� x = π � ��������� �����
�
{cosnπ}∞n=1 = {−1, 1,−1, 1, ....} �������	��

-<8



�
��
��
��
��
�	
�

��

-<= ��������  

6� � ��������� ��������	(� fn(x) = sin x+
1

n
$ n = 1, 2, ...$ ��� %�������

(−∞,∞) �������	� ���� ���	�� ��� ��������� f(x) = sin x�

� ������� lim
n→∞

fn(x) = f(x) �� �	� ��� ���	 x ∈ Δ$ �� ��� ����� �� ��� ���	

ε > 0 ��� ��� ���	 x ∈ Δ ���� 	� ������
 ������
 n0 = n0(x, ε) ������
 
��	
��� ���	 ������ ������ n ≥ n0 �� �� �	�C |fn(x)− f(x)| < ε.

%���
 + #����� 5� ���	 ��� � 
�����"�
 ���
����
�� {fn}∞n=1 �������
	
��
�� ��� ��������� f ��� �$���� Δ ⊆ R$ �� ��� ���	 ε > 0$ ���� 	�
������
 ������
 no = n0(ε) ������
 
��	 ��� ���	 ������ ������ n ≥ n0 ���
��� ���	 x ∈ Δ �� �� �	�C

|fn(x)− f(x)| < ε.

?����� ���%	��������� �� �������	
 ������	�
�

0� ���� #���$� �� � 
�����"�
 ���
����
�� {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ���
��������� f ��� �$���� Δ ⊆ R� ���
 � {fn}∞n=1 �������
	 �
�� ���
�� ����
f ��� Δ�

0� ���� #���"� �� � 
�����"�
 ���
����
�� {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ���
�$���� Δ �
	 Δ′ ⊆ Δ� ���
 � {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ��� Δ

′�

0� ���� #���(� �� � {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ��� �
"��
 
�� �
 �$���

Δ1 �
	 Δ2� ���
 � {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ��� �$���� Δ1 ∪Δ2�

0���2	/�
��� #�����

1� � ��������� ��������	(� fn(x) =
1

n
$ n = 1, 2, ...$ �������	� ����� ���

R ���� f(x) = 0� ��������$

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

n
= 0 = f(x), ∀x ∈ R.

A? ���	 |fn(x)− f(x)| = 1

n
, ∀x ∈ R� ;�� ���	 ε > 0$ ���� 	� ������


������
 n0 >
1

ε
� ;�� ���	 n > n0 �� �	�

1

n
<

1

n0
< ε� A!��$ � {fn}∞n=1

�������	� ����� ��� R ���� f �
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-� � ��������� ��������	(� fn(x) =
x

n
, n = 1, 2, ...$ �������	� ����

���	�� ��� R ���� f(x) = 0$ ���� � �������� %	� 	���� ������ ��������$

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

x

n
= 0 = f(x), ∀x ∈ R

����������	 ��� fn(n) = 1 ��� ���	 n ∈ N� ;�� ε =
1

2
��� ��� ���	

n0 ∈ N ���� 	� n = n0 + 1 > n0 ��� ���� 	� x = n0 + 1$ ������ 
��	

|fn(x)− f(x)| =|fn0+1(n0 + 1)− f(n0 + 1)| = |fn0+1(n0 + 1)− 0| =
=|fn0+1(n0 + 1)| = 1 >

1

2
= ε

4� � ��������� ��������	(� fn(x) =
1

n2 + nx
$ n = 1, 2, ...$ �������	�

����� ��� %������� [0,∞) ���� ��������� f(x) = 0� ��������$

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

n2 + nx
= 0 = f(x), ∀x ∈ [0,∞)

|fn(x)− f(x)| = 1

n2 + nx
≤ 1

n + nx
≤ 1

n(1 + x)
≤ 1

n
, ∀x ∈ [0,∞)

!� n0 >
1

ε
$ ���	 ��� ���	 n > n0 �� �	�

1

n
<

1

n0
< ε�

2��	�

 � {fn}∞n=1 �������	� ����� ��� [0,∞) ���� f �

/� � ��������� ��������	(� fn(x) =
1

xn
, n = 1, 2, ... �������	� ����

���	�� ��� (0,∞) ���� f(x) = 0$ ���� � �������� %	� 	���� ������
��������C

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

nx
= 0 = f(x), ∀x ∈ (0,∞)

����������	 ��� fn

(
1

n

)
=

1
1

n
n
= 1 ��� ���	 n ∈ N�
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;�� ε =
1

2
��� ��� ���	 n0 ∈ N ���� 	� n = n0 + 1 > n0 ��� ���� 	�

x =
1

n0 + 1
$ ������ 
��	

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣fn0+1

(
1

n0 + 1

)
− f

(
1

n0 + 1

)∣∣∣∣ = 1 >
1

2
= ε

8�# �������� ���,�"  '3),� !" �)�,��:��"

 �+���� ��+

�	!��
� #����� ( 
�����"�
 ���
����
�� {fn}∞n=1 �������
	 ��
��
��� ��������� f ��� �$���� Δ� 
� �
	 ����� 
� �����
	 n∗ ∈ N ����	�  ��

�	
 ��"
 n ≥ n∗ �� �$���� {|fn(x)− f(x)| : x ∈ Δ} 
��
	 '�
����� �
	

lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ Δ} = 0.

�' 2	�3�� A?��( ��� � {fn}∞n=1 �������	� ����� ���� ��������� f ��� Δ�
���	 ���� 	� n∗ ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n∗ ��� ��� ���	 x ∈ Δ ��
�� �	� |fn(x) − f(x)| < 1� A!��$ �� ������ {|fn(x) − f(x)| : x ∈ Δ} 	����
�������� ��� ���	 n ≥ n∗� A?��( ε > 0� !�� ��� ����� �������� ��

{fn}∞n=1 ���� f ��� ������ Δ ���	���	��� ��� ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	
∀n ≥ n0 ��� ∀x ∈ Δ �� �	�C |fn(x)− f(x)| < ε.

?�����(
 ∀n ≥ n0 �� �	�C sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ Δ} < ε. A!��$

lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ Δ} = 0

!��������(
$ ���( ��� ���� 	� n∗ ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n∗ ��
������ {|fn(x)− f(x)| : x ∈ Δ} 	���� �������� ���

lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ Δ} = 0.

���	 ��� ���	 ε > 0 ���� 	� n0 ∈ N ���� 
��	 ∀n ≥ n0 �� �� �	�C

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ Δ} < ε.

7���%�$ ∀n ≥ n0 ��� ∀x ∈ Δ � ���	 |fn(x)− f(x)| < ε�
A!��$ � {fn}∞n=1 �������	� ����� ���� ��������� f ��� ������ Δ�

�
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���	� 4.1

0���2	/�
��� #�����

1� � ��������� ��������	(� fn(x) =
1

n2 + x2
$ n = 1, 2, ...$ ��������	�

���� ���	�� ��� R ��� ��������� f(x) = lim
n→∞

1

n2 + x2
= 0�

A? ���	C |fn(x)− f(x)| = 1

n2 + x2
, ∀n ∈ N, ∀x ∈ R. A!��$

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ R} = sup

{
1

n2 + x2
: x ∈ R

}
=

1

n2
,

��� ���	 n ∈ N� ?�����(


lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ R} = lim
n→∞

1

n2
= 0.

A!��$ � {fn}∞n=1 �������	� ����� ��� R ���� f �

-� � ��������� ��������	(� fn(x) =
1

nx
$ n = 1, 2, ... �������	� ����

���	�� ��� %������� [1,∞) ��� ��������� f(x) = lim
n→∞

1

nx
= 0 �

A? ���	C |fn(x)− f(x)| = 1

nx
, ∀n ∈ N, ∀x ∈ [1,∞). A!��$

sup{|fn(x)−f(x)| : x ∈ [1,∞)} = sup

{
1

nx
: x ∈ [1,∞)

}
=

1

n
, ∀n ∈ N.

?�����(
 lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ [1,∞)} = lim
n→∞

1

n
= 0.

A!��$ � {fn}∞n=1 �������	� ����� ��� [1,∞) ���� f �

4� � ��������� ��������	(� fn(x) = xn$ n = 1, 2, ...$ ��� %������� [0, 1
3
]

��������	� ���� ���	�� ���� f(x) = lim
n→∞

xn = 0 �

A!��$ sup{|fn(x) − f(x)| : x ∈ [0, 1
3
]} = sup

{
xn : x ∈ [0, 1

3
]
}
= 1

3n
, ���

���	 n ∈ N�

?�����(
 lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ [0,
1

3
]} = lim

n→∞
1

3n
= 0.

A!��$ � {fn}∞n=1 �������	� ����� ��� [0, 1
3
] ���� f �
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�	!��
� #����� ( 
�����"�
 ���
����
�� {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� �

����	
 ��������� ��� �$���� Δ 
� �
	 ����� 
� �	
 ��"
 ε > 0������
	
n0 ∈ N ����	�  ��
 �	
 ��"
 n,m ≥ n0 �
	 �	
 ��"
 x ∈ Δ 	��$
	&

|fn(x)− fm(x)| < ε

�' 2	�3�� A?��( � {fn}∞n=1 �������	� ����� ���� f ��� Δ� !� ε > 0$ ���	
���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	

|fn(x)− f(x)| < ε

2
, ∀n ≥ n0, ∀x ∈ Δ.

;�� n,m ≥ n0 ��������	

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |fm(x)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε, ∀x ∈ Δ

!��������(
$ �� ��� ���	 ε > 0$ ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	
n,m ≥ n0 ��� ��� ���	 x ∈ Δ �� �	� |fn(x) − fm(x)| < ε$ ���	 {fn(x)}∞n=1

	���� ��������� ��� Cauchy ��� ���	 x ∈ Δ� A!��$ lim
n→∞

fn(x) = L(x) ∈ R ���

���	 x ∈ Δ� 5� %	�'���	 ��� � {fn}∞n=1 �������	� ����� ���� L ��� Δ�
A?��( ε > 0$ ���	 ��� ��� ����	�� ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	

|fn(x)− fm(x)| < ε

2
, ∀n,m ≥ n0, ∀x ∈ Δ

A?��( x ∈ Δ� ?�	�%� lim
m→∞

fm(x) = L(x) ∈ R$ ���� 	� mx ≥ n0$ ������ 
��	

|fmx(x)− L(x)| < ε

2
.

2��	�

 ��� ���	 n ≥ n0 ��� ��� ���	 x ∈ Δ � ���	

|fn(x)− L(x)| ≤ |fn(x)− fmx(x)|+ |fmx(x)− L(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

�

0���2	��
� #���$� � ��������� ��������	(� fn(x) =
1

nx
, n = 1, 2, ...$

�������	� ����� ��� %������� [1,∞)� ��������$ �� ε > 0 ��� n0 	���� ���


������
 ������
 ������
 
��	 n0 >
2

ε
$ ���	 ��� ���	 m,n ≥ n0 �� �	�

|fn(x)− fm(x)| = 1

x

∣∣∣ 1
n
− 1

m

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ 1
n
− 1

m

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ 1
n

∣∣∣ + ∣∣∣ 1
m

∣∣∣ ≤ 1

n0
+

1

n0
< ε.
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���	� 4.4

8�& ?
��� )��  �+�6��� ����)�"  �+0��! !"

�	!��
� #����� ����� {fn}∞n=1 �	
 
�����"�
 ���
����
�� ��	������ ���
�	�����
 Δ �
	 a ��
 ���
�� ���� �
���� ��� Δ�

��

(i) lim
x→a

fn(x) = Ln ∈ R �	
 ��"
 n = 1, 2, ... �
	

(ii) � {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ��� ��������� f ��� �	�����
 Δ�

���
 � 
�����"�
 {Ln}∞n=1 �������
	 �
	 lim
x→a

f(x) = lim
n→∞

Ln�

�' 2	�3�� 5� %	�'���	 ��
�� ��� � {Ln}∞n=1 �������	�� A?��( ε > 0�
!�� ��� �%������ (ii) ��� �	(������
 �������	� ��� ���� 	� n0 ∈ N 
��	

��� ���	 n,m ≥ n0 ��� ��� ���	 x ∈ Δ �� �	�

|fn(x)− fm(x)| < ε

3
)<�1*

!�� ��� �%������ (i) ��� �	(������
 �������	� ��� ��� ���	 n,m ∈ N ���� 	�
δ > 0 
��	 �� x ∈ Δ ∩ (a− δ, a+ δ)$ ���	

|fn(x)− Ln| < ε

3
��� |fm(x)− Lm| < ε

3
)<�-*

!�� ��
 � ��	�
 )<�1* ��� )<�-* ��� ���	 n,m ≥ n0 � ���	

|Ln − Lm| ≤ |Ln − fn(x)|+ |fn(x)− fm(x)|+ |fm(x)− Lm| < ε )<�4*

2���(�� �	 �� �������� ��� Cauchy$ � ��������� {Ln}∞n=1 �������	�� A?��(
lim
n→∞

Ln = L ∈ R� ���	 ���� 	� n1 ∈ N 
��	

|Ln − L| < ε

3
, ∀n ≥ n1 )<�/*

2���(�� �	 ��� �%������ (ii) ��� �	(������
$ � {fn}∞n=1 �������	� �����
���� f ��� Δ� A!��$ ���� 	� n2 ∈ N 
��	

|fn(x)− f(x)| < ε

3
, ∀n ≥ n2, ∀x ∈ Δ )<�6*

!�� �� �������($ ��� n ≥ max{n1, n2}$ ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 ��� ���	
x ∈ Δ ∩ (a− δ, a + δ) �� �� �	�

|f(x)− L| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− Ln|+ |Ln − L| < ε )<�:*

A!��$ lim
x→a

f(x) = L�

�
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0��������� #����� �	 ��
 ����̈�����	�
 ��� 5	(������
 <�4�1 �� �	�

lim
x→a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
= lim

n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
.

0���2	/�
��� #�����

1� 5� �	�	������	 �� � ��������� ��������	(� fn(x) = xn, n = 1, 2, ...$
�������	� ����� ���� f(x) = 0 ��� [0, 1)�

A? ���	
lim
n→∞

(lim
x→1

fn(x)) = lim
n→∞

(lim
x→1

xn) = lim
n→∞

1 = 1

���
lim
x→1

( lim
n→∞

fn(x)) = lim
x→1

( lim
n→∞

xn) = lim
x→1

0 = 0.

?�	�%�

lim
n→∞

(
lim
x→1

fn(x)
)
	= lim

x→1

(
lim
n→∞

fn(x)
)
,

� {fn}∞n=1 �������	� � � ����� ���� f ��� [0, 1)�

-� 5� �	�	������	 �� � ��������� ��������	(� fn(x) = n
√
x$ n = 2, 3, ...$

�������	� ����� ���� f(x) = 1 ��� (0,∞)�

A? ���	
lim
n→∞

(lim
x→0

fn(x)) = lim
n→∞

(lim
x→0

n
√
x) = lim

n→∞
0 = 0

���
lim
x→0

( lim
n→∞

fn(x)) = lim
x→0

( lim
n→∞

n
√
x) = lim

x→0
1 = 1.

?�	�%� lim
n→∞

(
lim
x→0

fn(x)
)

	= lim
x→0

(
lim
n→∞

fn(x)
)
, � {fn}∞n=1 �������	� � �

����� ���� f ��� (0,∞)�

�	!��
� #���$� ����� {fn}∞n=1 �	
 
�����"�
 ���
����
�� ��	������ ���
�	�����
 Δ �
 �	� 	�	����
�

(i) �	
 ��"
 n = 1, 2, ... � fn 
��
	 ���
��� ��� x0 ∈ Δ �

(ii) � {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ��� ��������� f ��� �	�����
 Δ�

���
 �
	 � f 
��
	 ���
��� ��� x0�
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���	� 4.6

�' 2	�3��
1�� �� '�+7 ?�	�%� ���	 fn 	���� ���	 �
 ��� x0 � ���	

lim
x→x0

fn(x) = fn(x0), n = 1, 2, ...

?�	�%� � {fn}∞n=1 �������	� ����� ���� f ��� %������� Δ$ ��� �� 5	
����
<�4�1 ���	���	��� ���

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

(
lim
n→∞

fn(x)
)
= lim

n→∞

(
lim
x→x0

fn(x)

)
= lim

n→∞
fn(x0) = f(x0)

2�� �� '�+7 A?��( ε > 0� ?�	�%� � {fn}∞n=1 �������	� ����� ��� Δ$
���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	

|f(x)− fn(x)| < ε

3
, ∀n ≥ n0, ∀x ∈ Δ )<�8*

A!��

|f(x)− fn0(x)| <
ε

3
, ∀x ∈ Δ )<�=*

���
|f(x0)− fn0(x0)| <

ε

3
)<�<*

?�	�%� � fn0 	���� ���	 �
 ��� x0$ ���� 	� δ > 0 ������ 
��	 ��� ���	 x ∈
(x0 − δ, x0 + δ) ∩Δ �� �	�

|fn0(x)− fn0(x0)| <
ε

3
)<�1.*

!�� ��
 	'��
�	�
 )6�=*&)6�1.* ���	���	��� ��� ��� ���	 x ∈ (x0−δ, x0+δ)∩Δ
�� �	�

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(x0)|+ |fn0(x0)− f(x0)| < ε

��� ������	� ��� � f 	���� ���	 �
 ��� x0�
�

0���2	��
� #���"� � �������� ��
 fn(x) = xn$ n = 1, 2, ... ��� ���������

f(x) =

{
0, �� x ∈ [0, 1),

1, �� x = 1

%	� 	���� ����� ��� [0, 1]$ 	�	�%� 	�
 ��	
 �� ��������	�
 fn 	���� ���	 	�
 ���
[0, 1]$ � ������ ��������� f %	� 	���� ���	 �
�
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8�( 
���323� ! )�� �,�),��� ! ����)�"

 �+0��! !"

�	!��
� #�$��� ����� ��	

(i) {fn(x0)}∞n=1 �������
	 �	
 ��
 ������	���� x0 ∈ [a, b]

(ii) {f ′
n}∞n=1 �������
	 ��
�� ��� �	�����
 [a, b]�

!��
 � {fn}∞n=1 �������
	 ��
�� ��� �	�����
 [a, b] �
 �	
 �
�
�����	��
��������� f �
	 �	
 ��"
 x ∈ [a, b] 	��$
	& f ′(x) = lim

n→∞
f ′
n(x)�

�' 2	�3�� A?��( p ∈ [a, b]� 5�����	 gn(x) =
fn(x)− fn(p)

x− p
$ n = 1, 2, ...�

5� %	�'���	 ��� � ��������� {gn(x)}∞n=1 �������	� ����� ��� [a, b]�
A?��( ε > 0� ?�	�%� � {f ′

n}∞n=1 �������	� ����� ��� [a, b]$ ���� 	� n0 ∈ N

������ 
��	

|f ′
n+m(x)− f ′

n(x)| < ε, ∀n > n0, ∀m = 1, 2, ..., ∀x ∈ [a, b]

5�����	 U(x) = fn+m(x)− fn(x)$ ���	 U ′(x) = f ′
n+m(x)− f ′

n(x)�
����	 ∀n > n0, ∀m = 1, 2, ..., ∀x ∈ [a, b] � ���	

|gn+m(x)− gn(x)| =
∣∣∣∣U(x)− U(p)

x− p

∣∣∣∣ = U ′(c) < ε

���� c 	���� �	��'� ��� x ��� p� A!��$ � {gn(x)}∞n=1 �������	� ����� ��� [a, b]�
?�	�%� |x − p| ≤ b − a$ ��� ��� ����� �������� ��� [a, b] ��
 ������&

���
 {gn(x)}∞n=1 =

{
fn(x)− fn(p)

x− p

}∞

n=1

���	���	��� � ����� �������� ��


���������
 ��������	(� {fn(x)− fn(p)}∞n=1 )(
 ���
 x* ��� [a, b]�
?�	�%� {fn(x0)}∞n=1 �������	�$ ��� ��� ����� �������� )��� p = x0* ��


{fn(x)− fn(x0)}∞n=1 )(
 ���
 x* ��� [a, b] ���	���	��� � ����� �������� ��

{fn(x)}∞n=1 ��� [a, b]�

A?��( ��� f(x) = lim
n→∞

fn(x)$ x ∈ [a, b]$ 	���� � ������ ��������� ��


���������
 ��������	(� {fn}∞n=1� ���	 ��� x 	= p ��������	

lim
n→∞

fn(x)− fn(p)

x− p
=
f(x)− f(p)

x− p
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?�	�%� �

{
fn(x)− fn(p)

x− p

}∞

n=1

�������	� ����� ��� [a, b] ���	���	��� ���C

f ′(p) = lim
x→p

f(x)− f(p)

x− p
= lim

x→p

[
lim
n→∞

fn(x)− fn(p)

x− p

]
=

= lim
n→∞

[
lim
x→p

fn(x)− fn(p)

x− p

]
= lim

n→∞
f ′
n(p).

�

0���2	/�
��� #�$���

1� � ��������� ��������	(� fn(x) = 1 + x
n
$ n = 1, 2, ..., �������	� ����

���	�� ���� ��������� f(x) = 1 ��� [0, 1]�

?�	�%� � ��������� �(� �����
�(� f ′
n(x) =

1
n
$ n = 1, 2, ..., �������	�

����� ��� ��������� g(x) = 0 ��� [0, 1]$ ����(�� �	 �� 5	
���� <�/�1
� ��������� {fn}∞n=1 �������	� ����� ���� f ��� [0, 1]� A? ���	 	����

��� f ′(x) = g(x) ��� ���	 x ∈ [0, 1]�

-� �� ����%	���� ��� �������	� %	� �	� ��� ��� ��� ����� �������� ���

���������
 ��������	(� %	� ���	���	��� � ����� �������� ��
 ������&
���
 �(� �����
�(� �(� ��������	(� ���
��

� ��������� ��������	(� fn(x) =
x

1+nx
$ n = 1, 2, ..., �������	� �����

���� ��������� f(x) = 0 ��� [0,∞)$ ����

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ x

1 + nx

∣∣∣∣ = x

1 + nx
≤ x

nx
=

1

n
→ 0

� ��������� �(� �����
�(� f ′
n(x) = 1

(1+nx)2
$ n = 1, 2, ..., �������	�

���� ���	�� ��� [0,∞) ��� ��������� g(x) =

{
0, �� x ∈ (0,∞),

1, �� x = 0.
�

� �������� ��(
 %	� 	���� �����$ ����

lim
n→∞

(
lim
x→0

f ′
n(x)

)
= 1 	= 0 = lim

x→0

(
lim
n→∞

f ′
n(x)

)
.
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�	!��
� #�$��� �� � 
�����"�
 {fn}∞n=1 ������� �	��� ��� [a, b] ���
���%
�
�� �������
	 ��
�� ��� ��������� f ��� �	�����
 [a, b] � ���
 �
	 � f 
��
	
������� �	�� ��� [a, b]�

�' 2	�3�� A?��( D = {x0, x1, ..., xk}$ a = x0 < x1 < ... < xk = b$ ���
%�������� ��� [a, b]�

2��+���>���	 Δxi = xi+1 − xi ��� i = 0, .., k − 1 ��� ������	C

mi = inf{f(x) : x ∈ [xi, xi+1], LD =
k−1∑
i=0

miΔxi,

Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi, xi+1], UD =
k−1∑
i=0

MiΔxi,

?����
 ��� ���	 n = 1, 2, ... ������	

mn
i = inf{fn(x) : x ∈ [xi, xi+1], Ln

D =

k−1∑
i=0

mn
i Δxi,

Mn
i = sup{fn(x) : x ∈ [xi, xi+1], Un

D =

k−1∑
i=0

Mn
i Δxi,

A?��( ε > 0� ;�� �� ���%	�'���	 ��� � f 	���� �������
���� ��� [a, b]
���	� �� %	�'���	 ��� ���� 	� %�������� D ��� [a, b] ������ 
��	 UD−LD < ε�

A?��( ε′ = ε
4(b−a)

� ?�	�%� � {fn}∞n=1 �������	� ����� ���� f ��� [a, b]$

���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0 ��� ��� ���	 x ∈ [a, b] �� �� �	�

|fn(x)− f(x)| < ε′

!
 ����	����������	 ��� n ≥ n0� ?�	�%� � fn 	���� �������
���� ���
[a, b] ���� 	� %�������� D ��� [a, b] ������ 
��	 Sn

D − snD < ε
2
.

?�	�%� fn(x) − ε′ < f(x) < fn(x) + ε′$ ��� ���	 i = 0, ..., k − 1 ��� ���
���	 x ∈ [xi, xi+1] �� �	�C mn

i − ε′ < mi ≤ f(x) ≤Mi < Mn
i + ε′. 2��	�



mn
i Δxi − ε′Δxi < miΔxi ≤ MiΔxi < Mn

i Δxi + ε′Δxi

�����������
 ��
 �������( ��������	
 ��� i = 0, ..., k − 1 ��������	

Ln
D − ε′(b− a) < LD ≤ UD < Un

D + ε′(b− a)
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A!��

UD − LD < Un
D − Ln

D + 2ε′(b− a) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

��� ���	�	 �� %	�'���	�
�

�	!��
� #�$�$� �� � 
�����"�
 {fn}∞n=1 ������� �	��� ��� [a, b]
���
����
�� �������
	 ��
�� ��� ��������� f ��� �	�����
 [a, b]� ���
∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx

�' 2	�3�� A?��( {fn}∞n=1 ��� ��������� �������
���(� ��� [a, b]
��������	(� ��� �������	� ����� ��� ��������� f ��� %������� [a, b]�

!�� �� ��������	�� �	
���� � f 	���� �������
���� ��� [a, b]�
A?��( ε > 0� !�� ��� ����� �������� ��
 {fn}∞n=1 ���� f ��� [a, b]

�������	� ��� ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 n ≥ n0 ��� ��� ���	
x ∈ [a, b] �� �	�

|fn(x)− f(x)| < ε

b− a

A!�� ∣∣∣∣
∫ b

a

fn(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ b

a

(fn(x)− f(x))dx

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ b

a

|fn(x)− f(x)| dx <
∫ b

a

εdx

b− a
= ε

2��	�

 lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

�

0��������� #�$�"� �	 ��
 ����̈�����	�
 ��� 5	(������
 <�/�/ �� �	�∫ b

a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx = lim

n→∞

(∫ b

a

fn(x)dx

)
0���2	��
� #�$�(� 5� %	�'���	 ��� � ��������� ��������	(�

fn(x) =

{
n2x, �� 0 ≤ x ≤ 1

n
,

1
(n+1)x−1

, �� 1
n
≤ x ≤ 1
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�������	� ���� ���	�� ���� � � ����� ��� [0, 1]�
!� x = 0$ ���	 fn(x) = 0 ��� ���	 n� A!��$ lim

n→∞
fn(x) = 0�

!� x ∈ (0, 1]$ ���	 ���� 	� n0 ��� �� ����� 1
n0

≤ x ≤ 1� ���	 ���

���	 n ≥ n0 �� �	� 1
n

≤ x ≤ 1 ���$ ���$ fn(x) = 1
(n+1)x−1

� ?�����(


lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

(n + 1)x− 1
= 0�

A!��$ � {fn}∞n=1 �������	� ���� ���	�� ��� ��������� f(x) = 0 ��� [0, 1]�
A? ���	

∫ 1

0

fn(x) =

∫ 1
n

0

n2xdx+

∫ 1

1
n

dx

(n+ 1)x− 1
=

1

2
+

2 lnn

n+ 1
.

?�����(


lim
n→∞

(∫ 1

0

fn(x)

)
= lim

n→∞

(
1

2
+

2 lnn

n+ 1

)
=

1

2
.

	�


∫ 1

0

( lim
n→∞

fn(x))dx =

∫ 1

0

f(x)dx = 0 	= 1

2
.

2��	�

 � �������� ��
 ���������
 ��������	(� {fn}∞n=1 ��� %�������
[0, 1] %	� 	���� ������

8�- �����"  �+���� ��+

%���
 + #�"��� A?��( f1, f2, . . . , fn, . . . ��� ��������� ��������	(�
�������(� �	 ��� ������ Δ ⊆ R� � ��������� ��������	(�

f1, f1 + f2, . . . , f1 + · · ·+ fn, . . . .

���	���� �
	�� ���
����
�� �
 ����� f1, f2, . . . , fn, . . . ��� ���+���>	��� �	 �	

f1 + f2 + ... + fn + ... �
∞∑
n=1

fn� �� ��������	�


S1 = f1, S2 = f1 + f2, . . . , Sn = f1 + f2 + · · ·+ fn, . . .

��������� �
�	�� 
"�����
�
 ��� �
	��� ���
����
��
∞∑
n=1

fn�
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%���
 + #�"��� 5� ���	 ��� � �
	�� ���
����
��
∞∑
n=1

fn �������
	 �
��

���
�� ��� ��������� S ��� �$���� Δ$ �� � S 	���� ������ ��������� ��

���������
 ��������	(� {Sn}∞n=1 = {f1 + ...+ fn}∞n=1 ��� ������ Δ$ %���%�
��

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) ��� ���	 x ∈ Δ

� ��������� S ���	���� �"��	��
 ��� �
	��� ���
����
��
∞∑
n=1

fn ��� Δ�

!�� ��� �������( ������ �������	� ��� � ��������� S 	���� �������� ��


�	���
 ��������	(�
∞∑
n=1

fn �� ��� ����� �� S(x) =
∞∑
n=1

fn(x) ��� ���	 x ∈ Δ�

%���
 + #�"��� "��	 ��� � �
	�� ���
����
��
∞∑
n=1

fn �������
	 ��
�� ���

��������� S ��� �$���� Δ �� � ��������� ��������	(�

{Sn}∞n=1 = {f1 + ...+ fn}∞n=1

�������	� ����� ���� S ��� Δ�

!�� ��� �������( ������ �������	� ��� � �	��� ��������	(�
∞∑
n=1

fn

�������	� ����� ��� ��������� S ��� ������ Δ �� ��� ����� �� ���
���	 ε > 0$ ���� 	� n0 = n0(ε) ∈ N ������ 
��	 ��� ���	 ������ n ≥ n0 ���
��� ���	 x ∈ Δ �� �	�C

|Sn(x)− S(x)| < ε.

� �������( ��������� ����	���

|f1(x) + ... + fn(x)− S(x)| < ε.

0���2	/�
��� #�"�$�

1� � �	���
∞∑
n=1

fn$ ���� fn(x) = xn−1$ �������	� ����� ��� ���������

S(x) =
1

1− x
��� Δ = [0,

1

2
]�

��������$ S(x) =
∞∑
n=1

xn−1 = 1 + x+ x2 + ... =
1

1− x
���

Sn(x) = 1 + x+ x2 + ...+ xn−1 =
1− xn

1− x
� ����	

|Sn(x)− S(x)| =
∣∣∣1− xn

1− x
− 1

1− x

∣∣∣ = ∣∣∣− xn

1 − x

∣∣∣ = xn

1− x
.
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!� x ∈ [0, 1/2]$ ���	

xn

1− x
≤ xn

1− 1
2

≤ 2xn ≤
(
1

2

)n

· 2 =
1

2n−1
< ε

��� ���	 n ≥ n0$ ���� n0 	���� ���
 ������
 > lg 1
2
ε+ 1�

2��	�

 � �	��� �������	� ����� ��� Δ = [0, 1/2]�

-� � �	���
∞∑
n=1

fn �	 fn(x) = xn−1 �������	� ���� ���	�� ��� ����������

S(x) =
1

1− x
��� %��������� (−1, 0] ��� [0, 1)$ ���� � �������� ��


�	���
 ��� %��������� ���� %	� 	���� ������

��������C Sn(x) = 1 + x+ ...+ xn−1 =
1− xn

1− x

|Sn(x)− S(x)| =
∣∣∣1− xn

1− x
− 1

1− x

∣∣∣ = ∣∣∣− xn

1− x

∣∣∣�
lim

x→−1+
|Sn(x)− S(x)| = lim

x→−1+

∣∣∣− xn

1− x

∣∣∣ = 1

2
��� ���	 n = 1, 2, ...�

lim
x→1−

|Sn(x)− S(x)| = lim
x→1−

∣∣∣− xn

1− x

∣∣∣ = ∞ ��� ���	 n = 1, 2, ...��

;�� ε =
1

4
%	� ���� 	� n0 ∈ N$ ������ 
��	 |Sn(x) − S(x)| < 1

4
���

���	 n ≥ n0 ��� ��� ���	 x ∈ (−1, 0] )�������� �$ ��� ���	 x ∈ [0, 1)*�
2��	�

 � �������� ��
 �	���
 ��������	(� ��� %��������� (−1, 0] ���
[0, 1) %	� 	���� ������

4� 5� %	�'���	 ��� � �	��� ��������	(�
∞∑
n=1

fn$ ���� fn(x) =
(−1)n−1

x2 + n
$

�������	� ����� ��� (−∞,∞)$ 	�
 � �	���
∞∑
n=1

|fn| �������	��

� �	���
∞∑
n=1

(−1)n−1

x2 + n
	���� 	����������� �	 ����
 an =

(−1)n−1

x2 + n
� ?�	�&

%� � ��������� {|an|}∞n=1 	���� ��� �������� ��� ��%	����$ � �	���
∞∑
n=1

fn(x)

�������	� ��� ���	 x ∈ (−∞,∞) � A? ���	C

Sn(x) =

n∑
i=1

(−1)i−1

x2 + i
, S(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

x2 + n
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���

S(x)− Sn(x) < |an+1| = 1

x2 + (n+ 1)
<

1

n+ 1
.

A?��( ��� ε > 0 ��� n0 	���� ���
 ������
 >
1− ε

ε
�

;�� ���	 n ≥ n0 ��� ��� ���	 x ∈ (−∞,∞) �� �	�

|S(x)− Sn(x)| < ε,

��� ������	� ��� �
∞∑
n=1

�������	� ����� ���� S ��� (−∞,∞)�

!�� ��� ���� �	��� � �	���
∞∑
n=1

|fn(x)| =
∞∑
n=1

1

x2 + n
�������	� ��� ���	

x ∈ (−∞,∞)$ ����(�� �	 �� ����(������ ���������

0��������� #�"�"� � ����� �������� ��
 �	���
 ��������	(�
∞∑
n=1

fn ���

������ Δ %	� ���	���	��� ��� ����� �������� ��

∞∑
n=1

|fn| ��� Δ�

8�. �������� ���,�"  '3),� !"  ���0"

 �+���� ��+

�	!��
� #�(��� �Cauchy� ( �
	�� ���
����
��
∞∑
n=1

fn �������
	 ��
��

��� �$���� Δ 
� �
	 ����� 
� ∀ε > 0� ∃n0 ∈ N ����	�  ��


|fn+1(x) + ... + fn+k(x)| < ε, ∀x ∈ Δ, ∀n ≥ n0, ∀k = 1, 2, ... )<�11*

�' 2	�3�� 5�����	 Sn(x) = f1(x) + ...+ fn(x), x ∈ Δ�
∞∑
n=1

fn �������	� ����� ��� ������ Δ ⇐⇒
� ��������� ��������	(� {Sn}∞n=1 �������	� ����� ��� ������ Δ ⇐⇒
∀ε > 0$ ∃n0 ∈ N ������ 
��	 ∀m,n ≥ n0 ��� ∀x ∈ ΔC

|Sm(x)− Sn(x)| < ε )<�1-*
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A?��( m,n ≥ n0� �������	 �� ���������	 ��� m > n$ ����	 m = n+ k$
���� k ∈ N \ {0}� A!��

Sm(x)− Sn(x) = fn+1(x) + ...+ fn+k(x) )<�14*

A!�� ��
 � ��	�
 <�1- ��� <�14 �������	� � � ��� <�11�
�

�	!��
� #�(��� �Weierstarass� ����� {fn}∞n=1 �	
 
�����"�
 ���
����
��
��	������ �
 ��
 �$���� Δ ⊆ R� ��

(i) |fn(x)| ≤ cn �	
 ��"
 x ∈ Δ �
	 �	
 ��"
 n ∈ N�

(ii) � �
	��
∞∑
n=1

cn �������
	�

���
 � �
	��
∞∑
n=1

fn �������
	 ��
�� ��� Δ�

�' 2	�3�� ;�� ��� ���%	�'� ��  ��������������	 �� 5	
���� <�:�1�
!�� ��� (i) ��� ���	 x ∈ Δ$ ��� ���	 n ∈ N ��� ��� ���	 k = 1, 2, ...

�� �	� cn ≥ 0 ���

|fn+1(x) + ...+ fn+k(x)| ≤ |fn+1(x)|+ ... + |fn+k(x)| ≤ cn+1 + ... + cn+k

A?��( ε > 0� !�� ��� (ii) ��	��� ��� ���� 	� n0 ∈ N ������ 
��	 ��� ���	
n ≥ n0 ��� ��� ���	 k = 1, 2, ... �� 	����

|cn+k + ...+ cn+1| = cn+k + ...+ cn+1 < ε

!�� �� �������( ∀x ∈ Δ$ ∀n ≥ n0 ��� ∀k = 1, 2, ... 	����

|fn+k(x) + ...+ fn+1(x)| < ε,

��� ������	� ��� �
∞∑
n+1

fn �������	� ����� ��� Δ�

�

0 ���
� #�(��� �� |fn(x)| ≤ cn �	
 ��"
 x ∈ Δ �
	 �	
 ��"
 n ∈ N �
	 �

�
	��
∞∑
n=1

cn �������
	� ���
 � �
	��
∞∑
n=1

|fn| �������
	 ��
�� ��� Δ�
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0���2	/�
��� #�(�$�

1� �� �	���

∞∑
n=1

sinnx

2n
���

∞∑
n=1

sin nx

n2
���������� ����� ��� R�

��������$ 	�	�%�

∣∣∣∣sin nx2n

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
���

∣∣∣∣sinnxn2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
��� ���	 x ∈ R

��� � �	���

∞∑
n=1

1

2n
���

∞∑
n=1

1

n2
���������� �������	 �� 	���������	 ��

�������� ��� Weierstarass�

-� !� � �	���
∞∑
n=1

|cn| �������	�$ ���	 � �	���

∞∑
n=1

cn sinnx ���
∞∑
n=1

cn cosnx

���������� ����� ��� R�

��������$ 	�	�%� |cn sinnx| ≤ |cn| ��� |cn cosnx| ≤ |cn| ��� ���	 x ∈ R

��� � �	���
∞∑
n=1

|cn| �������	� �������	 �� 	���������	 �� �������� ���

Weierstarass�

4� ;�� ���	 r ∈ (0, 1) � �	���
∞∑
n=0

xn

1 + xn
�������	� ����� ��� %�������

[0, r]� ��������$ ���( r < 1$ ���	

fn(x) =
xn

1 + xn
≤ xn ≤ rn, ∀x ∈ [0, r], ∀n = 0, 1, ...

��� � �	(�	����� �	���
∞∑
n=0

rn �������	� ���� |r| < 1�

2���(�� �	 �� �������� ��� Weierstrass �
∞∑
n=0

fn �������	� ����� ���

%������� [0, r]�
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8�1 ?
��� )��  �+�6��� �:��� ����"  ���0"

 �+���� ��+

�	!��
� #����� ����� {fn}∞n=1 �	
 
�����"�
 ���
����
�� ��	������ �

��
 �	�����
 Δ �
	 a ��
 ���
�� ���� �
���� ��� Δ� ��

(i) lim
x→a

fn(x) = Ln �	
 ��"
 n = 1, 2, ...�

(ii) � �
	��
∞∑
n=1

fn �������
	 ��
�� ��� ��������� S ��� �	�����
 Δ�

!��
 � �
	��
∞∑
n=1

Ln �������
	 �
	 lim
x→a

S(x) =
∞∑
n=1

Ln.

�' 2	�3�� 5�����	 Sn(x) = f1(x) + ... + fn(x)�
!�� ��� (i) ��� ���	 n ∈ N �������	�C

lim
x→a

Sn(x) = L1 + ... + Ln

!�� ��� (ii) � {Sn}∞n=1 �������	� ����� ���� S ��� Δ�
!�� �� 5	
���� <�4�1 ���	���	��� ��� � ��������� {L1 + ... + Ln}∞n+1

�������	� ���
lim
x→a

S(x) = lim
x→a

(L1 + ... + Ln)

2��	�

 � �	���
∞∑
n=1

Ln �������	� ��� lim
x→a

S(x) =
∞∑
n=1

Ln.

�

0��������� #����� �	 ��
 ����̈�����	�
 ��� 5	(������
 <�8�1 �� �	�

lim
x→a

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
=

∞∑
n=1

(
lim
x→a

fn(x)
)

0���2	��
� #����� � �	���
∞∑
n=0

xn

1 + xn
�������	� ���� ���	�� ��� [0, 1)

���� � � ������

��������$ ��� ���	 x ∈ [0, 1) ��� ��� ���	 n ∈ N �� �	�
xn

1 + xn
≤ xn�

� �	(�	����� �	���
∞∑
n=0

xn �������	� ���� ���	�� ��� [0, 1)� 2���(�� �	 ��

�������� ��������
 �
∞∑
n=0

xn

1 + xn
�������	� ���� ���	�� ��� [0, 1)�
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!
 ���������	 ���$ �����	��$ �
∞∑
n=0

xn

1 + xn
�������	� ����� ��� [0, 1)�

���	$ ��� �� 5	
���� <�8�1$ �������	� ���
∞∑
n=0

lim
x→1

xn

1 + xn
=

∞∑
n=0

1

2
, ���

	���� ������

�	!��
� #���$� ����� {fn}∞n=1 �	
 
�����"�
 ���
����
�� ��	������ �

��
 �	�����
 Δ� ��

(i) � fn 
��
	 ���
��� ��� x0 ∈ Δ �	
 ��"
 n = 1, 2, ...�

(ii) �
∞∑
n=1

fn �������
	 ��
�� ��� ��������� S ��� �	�����
 Δ�

���
 �
	 � S 
��
	 ���
��� ��� x0�

�' 2	�3�� 5�����	 Sn(x) = f1(x) + ...+ fn(x)�
!�� ��� (ii) � {Sn}∞n=1 �������	� ����� ���� S ��� Δ ��� ��� ��� (i)

��� ���	 n ∈ N � Sn 	���� ���	 �
 ��� x0 (
 �������� ���	 
� ��� x0
��������	(��

!�� �� 5	
���� <�4�/ ���	���	��� ��� � ������ ��������� S ��
 {Sn}∞n=1

	���� ���	 �
 ��� x0�
�

0���2	��
� #���"� ;�� ���	 r ∈ (0,
√
2) � �	���

∞∑
n=0

x(1 − x2)n �������	�

���� ���	�� ��� (−r, r) ���� � � ������ ��������$ � �	��� 	���� �	(�	�����
�	 ��
�� ��� a = x ��� ���� q = 1−x2� !� x ∈ (−r, r)\{0} ��� 0 < r <

√
2$

���	 |q| < 1� ?�����(


S(x) =
∞∑
n=0

x(1− x2)n =

⎧⎨
⎩

a

1− q
=

1

x
, �� x ∈ (−r, r) \ {0},

0, �� x = 0.

!
 ���������	 �����	�� ��� � �	���
∞∑
n=1

x(1 − x2)n �������	� ����� ���

(−r, r)� ?�	�%� � ��������	�
 x(1− x2)n 	���� ���	 	�
 ��� x0 = 0 ∈ (−r, r)$
� ��������� S(x) =

∞∑
n=1

x(1 − x2)n ����	� �� 	���� ���	 �
 ��� x0 = 0$ ���

%	� �� �	�� 2��	�

 � �������� ��
 �	���
 ��� (−r, r) %	� 	���� ������
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8�5 
���323� ! )�� �,�),��� !  ���0"

 �+���� ��+

�	!��
� #�,��� ����� ��	

(i)
∞∑
n=1

fn(x0) �������
	 �	
 ��
 ������	���� x0 ∈ [a, b]�

(ii)
∞∑
n=1

f ′
n �������
	 ��
�� ��� [a, b]�

!��
 � �
	�� ���
����
��
∞∑
n=1

fn �������
	 ��
�
 �
 �	
 �
�
�����	�� ���������

S ��� �	�����
 [a, b] �
	 �	
 ��"
 x ∈ [a, b] 	��$
	 S ′(x) =
∞∑
n=1

f ′
n(x).

�' 2	�3�� 5�����	 Sn(x) = f1(x) + ... + fn(x)� !�� ��� (i) �������	� ���
� ��������� {Sn(x0)}∞n=1 �������	�� !�� ��� (ii) �������	� ��� � {S ′

n}∞n=1

�������	� ����� ��� Δ� !�� �� 5	
���� <�/�1 � ��������� ��������	(�
{Sn}∞n=1 �������	� ����� �	 ��� �����(������ ��������� S ���

S ′(x) = lim
n→∞

S ′
n(x) =

∞∑
n=1

f ′
n(x).

�

0��������� #�,��� �	 ��
 ����̈�����	�
 ��� 5	(������
 <�=�1 �� �	�( ∞∑
n=1

fn(x)

)′

=
∞∑
n=1

f ′
n(x)

�	!��
� #�,��� �� � �
	�� ���
����
��
∞∑
n=1

fn �������
	 ��
�� ���

��������� S ��� �	�����
 [a, b] �
	 ��"
 fn 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]�
���
 �
	 � S 
��
	 ������� �	�� ��� [a, b]� 
�	�����

∫ b

a

S(x)dx =

∞∑
n=1

(∫ b

a

fn(x)dx

)

�' 2	�3�� 5�����	 Sn(x) = f1(x) + ... + fn(x)�
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A?�	�%� �� f1, ..., fn 	���� �������
���	
 ��� [a, b]$ � Sn 	���� �������
����
��� [a, b] ��� ∫ b

a

Sn(x) =

∫ b

a

f1(x) + ...+

∫ b

a

fn(x)

A?�	�%� � {Sn}∞n=1 �������	� ����� ���� S ��� [a, b] ��� �� 5	
���� <�/�/
���	���	��� ���C∫ b

a

S(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

Sn(x)dx =

= lim
n→∞

(∫ b

a

f1(x) + ...+

∫ b

a

fn(x)

)
=

∞∑
n=1

(∫ b

a

fn(x)dx

)

�

0��������� #�,�$� �	 ��
 ����̈�����	�
 ��� 5	(������
 <�=�4 �� �	�

∫ b

a

( ∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

(∫ b

a

fn(x)dx

)

8�8 
���323� ! )�� �,�),��� ! ��+��� ���2+

�	!��
� #�#��� ����� ��	 � ���
���
	��
∞∑
n=0

anx
n ��
	 
����
 �$���	���

R 	= 0�

0� (
∞∑
n=0

anx
n �������
	 ��
�� ��� �	�����
 [−r, r] �	
 ��"
 r ∈ (0, R)�

1� �� �
∞∑
n=0

anR
n ��

∞∑
n=0

an(−R)n� 
������	�
� 
������
	� ���
 � �$���	��

���
∞∑
n=0

anx
n ��� [0, R) ���� (−R, 0]� 
������	�
� �
� 
��
	 ��
���

2� �� �
∞∑
n=0

anR
n �������
	� ���
 �

∞∑
n=0

anx
n �������
	 ��
�� ��� [0, R]�

3� �� �
∞∑
n=0

an(−R)n �������
	� ���
 �
∞∑
n=0

anx
n �������
	 ��
�� ��� [−R, 0]�
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�' 2	�3��

1� ;�� ���	 x ∈ [−r, r] ��� ��� ���	 n ∈ N �� �	� |anxn| ≤ |anrn|�

!� r ∈ (0, R)$ ���	
∞∑
n=0

|anrn| �������	�� 2���(�� �	 �� �������� ��� Weier-

starass �
∞∑
n=0

anx
n �������	� ����� ��� [−r, r]�

-� !
 ���������	 �����	�� ��� �
∞∑
n=1

anx
n �������	� ����� [0, R)�

?�	�%� lim
x→R

anx
n = anR

n ��� ���	 n ∈ N$ ��� �� 5	
���� 6�6�1 �������	�

��� � �	���
∞∑
n=0

anR
n �������	�$ ��� 	���� ������

4� A?��( R = 1� ���	 �
∞∑
n=0

an �������	�� !�� �� 5	
���� =�4�1 ��� ���	

ε > 0 ���� 	� n0 ������ 
��	

|an+1 + ...+ an+k| < ε

2
, ∀n ≥ n0, ∀k = 1, 2, ...

5�����	 Ak = an0+1 + ... + an0+k, k = 1, 2, ...� ���	 |Ak| < ε
2
���

an0+1 = A1, an0+2 = A2 −A1, ..., an0+k = An0+k −An0+k−1.

;�� ���	 x ∈ [0, 1] ��� ��� ���	 i = 1, 2, ...$ �� �	� |xi − xi+1| = xi − xi+1�
����	 ∣∣∣∣∣

n0+k∑
i=n0+1

aix
i

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A1x

n0+1 +

n0+k∑
i=n0+2

(Ai − Ai−1)x
i

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣
(

n0+k−1∑
i=n0+1

Ai(x
i − xi+1)

)
+ Akx

n0+k

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2

n0+k−1∑
i=n0+1

|xi − xi+1|+ ε

2
|xn0+k| =

=
ε

2

n0+k−1∑
i=n0+1

(xi − xi+1) +
ε

2
xn0+k =

ε

2
xn0+1 − ε

2
xn0+k +

ε

2
xn0+k < ε

!�� �� 5	
���� <�:�1 � %������	��� �������	� ����� ��� [0, 1]�

!� R 	= 1$ ���	
∞∑
n=1

anx
n =

∞∑
n=1

anR
n
(
x
R

)n
=

∞∑
n=1

anR
nyn$ ���� y = x

R
�

� �	�	����� %������	��� � 	� ������ ��������
 1 ��� �������	� ��� y = 1$
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	�����(
 �������	� ����� ��� [0, 1]� A!��$ ��� ���	 ε > 0 ���� 	� n0 ������

��	 ∣∣∣∣∣

n+k∑
i=n+1

aiR
iyi

∣∣∣∣∣ < ε, ∀y ∈ [0, 1], ∀n ≥ n0, ∀k = 1, 2, ...

!� x ∈ [0, R]$ ���	 x
R
∈ [0, 1]$ ����	

∣∣∣∣ n+k∑
i=n+1

aiR
i
(
x
R

)i∣∣∣∣ < ε$ ��� ���	 n ≥ n0

��� ��� ���	 k = 1, 2, ...� !�� �
∞∑
n=1

anx
n ������	� ����� ��� [0, R]�

/� A?��( R = 1� ���	 �������	� � �	���
∞∑
n=0

(−1)nan� !�� �� 5	
����

=�4�1 ��� ���	 ε > 0 ���� 	� n0 ������ 
��	

|(−1)n+1an+1 + ...+ (−1)n+kan+k| < ε

2
, ∀n ≥ n0, ∀k = 1, 2, ...

5�����	 Ak = (−1)n+1an0+1+ ...+(−1)n+kan0+k, k = 1, 2, ... � ���	 |Ak| < ε
2

���
(−1)n0+1an0+1 = A1, (−1)n0+2an0+2 = A2 − A1, ...,

(−1)n0+kan0+k = An0+k − An0+k−1.

;�� ���	 x ∈ [−1, 0] ��� ��� ���	 i = 1, 2, ...$ �� �	� ||xi|−|xi+1|| = |xi|−|xi+1|�
����	∣∣∣∣∣

n0+k∑
i=n0+1

aix
i

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n0+k∑
i=n0+1

(−1)iai|xi|
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣A1|xn0+1|+
n0+k∑

i=n0+2

(Ai − Ai−1)|xi|
∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
(

n0+k−1∑
i=n0+1

Ai(|xi| − |xi+1|)
)

+ Akx
n0+k

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2

n0+k−1∑
i=n0+1

||xi|−|xi+1||+ε
2
|xn0+k| =

= ε

n0+k−1∑
i=n0+1

(|xi| − |xi+1|) + ε

2
|xn0+k| = ε

2
|xn0+1| − ε

2
|xn0+k|+ ε

2
|xn0+k| < ε

2���(�� �	 �� �������� �����
 ��������
 ��� Cauchy )5	
���� <�:�1* �
%������	��� �������	� ����� ��� [−1, 0]�

;�� R 	= 1 � ���%	�'� 	���� ����� �	 ��� �	����(�� 4�
�

0 ���
� #�#��� ��Δ 
��
	 �� �	�����
 �$���	��� ��� ���
���
	���
∞∑
n=0

anx
n

�
	 a, b ∈ Δ �a < b�� ���
 � ���
���
	�� �������
	 ��
�� ��� [a, b]�
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0���2	/�
��� #�#���

1� �� %������� ��������
 ��
 %������	���

∞∑
n=1

xn

n2
	���� �� ��	����

%������� [−1, 1]� 2��	�

 �
∞∑
n=1

xn

n2
�������	� ����� ��� [−1, 1] ���

�	 ���	 ���%������� ��� [−1, 1]�

-� �� %������� ��������
 ��
 %������	���

∞∑
n=1

(−1)n
xn√
n
	���� �� (−1, 1]�

� �	��� �������	� ����� �	 ���	 [a, b] ⊆ (−1, 1]�

�� �$ � �	��� �������	� ����� ��� [0, 1]� !�� ��� ���� �	���$ 	�	�%�
�� ���� x = −1 ��� %���������
 ��������
 %	� ����	� ��� %�������
��������
$ ��� (−1, 1] � �������� ��
 �	���
 %	� 	���� ������

0� ���� #�#�$� �� Δ �� �	�����
 �$���	��� ��� ���
���
	���
∞∑
n=0

anx
n�

���
 � ��������� f(x) =
∞∑
n=0

anx
n� x ∈ Δ� 
��
	 ���
����

�' 2	�3�� A?��( x0 ∈ Δ� @��� ��� a, b ∈ Δ 
��	 x0 ∈ [a, b] ⊆ Δ�

2���(�� �	 ��� ������� <�<�- �
∞∑
n=0

anx
n �������	� ����� ��� [a, b]�

?�	�%� ���	 fn(x) = anx
n 	���� ���	 �
 ��� x0$ � ��������� f 	����

���	 �
 ��� x0$ ����(�� �	 �� 5	
���� <�8�/�
�

0� ���� #�#�"� �� f(x) =
∞∑
n=0

anx
n� ���
 �	
 ��"
 x ∈ (−R,R)

f ′(x) =
∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=1

nanx
n−1. )<�1/*

�� � �
	��
∞∑
n=0

nanx
n−1 �������
	 �
	 �	
 x = R �
������	�
� x = −R��

���
 � 	�����
 �9�03� 	��$
	 �
	 �	
 x = R �
������	�
� x = −R��
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�' 2	�3�� A?��( R′ ������ ��������
 ��

∞∑
n=0

nanx
n−1� 5� %	�'���	 ���

R′ = R$ ����	 ��� �� 5	(������ <�<�1 ��� <�=�1 ���	���	��� ��� ��� ���	
x ∈ (−R,R) ( ∞∑

n=0

anx
n

)′

=
∞∑
n=0

(anx
n)′

A?��( x ∈ (−R,R)� ���	 |x| < r$ ���� 0 < r < R� ?�	�%� � �	���
∞∑
n=0

anr
n �������	�$ ��	��� ��� lim

n→∞
anr

n = 0� A!��$ ���� 	� L > 0 ��� �� �����

|anrn| < L$ n = 1, 2, ...� ����	

|nanxn−1| = n|anrn| · 1
r
·
∣∣∣x
r

∣∣∣n−1

≤ n · L
r
·
∣∣∣x
r

∣∣∣n−1

� �	���
∞∑
n=1

n
L

r
·
∣∣∣x
r

∣∣∣n−1

�������	� ����(�� �	 �� �������� ��� �����$ ����

(n+ 1)
∣∣x
r

∣∣n
n
∣∣x
r

∣∣n−1 =
∣∣∣x
r

∣∣∣ · n + 1

n
−→

∣∣∣x
r

∣∣∣ < 1

!�� �� �������( �
∞∑
n=1

nanx
n−1 �������	� ������� ��� ���	 x ∈ (−R,R)�

A!�� (−R,R) ⊆ (−R′, R′)�

A?��( x ∈ (−R′, R′)� ���	 �
∞∑
n=1

|nanxn| = |x|
∞∑
n=0

|nanxn−1| �������	��

?�	�%� |anxn| ≤ |nanxn|$ �
∞∑
n=0

|anxn| �������	� ��� �� �������� ��������


�(� �	��
�� ?�����(
 x ∈ (−R,R)� A!�� (−R′, R′) ⊆ (−R,R)� 2��	�


R = R′�

!� � �	���
∞∑
n=0

nanR
n−1 )�������� �$

∞∑
n=0

nan(−R)n−1* �������	�$ ���	 �

∞∑
n=0

nanx
n−1 �������	� ����� ��� [0, R] )�������� �$ ��� [−R, 0]*$ ��� ��� �

∞∑
n=0

anx
n �������	� ����� ��� [0, R] )�������� �$ ��� [−R, 0]*� ����	 � �������

)<�1/* �� �	� ��� ��� x = R )�������� �$ ��� x = −R*�
�
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0� ���� #�#�(� ��Δ 
��
	 �� �	�����
 �$���	��� ��� ���
���
	���
∞∑
n=0

anx
n

�
	 f(x) =
∞∑
n=0

anx
n �	
 ��"
 x ∈ Δ, ���
 �	
 ��"
 x0 ∈ Δ

∫ x0

0

f(x)dx =
∞∑
n=0

∫ x0

0

anx
ndx. )<�16*

�' 2	�3�� A?��( x0 ∈ Δ� ?�	�%� ���	 fn(x) = anx
n 	���� �������
����

��� [0, x0] ���
∞∑
n=0

anx
n �������	� ����� ��� [0, x0] ⊆ Δ$ � f 	���� �������
����

��� [0, x0]$ 	������� �� �	� � �������( ����
 <�16�
�

0 ���
� #�#��� *	 �
�
���� ���
���
	��� ����� ��� ��	
 
����
 �$���	���&

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ ... + anx

n + ...

∞∑
n=0

an
xn+1

n + 1
= a0x+ a1

x2

2
+ ... + an

xn+1

n+ 1
+ ...

∞∑
n=1

annx
n−1 = a1 + 2a2x+ ... + annx

n−1 + ...

0���2	/�
��� #�#�,�

1� ?�	�%� 1+ x+ x2 + x3 + ...+ xn−1 + ... =
1

1− x
, x ∈ (−1, 1) �������	�

���

(1)′ + (x)′ + (x2)′ + (x3)′ + ...+ (xn−1)′ + ... =

(
1

1− x

)′
, x ∈ (−1, 1)

A!��$

1 + 2x+ 3x2 + ... + nxn−1 + ... =
1

(1− x)2
, x ∈ (−1, 1)

?����
∫ x

0

1dt+

∫ x

0

tdt+

∫ x

0

t2+ ...+

∫ x

0

tn−1dt+ ... =

∫ x

0

dt

1− t
, x ∈ (−1, 1)
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?�����(


x+
x2

2
+
x3

3
+ ...+

xn

n
+ ... = − ln(1− x), x ∈ (−1, 1)

-� E� ���%	� �	� ���

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ... + (−1)n−1 x

n

n
+ ..., x ∈ (−1, 1].

����7 �� %������� ��������
 ��
 %������	���


x− x2

2
+
x3

3
− ...+ (−1)n−1 x

n

n
+ ...

	���� �� (−1, 1]� 5�����	

f(x) = x− x2

2
+
x3

3
− ... + (−1)n−1 x

n

n
+ ..., x ∈ (−1, 1].

A? ���	 )��� ��� ������� <�<�6*

f ′(x) =
∞∑
n=1

(
(−1)n−1x

n

n

)′
=

∞∑
n=1

(−1)n−1xn−1 =

= 1− x+ ... =
1

1 + x
, x ∈ (−1, 1).

?�	�%� f(0) = 0$ ��������	

f(x) = f(x)− f(0) =

∫ x

0

f ′(t)dt =
∫ x

0

dt

1 + t
= ln(1 + x), x ∈ (−1, 1)

5� +����	 �� �������� f(1) ��
 �	���
 ��� x = 1� ?�	�%� � f 	����
���	 �
 ��� %������� ��������
 (−1, 1]$ ��������	

f(1) = lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(ln(1 + x)) = ln(1 + 1)

4� E� ���%	� �	� ���

arctan x = x− x3

3
+
x5

5
− ... + (−1)n−1 x2n−1

2n− 1
+ ..., x ∈ [−1, 1]
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����7 �� %������� ��������
 ��
 %������	���


x− x3

3
+
x5

5
− ...+ (−1)n−1 x2n−1

2n− 1
+ ...

	���� �� [−1, 1]� 5�����	

f(x) = x− x3

3
+
x5

5
− ...+ (−1)n−1 x2n−1

2n− 1
+ ..., x ∈ [−1, 1].

A? ���	 )��� ��� ������� <�<�6*

f ′(x) =
∞∑
n=1

(
(−1)n−1 x2n−1

2n− 1

)′
=

∞∑
n=1

(−1)n−1x2n−2 =

= 1− x2 + ... =
1

1 + x2
, x ∈ (−1, 1).

?�	�%� f(0) = 0$ ��������	

f(x) = f(x)−f(0) =
∫ x

0

f ′(t)dt =
∫ x

0

1

1 + t2
dt = arctan x, x ∈ (−1, 1).

?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� %������� ��������
 [−1, 1]$ ��������	

f(1) = lim
x→1

f(x) = lim
x→1

arctan x = arctan 1

f(−1) = lim
x→−1

f(x) = lim
x→−1

arctanx = arctan(−1)

0� ���� #�#�#� ��
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

bnx
n �	
 ��"
 x ��� 
���
	 ��� �	�����


Δ �
	 0 ∈ Δ� ���
 an = bn �	
 ��"
 n = 0, 1, ...�

�' 2	�3�� 5������
 x = 0 ���� �������

a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ... = b0 + b1x+ b2x
2 + ... + bnx

n + ...

��������	 a0 = b0� !
 ���������	 ��� ai = bi$ ��� ���	 i = 0, 1, ..., n$ ���	

an+1x
n+1 + an+2x

n+2 + ... = bn+1x
n+1 + bn+2x

n+2 + ...
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7����
���
 ��� ������� %�� ��� xn+1 	= 0$ ��������	

an+1 + an+2x+ ... = bn+1 + bn+2x+ ..., x ∈ Δ \ {0}
5�����	 ��� ���	 x ∈ ΔC

f(x) = an+1 + an+2x+ ...

g(x) = bn+1 + bn+2x+ ...

����	 f(x) = g(x) ��� ���	 x 	= 0�
?�	�%� �� ��������	�
 anx

n ��� bnxn 	���� ���	 	�
 ��� x = 0$ ��
��������	�
 f ��� g 	���� ���	 	�
 ��� x = 0$ ���

an+1 = f(0) = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = g(0) = bn+1.

�

0� ���� #�#��8� �� f(x) =
∞∑
n=0

anx
n� x ∈ (−R,R)� ���


an =
f (n)(0)

n!
, n = 0, 1, 2, ...

�' 2	�3��

f(x) =a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + ...+ anx
n + ...

f ′(x) =1 · a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + ...+ nanx

n−1 + ...

f ′′(x) =1 · 2 · a2 + 2 · 3a3x+ ...+ (n− 1)nanx
n−2 + ...

f ′′′(x) =1 · 2 · 3a3 + ...+ (n− 2)(n− 1)nanx
n−3 + ...

���

f (n)(x) =1 · 2 · · . . . · (n− 1) · nan + . . .

5������
 x = 0 ��������	

f(0) = a0, f
′(0) = 1·a1, f ′′(0) = 1·2·a2, f ′′′(0) = 1·2·3·a3, . . . , f (n)(0) = n! an.

�

0 ���
� #�#���� �� f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n� x ∈ (x0 − R, x0 +R)� ���


an =
f (n)(x0)

n!
, n = 0, 1, 2, ...
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�' 2	�3�� 5������
 x− x0 = y ��� f(x) = f(y + x0) = g(y) ��������	

g(y) = f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n =

∞∑
n=0

any
n =

∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
yn

!�� ��� ������ ��
 g � ���	C f (n)(x) =
[
g(n)(y)

]
y=x−x0

�

?�����(
 g(n)(0) = f (n)(x0)� A!��$

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

�

%���
 + #�#���� ��� ���������� ��������� f �������� �	 ��� %������� Δ
���	���� ��������� ��� 	�(�	���� ���	�� x0 ��� Δ$ ���� ���� 	� δ > 0 ������

��	 (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ Δ ���

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− x0)
n, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

8��9 � )� ��"

�� 7	�'�	 ��� � ��������� ��������	(� fn(x) =
x

1 + n2x2
$ n = 1, 2, ...$

�������	� ����� ��� ��������� f(x) = 0 ��� R�

����7 A?��( ε > 0� A? ���	

|fn(x)− f(x)| = |x|
1 + n2x2

=
1

2n
· 2n|x|
1 + n2x2

!��%	����	��� 	����� ���C
2n|x|

1 + n2x2
≤ 1�

?�����(
 |fn(x)− f(x)| ≤ 1

2n
.

A?��( n0 ∈ N ������
 
��	 n0 >
1

2ε
�

���	 |fn(x)− f(x)| < ε ��� ���	 x ∈ R ��� ��� ���	 n ≥ n0�
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$� 7	�'�	 ��� � ��������� ��������	(� fn(x) =
1

1 + nx
$ n = 1, 2, ...$ ���

%������� [0,∞) �������	� ���� ���	�� ��� ���������

f(x) =

{
0, �� x ∈ (0,∞),

1, �� x = 0.

"� � ��������� ��������	(� fn(x) = 2n2x·e−n2x2
$ n = 1, 2, ...$ ��� %�������

[0, 1] �������	� ���� ���	�� ��� ��������� f(x) = 0�

(� 7	�'�	 ��� � ��������� ��������	(� fn(x) =
nx

1 + n2x2
$ n = 1, 2, ...$

�������	� ���� ���	�� ��� ��������� f(x) = 0 ��� R ���� � � ������

����7 !� x 	= 0$ ���	

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

x
n

1
n2 + x2

= 0 = f(x)

!� x = 0$ ���	 fn(0) = 0 ��� ���	 n ∈ N$ ��� lim
n→∞

fn(0) = f(0)�

����������	 ��� fn

(
1

n

)
=

1

2
��� ���	 n ∈ N \ {0}�

;�� ε =
1

4
$ ��� x0 =

1

n
��� ��� ���	 n ∈ NC

|fn(x0)− f(x0)| = |fn(x0)− 0| = |fn
(
1

n

)
| = 1

2
>

1

4
= ε

�� 7	�'�	 ��� � ��������� ��������	(� fn(x) = 2ne−nx2
, n = 1, 2, ...,

�������	� ���� ���	�� ��� (0, 1] ���� � � �����$ 	�
 �������	� �����
��� [1,∞)�

����7 � ������ ��������� ��
 {fn}∞n=1 ��� (0,∞) 	���� �

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

2n

enx2 = 0, ∀x ∈ (0,∞).

;�� x =
1√
n
∈ (0, 1] ��� ��� ���	 n ∈ N � ���	C

|fn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∣fn

(
1√
n

)
− f

(
1√
n

)∣∣∣∣∣ = 2n

e
>

1

e
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A!�� %	� ���� 	� n(1
e
) ∈ N ������
 
��	 ∀n > n(1

e
) ��� ∀x ∈ (0, 1]

�� �� �	� |fn(x) − f(x)| < 1
e
��� ���	�

 � �������� ��
 ���������


��������	(� ��� %������� (0, 1] %	� 	���� ������

!� x ∈ [1,∞)$ ���	 enx
2
> en ��� ���	�



|fn(x)− f(x)| = 2n

enx2 ≤ 2n

en
−→ 0.

A!�� ��� ���	 ε > 0 ���� 	� ������
 n(ε)$ ������
 
��	 ��� ���	
n > n(ε) ��� ��� ���	 x ∈ [1,∞) �� �� �	� |fn(x) − f(x)| < ε$ %���%�
� ��������� ��������	(� �������	� ����� ��� %������� [1,∞)�

,� 7	�'�	 ��� � ��������� ��������	(� fn(x) =
x2n

1+x2n , n = 1, 2, ... �������	�
���� ���	�� ��� R ���� � � ������

����7 � ��������� ��������	(� �������	� ���� ���	�� ��� ���������

f(x) = lim
n→∞

x2n

1 + x2n
=

⎧⎪⎨
⎪⎩
0, �� |x| < 1,
1
2
, �� |x| = 1,

1, �� |x| > 1.

� �������� ��
 ���������
 ��������	(� %	� 	���� �����$ 	�	�%� ���	
��������� fn(x) =

x2n

1+x2n 	���� ���	 �
 ��� R$ 	�
 � ������ ���������
f %	� 	���� ���	 �
 ��� R�

#� 7	�'�	 ��� � �	���
∞∑
n=1

fn$ ���� fn(x) =
(−1)n−1x2

(x2 + 1)n
$ �������	� ����� ���

S(x) =
x2

x2 + 2
��� Δ = (−∞,∞)�

����7 � {fn(x)}∞n=1 	���� �	(�	����� �	��� �	 ��
�� ��� a =
x2

x2 + 1

��� ���� q = − 1

x2 + 1
� ?�����(
 S(x) =

∞∑
n=1

fn(x) =
a

1− q
=

x2

x2 + 2
.
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�� �	���� ���������� ��
 �	���
 	���� Sn(x) =
a(1− qn)

1− q
$ ����

|Sn(x)− S(x)| =
∣∣∣a(1− qn)

1− q
− a

1− q

∣∣∣ = ∣∣∣ aqn
q − 1

∣∣∣ =
=
∣∣∣ x2

x2 + 1
·
(
− 1

x2 + 1

)n

· 1

− x2

x2+1
− 1

∣∣∣ = x2

(x2 + 1)n(x2 + 2)
<

<
x2

(x2 + 1)n
=

x2

(1 + nx2 + ...)
≤ x2

nx2
=

1

n
.

!� ε > 0 ��� n(ε) = min{n ∈ N : n > 1
ε
}$ ���	 ∀n > n(ε) ��� ∀x ∈ Δ :

|Sn(x)− S(x)| < ε.

�8� 7	�'�	 ��� � �	���
∞∑
n=1

x2

(x2 + 1)n
�������	� ��� %������� (−∞,∞) ����

� � ������

����7 5�����	 fn(x) =
x2

(x2 + 1)n
�

������

 � �	���
∞∑
n=1

fn(x) �������	� ��� x = 0�

A?��( x 	= 0� ���	 � {fn(x)}∞n=1 	���� �	(�	����� ����%�
 �	 ��
�� ���

a =
x2

x2 + 1
��� �	���� ���� q =

1

x2 + 1
< 1$ 	�����(


S(x) =
∞∑
n=1

x2

(x2 + 1)n
=

a

1− q
=

x2

1+x2

1− 1
1+x2

= 1

Sn(x) =
a(1 − qn)

1− q
=

x2

x2 + 1
·
(
1− 1

(1 + x2)n

)
· 1 + x2

x2
= 1− 1

(1 + x2)n

A!�� sup{|Sn(x) − S(x)| : x ∈ R} = sup

{
1

(x2 + 1)n
: x ∈ R

}
= 1.

2��	�

 lim
n→∞

sup{|Sn(x)− S(x)| : x ∈ R} = lim
n→∞

1 = 1 	= 0�

A!�� � {Sn}∞n=1 �������	� ���� S ��� (−∞,∞) ���� � � ������

2��	�

 � �������� ��
 �	���

∞∑
n=1

fn ��� (−∞,∞) %	� 	���� �����

�Θα χρησιμοποιηθεί η ισότητα (a+ b)n =
n∑

k=0

n!

k!(n− k)!
akbn−k
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��� G������������	 �� �������� ��� Weierstarass ��� �� %	�'	�	 ��� � �	���

sin x+
sin2 2x

22
+

sin3 3x

32
+ ...+

sinn nx

n2
+ ...

�������	� ����� ��� %������� (−∞,∞)�

����7 ?�	�%�

∣∣∣∣sinn nx

n2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
��� � �	���

∞∑
n=1

1

n2
�������	�$ � �	���

∞∑
n=1

sinn nx

n2
�������	� ����� ��� %������� (−∞,∞)�

��� 7	�'�	 ��� � �	���
∞∑
n=0

x(1 − x)n �������	� ��� %������� [0, 1] ���� � �

������

����7 � �	���
∞∑
n=0

x(1− x)n 	���� �	(�	����� �	 ��
�� ��� a = x ���

���� q = 1− x� !� x ∈ [0, 1]$ ���	 1− x ∈ [0, 1]� ����	 �� x 	= 0$ ���	

∞∑
n=0

x(1− x)n =
a

1− q
=

x

1− (1− x)
= 1

!� x = 0$ ���	
∞∑
n=0

x(1− x)n = 0� 2��	�

 � �	��� �������	� ��� [0, 1]�

5�����	 fn(x) = x(1− x)n ��� f(x) =
∞∑
n=0

x(1 − x)n�

9��	 ��������� fn 	���� ���	 �
 ��� x = 0$ 	�
 � f =
∞∑
n=0

fn %	� 	����

���	 �
 ��� x = 0 ����

f(x) =

{
0 �� x = 0,

1 �� x ∈ (0, 1].

2��	�

 � �������� ��
 �	���
 ��� [0, 1] %	� 	���� ������
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��� 7	�'�	 ��� � �	���
∞∑
n=1

1

n2
sin

x

n
�������	� ����� ��� %������� (−∞,∞)

��� ���

( ∞∑
n=1

1

n2
sin

x

n

)′
=

∞∑
n=1

(
1

n2
sin

x

n

)′
�

����7 5�����	 fn(x) =
1

n2
sin

x

n
�

)i* � �	���
∞∑
n=1

fn �������	� ��� x0 = 0$ ����
∞∑
n=1

fn(0) = 0

)ii*
∞∑
n=1

f ′
n �������	� ����� ��� %������� (−∞,∞) ��� �� �������� ���

Weierstarass$ ���� |f ′
n(x)| =

∣∣∣∣ 1n3
cos

x

n

∣∣∣∣ ≤ 1

n3
��� ���	 x ∈ (−∞,∞)

��� � �	���
∞∑
n=1

1

n3
�������	��

A!�� �� 5	
���� <�=�1 �������	� ��� � �	���
∞∑
n=1

fn �������	� ����� ���

(−∞,∞) ��� ���

( ∞∑
n=1

fn

)′
=

∞∑
n=1

f ′
n�

�$� 7	�'�	 ��� �� 5	
���� <�=�1 ��
 �����
����
 �(� �	��
� ��������	(�
%	� ����	� �� 	�������	� ��� �	���

(x2 + 1) + 2(x2 + 1)2 + 3(x2 + 1)3 + 4(x2 + 1)4 + ....

����7 !��	� �� %	�'���	 ��� � �	��� �������	� ��� ���	 x ∈ (−∞,∞)�

5�����	 an(x) = n(x2 + 1)n� ���	 ��� x 	= 0 � ���	

lim
n→∞

an+1(x)

an(x)
= lim

n→∞
an+1(x)

an(x)
= lim

n→∞
(n+ 1)(x2 + 1)

n
= x2 + 1 > 1

?�����(
 ��� x 	= 0 � �	��� �������	��

;�� x = 0 ��������	 ��� ����������� �	��� 1 + 2 + ... + n+ ...�

�"� 7	�'�	 ��� �� 5	
���� <�=�4 ��
 �������(��
 �(� �	��
� ��������	(�
����	� �� 	�������	� ��� �	���

1 +
cos x

1!
+

cos2 x

2!
+

cos3 x

3!
+ ..., x ∈ [a, b], a, b ∈ (−∞,∞).
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����7 5�����	 fn(x) =
cosn x

n!
$ n = 0, 1, ... �

;�� ���	 n � fn 	���� ���	 �
 ��� ��� �������
���� �	 �����%����	
�������� %������� [a, b]�

� �	���
∞∑
n=0

fn �������	� ����� �	 �����%����	 �������� %������� [a, b]

��� �� �������� ��� Weierstarass$ ���� |fn(x)| =

∣∣∣∣cosn xn!

∣∣∣∣ ≤ 1

n!
���

���	 x ∈ [a, b] ��� � �	���
∞∑
n=0

1

n!
�������	� )��� �� �������� ��� �����$

	�	�%� lim
n→∞

1
(n+1)!

1
n!

= 0 < 1*�

�(� E� ���������	� �� �������� ��
 �	���
 x+
x2

2
+
x3

3
+ ...+

xn

n
...�

����7 B�������	 �� %������� �������
 [−1, 1) ��

∞∑
n=1

xn

n
�

5�����	 f(x) =
∞∑
n=1

xn

n
, x ∈ [−1, 1)� A? ���	 )��� ��� ������� <�<�6*

f ′(x) =
∞∑
n=1

(
xn

n

)′
=

∞∑
n=1

xn−1 = 1 + x+ ... =
1

1− x
, x ∈ (−1, 1)

?�	�%� f(0) = 0$ ��������	

f(x) = f(x)−f(0) =
∫ x

0

f ′(t)dt =
∫ x

0

1

1− t
dt = − ln(1−x), x ∈ (−1, 1)

5� +����	 �� �������� f(−1) ��
 �	���
 ��� x = −1� ?�	�%� � f 	����
���	 �
 ��� %������� ��������
 [−1, 1)$ ��������	

f(−1) = lim
x→−1

f(x) = lim
x→−1

(− ln(1− x)) = − ln(1− (−1))

A!��$ x+
x2

2
+
x3

3
+ ...+

xn

n
... = − ln(1− x), x ∈ [−1, 1)�
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��� E� ���������	� �� �������� ��
 �	���
 1+2x+3x2+ ...+(n+1)xn+ ...�

����7 �� %������� �������
 ��

∞∑
n=0

(n+ 1)xn 	���� �� (−1, 1)�

5�����	 f(x) =
∞∑
n=0

(n+ 1)xn, x ∈ (−1, 1)� ;�� ���	 x ∈ (−1, 1)C

∫ x

0

f(t)dt =
∞∑
n=0

∫ x

0

(n + 1)tndt =
∞∑
n=0

xn+1 = x+ x2 + .. =
x

1− x

?�	�%� � f 	���� ���	 �
 ��� (−1, 1)$ ��� Φ(x) =

∫ x

0

f(t)dt � ���	

Φ′(x) = f(x)� ����	

f(x) =

(∫ x

0

f(t)dt

)′
=

(
x

1− x

)′
=

1

(1− x)2

A!��$ 1 + 2x+ 3x2 + ...+ (n + 1)xn + ... =
1

(1− x)2
, x ∈ (−1, 1)�

�,� E� ���%	� �	� ��� �� |x| < 1$ ���	

−2x+ 4x3 − 6x5 + ...+ (−1)n2nx2n−1 + ... = − 2x

(1 + x2)2

����7 ����������	 ��� )�������
�����
 ���	 ��� ��
 �	���
*

−
∫ x

0

2tdt+

∫ x

0

4t3dt−
∫ x

0

6t5dt+ ... = −x2 + x4 − x6 + ...

�� %������� ��������
 ��
 �	(�	�����
 �	���
 −x2 + x4 − x6 + ... 	����
�� (−1, 1)� ;�� ���	 x ∈ (−1, 1) �� �	�

−x2 + x4 − x6 + ... =
−x2
1 + x2

A?����
 ��� ��� ������� <�<�6 � ���	

−(x2)′ + (x4)′ − (x6)′ + ... + (−1)n(x2n)′ + ... =

(
− x2

1 + x2

)′

A!��$ −2x+ 4x3 − 6x5 + ...+ (−1)n2nx2n−1 + ... = − 2x

(1 + x2)2
�
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�+�)�" ����+ �)�,��:�2+�

1� lim
n→∞

cn

n!
= 0, c > 0

-� lim
n→∞

n!

nn
= 0

4� lim
n→∞

n
√
a = 1, a > 0

/� lim
n→∞

n
√
n = 1

6� lim
n→∞

(
2 +

1

2!
+

1

3!
+ ... +

1

n!

)
= e

:� lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e

8� lim
n→∞

(
1 +

a

n

)n

= ea, a ∈ R \ {0}

=� lim
n→∞

n + 1
n
√
n!

= e

<� lim
n→∞

n
√
n!

n
=

1

e

1.� lim
n→∞

n
√
n! = ∞

11� lim
n→∞

an

nk
= ∞, a > 1, k > 0
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�+�)�" $���323�+�

1� c′ = 0

-� (xμ)′ = μxμ−1, μ ∈ IR \ {0}$
[(

1

x

)′
= − 1

x2
, (

√
x)′ =

1

2
√
x

]
4� (ax)′ = ax · ln a, a > 0, [(ex)′ = ex]

/� (loga x)
′) =

1

x ln a
.

[
(ln x)′ =

1

x

]
6� (sin x)′ = cosx

:� (cosx)′ = − sin x

8� (tanx)′ =
1

cos2 x

=� (cot x)′ = − 1

sin2 x

<� (arcsin x)′ =
1√

1− x2

1.� (arccosx)′ = − 1√
1− x2

11� (arctan x)′ =
1

1 + x2

1-� (arccotx)′ = − 1

1 + x2
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�+�)�" �,�),!���0��+

1�

∫
0 · dx = c

-�

∫
1 · dx =

∫
dx = x+ c

4�

∫
xμ dx =

xμ+1

μ+ 1
+ c, μ 	= −1 =⇒

∫
dx

xμ
= − 1

(μ− 1)xμ−1
+ c, μ 	= 1

/�

∫
1

x
dx = ln |x|+ c

6�

∫
axdx =

ax

ln a
+ c, a ∈ (0,∞) \ {1} =⇒

∫
exdx = ex + c

:�

∫
sin x dx = − cosx+ c

8�

∫
cosx dx = sin x+ c

=�

∫
1

sin2 x
dx = − cot x+ c

<�

∫
1

cos2 x
dx = tanx+ c

1.�

∫
sinh x = cosh x+ c

(
sinh x = ex−e−x

2
, cosh x = ex+e−x

2

)

11�

∫
cosh x = sinh x+ c

1-�

∫
dx

x2 +m2
=

1

m
arctan

x

m
+ c$ m 	= 0�

14�

∫
dx

(x2 +m2)k
=

x

2(k − 1)m2(x2 +m2)k−1
+

2k − 3

2(k − 1)m2

∫
dx

(x2 +m2)k−1
$

m 	= 0$ k = 2, 3, ...�
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1/�

∫
xdx

x2 +m
=

1

2
ln |x2 +m|+ c

16�

∫
xdx

(x2 +m)k
= − 1

2(k − 1)(x2 +m)k−1
+ c, k 	= 1.

1:�

∫
dx

x2 −m2
=

1

2m
ln

|x−m|
|x+m| + c$ m 	= 0�

18�

∫
dx√

m2 − x2
= arcsin

x

m
+ c$ m 	= 0�

1=�

∫
dx√
x2 +m

= ln |x+
√
x2 +m|+ c$ m 	= 0�
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�+�)�" ���� 6!���� ��+�+ )��0 Laplace

�� L{1} =
1

p
$ p > 0

�� L{xn} =
n!

pn+1
, p > 0

�� L{eax} =
1

p− a
, p > a

$� L{sin ax} =
a

p2 + a2
, p > 0

"� L{cos ax} =
p

p2 + a2
, p > 0

(� L{sinh ax} =
a

p2 − a2
, p > |a|

�� L{cosh ax} =
p

p2 − a2
, p > |a|

,� L{eaxxn} =
n!

(p− a)n+1
, p > a

#� L{eax sin bx} =
b

(p− a)2 + b2
, p > a

�8� L{eax cos bx} =
p− a

(p− a)2 + b2
, p > a

��� L{x · sin ax} =
2ap

(p2 + a2)2
, p > 0

��� L{x · cos ax} =
p2 − a2

(p2 + a2)2
, p > 0
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�+�)�" �+�� ��%��+ )��0 Laplace

�� L−1

{
1

(p− a)n

}
=
eaxxn−1

(n− 1)!

�� L−1

{
b

(p− a)2 + b2

}
= eax sin bx

�� L−1

{
p− a

(p− a)2 + b2

}
= eax cos bx

$� L−1

{
b

(p− a)2 − b2

}
= eax sinh bx

"� L−1

{
p− a

(p− a)2 − b2

}
= eax cosh
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A!������� �	���
$ -41
A!�( �������� Darboux$ <:
A!�( �������(��$ <=

!������ �������(��$ 6<
!�������� ��������	(�$ -<8

��������
���� ���	��$ -<8
�����$ -<=

!�������$ 4.
!����� ��������
$ -:<
!������ 	�� ����$ 4.
!������ �������$ 4.
!������� �	���$ -44
!�����(��$ /6

����������$ /6
���>�����$ /6
������$ /6

;	���	����� �������(��
#�� 	�%��
$ 181
##�� 	�%��
$ 1<4
��������
�������$ 1=<$ 1<<
��� �������$ 1=<$ 1<<

;	(�	����� �	���$ -4-
;����	�� �	��
�$ -::

7������� ��������
$ -8-
7���	�����
$ <6
7������	���$ -:<

������ ��������
$ -:<
%������� ��������
$ -8-
������$ -:<

?���������� �������(��
α′&	�%��
$ 16.
β ′&	�%��
$ 16=

5	
����
Darbux$ 1/
Fermat$ 11
Rolle$ 1-
��� Taylor$ -1
����
 ����
$ 14
����
 ����
 ;	���	�����$ 14

9��( �������� Darboux$ <:
9��( �������(��$ <=
9������$ 1/:

���� ��	����$ 1/8
��	����$ 1/8
����������������$ 1/8

�������
��	����$ 1/8
�	��$ 1/=

9������� ������$ 81
9������ ���	��$ 41
9�������

�������(��
$ -/6
����(������$ 1=-$ -/-
��������
$ 18=$ -4=

4//
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4/6

�������(��
$ -/4
��
 ��>�
$ 1=6$ -/:
��� Bertrand$ -64
��� Gauss$ -6/
��� Jensen$ -64
��� Kummer$ -6-
��� Raabé$ -6.
��� �����$ 1=4$ -/=
��� �����$ 18<$ -4<

9������� ��
 ��>�

��� �������
����$ 1=6

9������� ��� �����
��� �������
����$ 1=4

"	������� %���	������$ <6

�	��� ���������� ���� Laplace$ --1
�	��� ��������
 Laplace$ --1

������ ���������$ -<8
�������� �������(��$ <<
�������� �������(�� Riemann$ <<
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