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ΘΕΜΑ 1ο: (α) ΄Εστω μετρικός χώρος (X, d) και x, y, z διαφορετικά στοιχεία X.
Δείξτε με βάση τον ορισμό ότι το σύνολο X \ {x, y, z} είναι ανοικτό.
(β) ΄Εστω f : R2 → R2

συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι το σύνολο

A = {(x, y) ∈ R2 : ‖f((x, y))‖2 > 1}

είναι ανοικτό. Εδώ ‖ · ‖2 είναι η ευκλείδεια νόρμα.

ΘΕΜΑ 2ο: (α) Δείξτε ότι τα μόνα σύνολα που είναι ταυτόχρονα ανοικτά και κλειστά

στον R είναι το ∅ και το R.
(β)΄Εστω (X, d) μετρικός χώρος. Δείξτε ότι αν η ακολουθία (xn) είναι βασι-

κή στον X τοτε η ακολουθία d(xn, xn+1) συγκλίνει στο 0. Ισχύει το αντίστροφο;
Αιτιολογείστε την απάντηση σας.

ΘΕΜΑ 3ο: (α) Να εξεταστεί ως προς την κατά σημείο και ομοιόμορφη σύγκλιση

η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) = cos(
x

n
), x ∈ R, n ∈ N.

(β) Δείξτε ότι η σειρά συναρτήσεων
∑∞

n=1
n

enx συγκλίνει για x > 0 και ομοιόμορφα
στο διάστημα [θ,+∞) για κάθε θ > 0.

ΘΕΜΑ 4ο:

(α) ΄Εστω (X, d) συμπαγής μετρικός χώρος, και (Kn)n φθίνουσα ακολουθία από
κλειστά σύνολα στον X ώστε diam(Kn)→ 0. Δείξτε ότι ∩∞n=1Kn = {x}.
(β)΄Εστω E = (a, b) ⊆ R και f : E → R ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. Δείξτε

ότι το σύνολο f(E) είναι φραγμένο.
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