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Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ

� Εάν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο −L ≤ x < L και εκτός αυτού ορίζεται από τη σχέση
f (x) = f (x +2L) τότε η σειρά Fourier της f είναι

f (x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+bn sin

nπx

L

)
(1)

όπου οι σταθερές an και bn δίνονται από τις σχέσεις

a0 = 1

L

∫ L

−L
f (s)d s (2)

an = 1

L

∫ L

−L
f (s)cos

nπs

L
d s, bn = 1

L

∫ L

−L
f (s)sin

nπs

L
d s, (3)

για n = 1,2, . . . . Θυµίζουµε ότι∫ L

−L
cos

nπs

L
d s =

∫ L

−L
sin

nπs

L
d s = 0, n = 1,2, . . . (4)∫ L

−L
cos

mπs

L
cos

nπs

L
d s =

∫ L

−L
sin

mπs

L
sin

nπs

L
d s =

{
0, m 6= n

L, m = n
(5)∫ L

−L
cos

mπs

L
sin

nπs

L
d s = 0, m,n = 1,2, . . . . (6)

� Εάν {φn}∞n=1 είναι οι ιδιοσυναρτήσεις του προβλήµατος Sturm–Liouville(
p(x)y ′)′−q(x)y +λρ(x)y = 0, 0 < x < L (7)

α1 y(0)+β1 y ′(0) = 0, α2 y(L)+β2 y ′(L) = 0 (8)

µε p(x) > 0 και ρ(x) > 0, για 0 < x < L τότε∫ L

0
φn(t )φm(t )ρ(t )d t = 0, n 6= m, (9)

f (x) ∼
∞∑

n=1
cnφn(x), cn =

∫ L
0 f (t )φn(t )ρ(t )d t∫ L

0 φ
2
n(t )ρ(t )d t

. (10)

� Οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του προβλήµατος

φ′′+λφ= 0, 0 < x < L (11)

1. µε συνοριακές συνθήκες
φ(0) =φ(L) = 0 (12)

είναι αντίστοιχα

λn =
(nπ

L

)2
, φn(x) = An sin

nπx

L
, n = 1,2, . . . . (13)

2. µε συνοριακές συνθήκες
φ′(0) =φ′(L) = 0 (14)

είναι αντίστοιχα

λn =
(nπ

L

)2
, φn(x) = An cos

nπx

L
n = 0,1,2, . . . . (15)
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3. µε περιοδικές συνοριακές συνθήκες

φ(0) =φ(L), φ′(0) =φ′(L) (16)

είναι αντίστοιχα

λn =
(

2nπ

L

)2

, φn(x) = An cos
2nπx

L
+Bn sin

2nπx

L
, n = 0,1,2, . . . . (17)

� Η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών για την εξίσωση του κύµατος

ut t = c2uxx , −∞< x <∞, t > 0 (18)

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞ (19)

ut (x,0) =ψ(x), −∞< x <∞ (20)

όπου c > 0 είναι µία σταθερά, δίνεται από τη σχέση

u(x, t ) = 1

2
[φ(x + ct )+φ(x − ct )]+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(ξ)dξ. (21)

� Η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών για την εξίσωση της ϑερµότητας

ut = kuxx , −∞< x <∞, t > 0 (22)

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞ (23)

όπου k > 0 είναι µία σταθερά, δίνεται από τη σχέση

u(x, t ) = 1p
4πkt

∫ ∞

−∞
e−(x−ξ)2/4ktφ(ξ)dξ. (24)

� Η εξίσωση του Laplace ∆u = 0 σε πολικές συντεταγµένες γράφεται

ur r + 1

r
ur + 1

r 2 uθθ = 0. (25)

Αν u(r,θ) = R(r )Θ(θ), τότε

Θ′′+n2Θ= 0, Θ 2π-περιοδική, n = 0,1,2, . . . (26)

r 2R ′′+ r R ′−n2R = 0, n = 0,1,2, . . . (27)

µε αντίστοιχες λύσεις

Θ0(θ) = A0, Θn(θ) = An cosnθ+Bn sinnθ, n = 1,2, . . . (28)

R0(r ) =C0 +D0 lnr, Rn(r ) =Cnr n +Dnr−n , n = 1,2, . . . (29)

Ο τύπος του Poisson

u(r,θ) = 1

2π

∫ 2π

0

(a2 − r 2)g (ϕ)

a2 −2ar cos(θ−ϕ)+ r 2 dϕ, r < a, (30)

είναι η λύση του προβλήµατος της εξίσωσης του Laplace ∆u = 0 στο δίσκο D(0, a) µε τιµές
u(a,θ) = g (θ) στο σύνορο του δίσκου.
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