
Πανεπιστηµιο Πατρων – Τµηµα Μαθηµατικων

ΑΜ436 ΜΕΡΙΚΕΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
Ασκήσεις & Λύσεις 2η σειρά

Μ∆Ε 1ης τάξης

1. Να λυθεί το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x) = x2, x ∈R

για όλους τους χρόνους t ≥ 0.

Λύση

Εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες στη µορφή (x(t ), t ), έχουµε το χαρακτηριστικό σύστη-
µα

dx

dt
= u,

du

dt
= 0,

µε αρχικά δεδοµένα για t = 0

x(0) = ξ, u(0) =φ(ξ), ξ ∈R.

Οι χαρακτηριστικές είναι ευθείες και η u είναι σταθερή πάνω σε αυτές, κατά συνέπεια

u(x, t ) = u(ξ,0) =φ(ξ) = ξ2, (1)

οπότε λύνοντας την x-εξίσωση ϐρίσκουµε

x =φ(ξ)t +ξ= ξ2t +ξ ⇒ ξ= −1±p
1+4t x

2t
. (2)

΄Ετσι δια µέσου της (1) έχουµε

u(x, t ) = ξ2 =
(−1±p

1+4t x

2t

)2
= 1+2t x ∓p

1+4t x

2t 2 .

Η u ορίζεται για t 6= 0 και επειδή λύνει το πρόβληµα αρχικών τιµών ϑα πρέπει

u(x,0) = x2 = lim
t→0

1+2t x ∓p
1+4t x

2t 2 .

΄Ετσι η (1+2t x +p
1+4t x)/(2t 2) απορρίπτεται µιας και αποκλίνει στο ∞ καθώς t → 0, ενώ

lim
t→0

1+2t x −p
1+4t x

2t 2 = lim
t→0

2x

4t

(
1− 1p

1+4t x

)
= lim

t→0

4x2

4(1+4t x)3/2
= x2.

Εποµένως η

u(x, t ) =
 x, t = 0

1+2t x −p
1+4t x

2t 2 , t > 0

είναι µοναδική συνεχής λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών και ορίζεται στην περιοχή 1+4xt ≥ 0,
t ≥ 0.
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2. ∆ίνεται το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R

όπου

φ(x) =
{

1−|x|, |x| ≤ 1

0, |x| > 1
.

(αʹ) Να σχεδιαστεί το διάγραµα των χαρακτηριστικών.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί ο χρόνος ϑραύσης του κύµατος.

(γʹ) Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος για όλα τα t ≥ 0.

Λύση

Βλέπε ∆ιάλεξη 7.

3. Θεωρούµε την εξίσωση
ut +a(u)ux = 0, x ∈R, t > 0.

Εάν η f είναι µία οµαλή συνάρτηση δείξτε ότι για να είναι η u = f (x/t ) µία µη σταθερή λύση της
εξίσωσης ϑα πρέπει η f να είναι η αντίστροφη της a.

Λύση

Βλέπε ∆ιάλεξη 7.

4. Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +euux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R

όπου

φ(x) =
{

1, x < 0

2, x > 0

σε ολόκληρο το ϑετικό ηµιεπίπεδο x ∈R, t ≥ 0.

Λύση

Βλέπε ∆ιάλεξη 7.

5. ∆ίνεται το πρόβληµα αρχικών τιµών

ux +uy = 1, x ∈R, x ∈R
u(x, x) = x, x ∈R.

(αʹ) ∆είξτε ότι το πρόβληµα έχει άπειρες λύσεις.

(ϐʹ) Σε ποιό, κατά τη γνώµη σας, λόγο οφείλεται το ότι η λύση δεν είναι µοναδική ;
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Λύση

Εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες στη µορφή (x, y(x)), έχουµε το χαρακτηριστικό σύ-
στηµα

dy

dx
= 1,

du

dx
= 1,

µε αρχικά δεδοµένα
x = y, u = x.

(αʹ) Λύνοντας ϐρίσκουµε, αρχικά,

y = x +ξ, u = x +λξ, ξ ∈R, λ ∈R, (3)

κατά συνέπεια
u(x, y) = x +λ(y −x), λ ∈R. (4)

Πράγµατι, από την (4), ϐλέπουµε ότι

u(x, x) = x, ux = 1−λ, uy =λ,

δηλαδή η u(x, y) = uλ(x, y) είναι λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών για κάθε τιµή της
παραµέτρου λ. ΄Ετσι το πρόβληµα έχει άπειρες λύσεις.

Αν τώρα f είναι µία διαφορίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε f (0) = 0 τότε η (3) γενικεύεται στην

y = x +ξ, u = x + f (ξ), ξ ∈R,

κατά συνέπεια η (4) γίνεται
u(x, y) = x + f (y −x). (5)

Από την (5), έπεται ότι

u(x, x) = x, ux +uy = 1− f ′(y −x)+ f ′(y −x) = 1,

δηλαδή για κάθε διαφορίσιµη συνάρτηση f µε f (0) = 0, η (5) είναι λύση του προβλήµατος
αρχικών τιµών.

(ϐʹ) Οι χαρακτηριστικές καµπύλες της εξίσωσης είναι οι y = x +ξ, µε ξ ∈R, και η αρχική καµπύλη
είναι η y = x η οποία είναι χαρακτηριστική. ΄Ετσι, σε αντίθεση µε τα άλλα προβλήµατα αρχικών
τιµών που λύσαµε στα οποία δεν συνέβαινε το ανάλογο γεγονός, εδώ έχουµε απειρία λύσεων.

6. ∆ίνεται το πρόβληµα αρχικών τιµών

ux +uy = 1, x ∈R, x ∈R
u(x, x) = 1, x ∈R.

(αʹ) ∆είξτε ότι το πρόβληµα δεν έχει λύση.

(ϐʹ) Σε ποιό, κατά τη γνώµη σας, λόγο οφείλεται το γεγονός µη ύπαρξης λύσης ;

Λύση
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(αʹ) Εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες σε παραµετρική µορφή (x(s), y(s)), έχουµε το χα-
ϱακτηριστικό σύστηµα

dx

ds
= 1,

dy

ds
= 1,

du

ds
= 1,

µε αρχικά δεδοµένα για s = 0

x = y, u = 1.

Λύνοντας ϐρίσκουµε
x = s +ξ, y = s +ξ, u = s +1, ξ ∈R. (6)

Από την (6), έξουµε λx =λs+λξ και (1−λ)y = (1−λ)s+(1−λ)ξ όπου λ ∈R, οπότε υπολογίζουµε

s =λx + (1−λ)y −ξ ⇒ u(x, y) = 1+λx + (1−λ)y −ξ, ξ ∈R. (7)

Ενώ η u ικανοποιεί την εξίσωση, µιας και

ux +uy =λ+ (1−λ) = 1,

η αρχική συνθήκη u(x, x) = 1 δεν ικανοποιείται για καµία τιµή της σταθεράς ξ

u(x, x) = x −ξ.

΄Ετσι το πρόβληµα δεν έχει λύση.

(ϐʹ) Οι χαρακτηριστικές καµπύλες της εξίσωσης είναι οι y = x +ξ, µε ξ ∈R, και η αρχική καµπύλη
είναι η y = x η οποία είναι χαρακτηριστική. ΄Ετσι, σε αντίθεση µε τα άλλα προβλήµατα αρχικών
τιµών που λύσαµε στα οποία δεν συνέβαινε το ανάλογο γεγονός, εδώ δεν έχουµε λύση.

Σε σχέση µε το ερώτηµα (ϐ΄) των προβληµάτων 5 και 6 παραπέµπουµε στο ϐιβλίο "Partial Differential
Equations in Action, From Modelling to Theory", S. Salsa εκδόσεις Springer σελ. 192-199, στο
οποίο γίνεται µία πλήρης συζήτηση και παρουσιάζεται ένα Θεώρηµα σχετικά µε ύπαρξη ή µη και
µοναδικότητα ή µη λύσης µερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης της µορφής

a(x, y,u)ux +b(x, y,u)uy + c(x, y,u) = 0.

Οπωσδήποτε δεν είναι απαραίτητο να το γνωρίζετε για το τελικό διαγώνισµα.
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