
Πανεπιστηµιο Πατρων – Τµηµα Μαθηµατικων

ΑΜ436 ΜΕΡΙΚΕΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
Ασκήσεις & Λύσεις 1η σειρά

Μ∆Ε 1ης τάξης

1. Να λυθεί η εξίσωση
aut (x, t )+bux (x, t ) = 0, x ∈R, t > 0,

όπου a και b είναι πραγµατικές σταθερές µε a2 +b2 6= 0.

Λύση

3ος τρόπος επίλυσης: Η µέθοδος των συντεταγµένων. Ορίζουµε τις συντεταγµένες ξ και η
µε τις σχέσεις

ξ= bx +at , η= ax −bt

και ορίζουµε U (ξ,η) = u(x, t ). ΄Ετσι από τον κανόνα της αλυσίδας υπολογίζουµε

ut =Uξξt +Uηηt = aUξ−bUη

ux =Uξξx +Uηηx = bUξ+aUη.

Από την αρχική εξίσωση παίρνουµε

0 = aut +bux

= a2Uξ−abUη+b2Uξ+abUη

= (a2 +b2)Uξ.

Κατά συνέπεια έχουµε ότι U (ξ,η) =φ(η) όπου φ είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση, η ισοδύναµα από
τον ορισµό των ξ, η και U ότι

u(x, t ) =φ(ax −bt ).

(αʹ) Να λυθεί η εξίσωση µε τη µέθοδο των χαρακτηριστικών.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι το ξη σύστηµα συντεταγµένων είναι ορθογώνιο.

2. Να λυθεί η εξίσωση
aut +bux + cu = 0, x ∈R, t > 0,

όπου a, b, c είναι σταθερές µε a2 +b2 6= 0.

Λύση

Αν όπως στην ΄Ασκηση 1 ορίσουµε τις συντεταγµένες ξ = bx + at και η = ax − bt και ϑέσουµε
U (ξ,η) = u(x, t ) η αρχική εξίσωση γίνεται

0 = aut +bux + cu

= a2Uξ−abUη+b2Uξ+abUη+ cU

= (a2 +b2)Uξ+ cU ,
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ή ισοδύναµα
Uξ+

c

a2 +b2 U = 0.

Κατά συνέπεια έχουµε ότι
U (ξ,η) =φ(η)e−

c
a2+b2 ξ

όπου φ είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση. Επιστρέφοντας στις αρχικές συντεταγµένες παίρνουµε

u(x, t ) =φ(ax −bt )e−
c

a2+b2 (bx+at ),

όπου φ είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση.

3. Να λυθούν οι εξισώσεις

(αʹ) (1+x2)ux +uy = 0. (ϐʹ) ux + yuy = 0. (γʹ) ux +2x y2uy = 0.

Λύση

(α΄) Γράφοντας την εξίσωση στη µορφή

ux + 1

1+x2 uy = 0,

και εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες σαν (x, y(x)), έχουµε το χαρακτηριστικό σύστηµα

dy

dx
= 1

1+x2 ,
du

dx
= 0.

΄Ετσι προκύπτει ότι οι χαρακτηριστικές καµπύλες είναι οι

y = arctan x +ξ, ξ ∈R

οι οποίες καλύπτουν ολόκληρο το επίπεδο, και πάνω σ΄ αυτές η u παραµένει σταθερή. Κατά
συνέπεια αν (x0, y0) ∈R2 υπάρχει µοναδικό ξ0 = y0−arctan x0 ώστε y0 = arctan x0+ξ0 και τα σηµεία
(x0, y0) και (0,ξ0) ϐρίσκονται πάνω στη ίδια χαρακτηριστική. Εποµένως

u(x0, y0) = u(0,ξ0) = f (ξ0) = f (y0 −arctan x0),

όπου η f είναι µία αυθαίρετη παραγωγίσιµη συνάρτηση. ΄Ετσι η λύση της εξίσωσης είναι

u(x, t ) = f (y −arctan x),

όπου η f είναι µία αυθαίρετη παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(ϐ΄) Το χαρακτηριστικό σύστηµα είναι

dy

dx
= y,

du

dx
= 0.

΄Ετσι προκύπτει ότι οι χαρακτηριστικές καµπύλες είναι οι

y = ξex , ξ ∈R (⇒ ξ= ye−x )

οι οποίες καλύπτουν ολόκληρο το επίπεδο, και πάνω σ΄ αυτές η u παραµένει σταθερή. Βρίσκουµε
επίσης ότι πάνω στις χαρακτηριστικές

u(x, y) = u(x,ξex )
x=0= u(0,ξ) = f (ξ),
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όπου η f είναι µία αυθαίρετη παραγωγίσιµη συνάρτηση. ΄Ετσι η λύση της εξίσωσης είναι

u(x, t ) = f (ye−x ),

όπου η f είναι µία αυθαίρετη παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(γ΄) Το χαρακτηριστικό σύστηµα είναι

dy

dx
= 2x y2,

du

dx
= 0.

Λύνοντας την εξίσωση των χαρακτηριστικών ϐρίσκουµε

y ′

y2 = 2x ⇒ − 1

y
= x2 −ξ ⇒ y = 1

ξ−x2 , ξ ∈R
(
⇒ ξ= x2 + 1

y

)
.

Πάνω στις χαρακτηριστικές η u παραµένει σταθερή οπότε υπολογίζουµε

u(x, y) = u
(
x,

1

ξ−x2

)
x=0= u

(
0,

1

ξ

)
= f (ξ),

όπου η f είναι µία αυθαίρετη παραγωγίσιµη συνάρτηση. ΄Ετσι η λύση της εξίσωσης είναι

u(x, t ) = f
(
x2 + 1

y

)
,

όπου η f είναι µία αυθαίρετη παραγωγίσιµη συνάρτηση.

4. Να λυθεί η εξίσωση
3ux +uy x = 0.

Λύση

Θέτοντας v = ux η εξίσωση γράφεται
vy +3v = 0

η οποία είναι µία γραµµική συνήθης διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, οπότε

v = ux = f (x)e−3y ,

όπου f (x) είναι µια αυθαίρετη συνεχής συνάρτηση, η σταθερά της ολοκλήρωσης ως προς y. Ολο-
κληρώνοντας τώρα ως προς x ϐρίσκουµε

u(x, y) =
∫

f (x)e−3y dx = e−3y
∫

f (x)dx = (F (x)+ g (y))e−3y ,

όπου F και g είναι αυθαίρετες παραγωγίσιµες συναρτήσεις.

5. Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut −xtux = u, x ∈R, t > 0

u(x,0) = u0(x), x ∈R.

Λύση
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Εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες στη µορφή (x(t ), t ), έχουµε το χαρακτηριστικό σύστη-
µα

dx

dt
=−xt ,

du

dt
= u,

µε αρχικά δεδοµένα για t = 0

x(0) = ξ, u(0) = u0(ξ), ξ ∈R.

Λύνοντας (ϐλέπε Παράδειγµα 1, ∆ιάλεξη 1) ϐρίσκουµε

x = ξe−t 2/2, u = u0(ξ)e t

΄Ετσι η λύση σαν συνάρτηση των x και t γράφεται

u(x, t ) = u0(xe t 2/2)e t .

6. Να λυθεί το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =−x, x ∈R.

Λύση

Η χαρακτηριστικές καµπύλες γ : x = x(t ) δίνονται από τη σχέση

dx

dt
= u

και η εξίσωση πάνω σε αυτές παίρνει τη µορφή

du

dt
= 0.

Κατά συνέπεια η κλίση της χαρακτηριστικής καµπύλης στο (x, t ) είναι u(x, t ) και η u είναι σταθερή
ως προς t πάνω στην καµπύλη, λύνοντας τις εξισώσεις έχουµε

u = c1, x = c1t + c2.

Τα αρχικά δεδοµένα είναι
t = 0, x = ξ, u =−ξ,

οπότε παίρνουµε
u =−ξ, x =−ξt +ξ= ξ(1− t ) ⇒ ξ= x

1− t
.

Εποµένως
u(x, t ) = x

t −1
,

και η λύση είναι ασυνεχής στο t = 1.

7. Να λυθεί το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

u2ux +uy = 0, x ∈R, y > 0

u(x,0) = x, x ∈R.
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Λύση

Εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες στη µορφή (x(y), y), έχουµε το χαρακτηριστικό σύ-
στηµα

dx

dy
= u2,

du

dy
= 0,

µε αρχικά δεδοµένα
x(0) = ξ, u(0) = ξ, ξ ∈R.

Η u είναι σταθερή κατά µήκος των χαρακτηριστικών οι οποίες, συνεπώς, είναι ευθείες. Λύνοντας
ϐρίσκουµε

x = ξ2 y +ξ, u = ξ.

΄Ετσι έχουµε
y = 0 : u = ξ, x = ξ ⇒ u = x

και

y 6= 0 : yξ2 +ξ−x = 0 ⇒ ξ= −1±√
1+4x y

2y

οποτεδήποτε 1+4x y ≥ 0. Εποµένως για y 6= 0 και 1+4x y ≥ 0 είναι

u(x, y) = −1±√
1+4x y

2y
.

Επειδή

lim
y→0+

−1−√
1+4x y

2y
=−∞,

ενώ

lim
y→0+

−1+√
1+4x y

2y
= lim

y→0+
4x

4
√

1+4x y
= x,

έπεται ότι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών είναι

u(x, y) =


x, y = 0√

1+4x y −1

2y
, y > 0

η οποία ορίζεται και είναι συνεχής στο y ≥ 0, 1+4x y ≥ 0.

8. Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

xuy − yux = u, x > 0, y > 0

u(x,0) = x, x > 0, y = 0.

Λύση

Εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες σε παραµετρική µορφή x = x(s), y = y(s) έχουµε το
χαρακτηριστικό σύστηµα

dx

ds
=−y,

dy

ds
= x,

du

ds
= u,

µε αρχικές συνθήκες
x(0) = ξ, y(0) = 0, u(0) = ξ, ξ> 0.
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Από τις x και y εξισώσεις προκύπτει ότι

{
x

dx

ds
=−x y, y

dy

ds
= x y

}
⇔

{1

2

dx2

ds
=−x y,

1

2

dy2

ds
= x y

}
απ΄ όπου προκύπτει

d
ds

(x2 + y2) = 0 ⇒ x2 + y2 = r 2 = σταθ..

΄Ετσι υπό το πρίσµα των αρχικών συνθηκών ϐρίσκουµε

x = ξcos s, y = ξsin s, 0 < s < π

2
,

µιας και x > 0 και y > 0. Η λύση της u-εξίσωσης είναι

u = ce s u(0)=ξ⇒ u = ξe s .

Από τις εκφράσεις των x και y έχουµε

x2 + y2 = ξ2 ⇒ ξ=
√

x2 + y2 (ξ> 0)

y

x
= tan s ⇒ s = arctan

( y

x

)
κατά συνέπεια η λύση της εξίσωσης είναι

u(x, y) =
√

x2 + y2e
arctan

(
y
x

)
.
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