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Παράδειγµα (Η εξίσωση του Laplace σε δακτύλιο)

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

∆u = 0, a2 < x2 + y2 < b2

u = 0, x2 + y2 = a2

u = 1, x2 + y2 = b2.

Γράφοντας το πρόβληµα σε πολικές συντεταγµένες και υποθέτοντας, όπως στην

περίπτωση του δίσκου, ότι u(r,θ) = R(r )Θ(θ) ϐρίσκουµε ότι οι R και Θ είναι

λύσεις, αντίστοιχα, των{
r 2R + r R ′−λR = 0, a < r < b

Θ′′+λΘ= 0, 0 < θ < 2π, Θ(0) =Θ(2π), Θ′(0) =Θ′(2π)

οπότε

λ=λn = n2, Θ(θ) = An cosnθ+Bn sinnθ, n = 0,1,2, . . .

λ0 = 0, R0(r ) =C0 +D0 logr

λn = n2, Rn(r ) =Cnr n +Dnr−n , n = 1,2,3, . . .
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΄Ετσι παίρνουµε

u(r,θ) = a0 +b0 logr

2
+

∞∑
n=1

[
(anr n +bnr−n)cosnθ+ (cnr n +dnr−n)sinnθ

]
και από τις u(a,θ) = 0 και u(b,θ) = 1 ϐρίσκουµε

a0 +b0 log a = 1

π

∫ 2π

0
0dθ = 0

a0 +b0 logb = 1

π

∫ 2π

0
1dθ = 2

⇒ a0 =− 2log a

log(b/a)
, b0 = 2

log(b/a)

an an +bn a−n = 1

π

∫ 2π

0
0cosnθdθ = 0

anbn +bnb−n = 1

π

∫ 2π

0
1cosnθdθ = 0

⇒ an = bn = 0, n = 1,2,3, . . .

cn an +dn a−n = 1

π

∫ 2π

0
0sinnθdθ = 0

cnbn +dnb−n = 1

π

∫ 2π

0
1sinnθdθ = 0

⇒ cn = dn = 0, n = 1,2,3, . . .
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εποµένως η λύση του προβλήµατος είναι

u(r,θ) = 1

2

(
− 2log a

log(b/a)
+ 2

log(b/a)
logr

)
= log(r /a)

log(b/a)
.

Σηµείωση. Σχετικά µε τη λύση του οµοιογενούς συστήµατος(
an a−n

bn b−n

)(
ζ

ξ

)
=

(
0
0

)
,

το οποίο δίνει τους συντελεστές an ,bn ,cn ,dn µε n ≥ 1, για την ορίζουσα των

συντελεστών έχουµε ότι∣∣∣∣an a−n

bn b−n

∣∣∣∣= ( a

b

)n −
(b

a

)n 6= 0, n = 1,2,3, . . .

εκτός αν a = b, κατά συνέπεια το σύστηµα έχει µοναδική λύση την µηδενική.
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Η εξίσωση του Laplace σε µη φραγµένο χωρίο

Ας ξεκινήσουµε µε ένα απλό πρόβληµα συνοριακών τιµών σε ένα µη ϕραγµένο

χωρίο, το οποίο, ως προς την τοποθέτησή του, ϕαινοµενικά δείχνει να είναι το

ανάλογο του προβλήµατος Dirichlet για την εξίσωση του Laplace στο δίσκο.

Παράδειγµα (Η εξίσωση στο συµπλήρωµα του δίσκου)

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

∆u = 0, x2 + y2 > a2

u = g , x2 + y2 = a2

όπου η g είναι µια συνεχής συνάρτηση ορισµένη στην περιφέρεια x2+ y2 = a2.

΄Οπως στην περίπτωση του δακτυλίου, αφού είµαστε µακρυά από το r = 0, η λύση

ϑα είναι στη µορφή

u(r,θ) = a0 +b0 logr

2
+

∞∑
n=1

[
(anr n +bnr−n)cosnθ+ (cnr n +dnr−n)sinnθ

]
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όπου

a0 +b0 log a = 1

π

∫ 2π

0
g (θ)dθ

an an +bn a−n = 1

π

∫ 2π

0
g (θ)cosnθdθ

cn an +dn a−n = 1

π

∫ 2π

0
g (θ)sinnθdθ

(1)

Παρατηρούµε ότι το πρόβληµα έχει άπειρες λύσεις, αφού για παράδειγµα, για

κάθε n και an ∈R αν

bn =
( 1

π

∫ 2π

0
g (θ)cosnθdθ−an an

)
an

οι (1) ικανοποιούνται. Αν όµως επιβάλλουµε την συνθήκη η u να είναι ϕραγµένη

καθώς r →∞ (συνοριακή συνθήκη στο r =∞) τότε b0 = an = cn = 0, για n ≥ 1,

οπότε η λύση του προβλήµατος ϑα είναι η

u(r,θ) = a0

2
+

∞∑
n=1

( a

r

)n[
b̃n cosnθ+ d̃n sinnθ

]
,

όπου a0, b̃n , d̃n είναι οι συντελεστές Fourier της g , ϐλέπε (1), έτσι
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u(r,θ) = 1

2π

∫ 2π

0
g (ϕ)dϕ

+
∞∑

n=1

1

π

( a

r

)n[
cosnθ

∫ 2π

0
g (ϕ)cosnϕdϕ+ sinnθ

∫ 2π

0
g (ϕ)sinnϕdϕ

]
= 1

2π

∫ 2π

0
g (ϕ)dϕ+ 1

π

∞∑
n=1

( a

r

)n
∫ 2π

0
g (θ)cosn(θ−ϕ)dϕ

και από την οµοιόµορφη σύγκλιση της σειράς για r > a

= 1

2π

∫ 2π

0
g (ϕ)

(
1+

∞∑
n=1

( a

r

)n
2cosn(θ−ϕ)

)
dϕ

και όπως στην περίπτωση του δίσκου, αφού το όριο της σειράς υπολογίζεται

ϐρίσκουµε

u(r,θ) = 1

2π

∫ 2π

0

(r 2 −a2)g (ϕ)

a2 −2ar cos(θ−ϕ)+ r 2 dϕ, r > a. (2)

Η σχέση (2) είναι ο τύπος του Poisson στο συµπλήρωµα του δίσκου.
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Σηµειώνουµε ότι η συνοριακή συνθήκη στο r = a υλοποιείται ως

lim
(r,ϕ)→(a+,θ)

u(r,ϕ) = g (θ). (3)

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτήν στην περίπτωση του δίσκου και αφήνεται

σαν άσκηση.

΄Ασκηση 1 (Ο τύπος του Poisson στο ηµιεπίπεδο). ∆είξτε ότι η λύση του προβλή-

µατος συνοριακών τιµών

∆u = 0 −∞< x <∞, 0 < y <∞
u(x,0) = g (x) −∞< x <∞
u(x, y) ϕραγµένη καθώς x2 + y2 →∞

όπου η g είναι µια ϕραγµένη και συνεχής συνάρτηση, δίνεται από τη σχέση

u(x, y) = y

π

∫ ∞

−∞
g (s)ds

(s −x)2 + y2 y > 0. (4)
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΄Ασκηση 2 (Η εξίσωση του Laplace σε ηµιάπειρη ζώνη).
(αʹ) Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

u = T

u = 0

u = 0

u ϕραγµένη

καθώς x →∞

0

1

uxx +uy y = 0

όπου T είναι µια ϑετική σταθερά.

(βʹ) Τι µπορεί να ειπωθεί για το µέγιστο της λύσης του προβλήµατος ;

Λύση
(α′) Υποθέτοντας ότι u(x, y) = X (x)Y (y), όπως στην περίπτωση του ορθογωνίου

ϐρίσκουµε ότι οι X και Y είναι λύσεις των προβληµάτων{
X ′′−λX = 0, 0 < x <∞, X ϕραγµένη

Y ′′+λY = 0, 0 < y < 1, Y (0) = Y (1) = 0
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οπότε

λ=λn = (nπ)2, Yn(y) =Cn sin(nπy), n = 1,2,3, . . .

Xn(x) = Anenπx +Bne−nπx , n = 1,2,3, . . .

Επειδή η u είναι ϕραγµένη είναι An = 0, οπότε η λύση ϑα είναι

u(x, y) =
∞∑

n=1
cne−nπx sin(nπy)

έτσι ώστε

u(0, y) = T =
∞∑

n=1
cn sin(nπy),

cn = 2T
∫ 1

0
sin(nπy)dy = 2T

nπ
[1− (−1)n].

(5)

Ετσι τελικά ϑα έχουµε

u(x, y) = 4T

π

∞∑
n=1

sin[(2n −1)πy]

2n −1
e−(2n−1)πx

(6)
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Σηµείωση. Η σειρά στην (5) είναι η σειρά Fourier της (περιττής) συνάρτησης

f (y) =
{

T 0 < y < 1

−T −1 < y < 0

η οποία στα 0, ±1 (και γενικά στους ακεραίους η περιοδική επέκτασή της) συ-

γκλίνει στο 0 = (−T +T )/2.

(β′) Η αρχή του µεγίστου ισχύει σε ϕραγµένο χωρίο, άρα δεν εφαρµόζεται στην

περίπτωση αυτή, τουλάχιστον αµέσως. Ας δούµε πώς συµπεριφέρεται η λύση

στην (6).

|u(x, y)| ≤ 4T

π

∞∑
n=1

e−(n−1)πx

2n −1
e−nπx

≤ 4T

π
e−πx

∞∑
n=1

e−(n−1)π

2n −1
για x > 1

= TCe−πx
για x > 1

κατά συνέπεια |u(x, y)| → 0, καθώς x → ∞, οπότε για κάποιο L > 1 ϑα είναι

|u(x, y)| < T /2 για x ≥ L.
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u = T

u = 0

u = 0

u < T /2

0 L

1

uxx +uy y = 0

Το µέγιστο της u στο [0,L]× [0,1] λαµβάνεται στο σύνορο του ορθογωνίου ενώ

στο [L,∞)× [0,1] είναι u ≤ T /2, εποµένως η µέγιστη τιµή της u είναι ίση µε T
και λαµβάνεται στο σύνορο της λωρίδας.

΄Ασκηση 3 (Το πρόβληµα Newmann στο δίσκο). Να λυθεί το πρόβληµα συνο-

ϱιακών τιµών

∆u = ur r + 1

r
ur + 1

r 2 uθθ = 0 0 < r < a, 0 < θ < 2π

∂u

∂n
= ur (a,θ) = g (θ) 0 < θ < 2π.

Τι παρατηρείτε ; Σηµειώνουµε ότι οι ϕυσιολογικές συνθήκες περιοδικότητας και

οµαλότητας, που επιβάλλονται από την αλλαγή του συστήµατος συντεταγµένων,

ισχύουν. Γιατί (ϐλέπε ∆ιάλεξη 21) ur = ∂u/∂n;
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