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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η εξίσωση της θερµότητας στην ευθεία (συνέχεια)

Είδαµε ότι για το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut = kuxx , −∞< x <∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞,
(1)

όπου η φ είναι µια συνεχής και ϕραγµένη συνάρτηση η

u(x, t ) = 1p
π4kt

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4kt φ(y)dy (2)

είναι λύση του (1) µε την έννοια ότι η αρχική συνθήκη υλοποιείται ως

lim
t→0+u(x, t ) =φ(x). (3)

Θέτουµε

Θ(x, t ) = 1p
π4kt

e−
x2

4kt , x ∈R, t > 0. (4)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Τότε

1 K (x, t ; y) =Θ(x − y, t ), όπου K είναι ο πυρήνας της ϑερµότητας.

2

∫ ∞

−∞
Θ(x, t )dx = 1 για κάθε t > 0.

3 Θt = kΘxx , −∞< x <∞, t > 0.

Η Θ λέγεται θεµελιώδης λύση της εξίσωσης διάχυσης-ϑερµότητας. Επιπλέον η

λύση (2) του (1) γράφεται ως

u(x, t ) =
∫ ∞

−∞
Θ(x − y, t )φ(y)dy. (5)

Επειδή για κάθε x είναι u(x, t ) →φ(x), καθώς t → 0+, ειδικά για x = 0 έχουµε

lim
t→0+u(0, t ) = lim

t→0+

∫ ∞

−∞
Θ(−y, t )φ(y)dy

= lim
t→0+

∫ ∞

−∞
Θ(y, t )φ(y)dy =φ(0).

Η τελευταία ισότητα ισχύει σε γενικώτερο υπόβαθρο, ϐλέπε την άσκηση στην

επόµενη διαφάνεια.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Θ(x, t ) = qp
π

e−(qx)2

q = q(t ) = 1p
4kt∫ ∞

−∞
Θ(x, t )dx = 1

Σχήµα: Το γράφηµα της Θ(·, q) για q = 1, q = 2, q = 4, q = 6.

΄Ασκηση 1. ΄Εστω f µια συνεχής συνάρτηση η οποία µηδενίζεται έξω από το

διάστηµα [−a, a], µε a > 0. ∆είξτε, δίχως αναφορά στην εξίσωση της διάχυσης-

ϑερµότητας, ότι

lim
t→0+

∫ ∞

−∞
Θ(x, t ) f (x)dx = f (0).
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η εξίσωση της θερµότητας στην ηµιευθεία

Ας ϑεωρήσουµε το πρόβληµα Dirichlet αρχικών-συνοριακών τιµών

ut = kuxx , 0 < x <∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), 0 < x <∞
u(0, t ) = 0, t > 0

(6)

όπου η φ είναι µια συνεχής και ϕραγµένη συνάρτηση µε φ(0) = 0. Η ιδέα

είναι να επεκτείνουµε το πρόβληµα σ΄ ολόκληρη την ευθεία τη λύση του οποίου

γνωρίζουµε. Ορίζουµε την περιττή επέκταση της φ

φ̃(x) =
{
φ(x), x ≥ 0

−φ(−x), x < 0

η οποία είναι συνεχής, και στη συνέχεια ϑεωρούµε το

ũt = kũxx , −∞< x <∞, t > 0

ũ(x,0) = φ̃(x), −∞< x <∞ (7)

Για την λύση ũ του (7) έχουµε
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

ũ(x, t ) =
∫ ∞

−∞
Θ(x − y, t )φ̃(y)dy

=
∫ 0

−∞
−Θ(x − y, t )φ(−y)dy +

∫ ∞

0
Θ(x − y, t )φ(y)dy

=−
∫ ∞

0
Θ(x + y, t )φ(y)dy +

∫ ∞

0
Θ(x − y, t )φ(y)dy

=
∫ ∞

0
[Θ(x − y, t )−Θ(x + y, t )]φ(y)dy

= 1p
π4kt

∫ ∞

0

(
e−

(x−y)2

4kt −e−
(x+y)2

4kt

)
φ(y)dy.

Η ũ είναι συνεχής και παρατηρούµε ότι διατηρεί την συµµετρία της φ̃

ũ(−x, t ) = 1p
π4kt

∫ ∞

0

(
e−

(−x−y)2

4kt −e−
(−x+y)2

4kt

)
φ(y)dy =−ũ(x, t )

κατά συνέπεια ϑα είναι ũ(0, t ) = 0 και η λύση του (6) ϑα είναι η

u(x, t ) = ũ(x, t ), x ≥ 0, t > 0. (8)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Ορισµός

Η συνάρτηση σφάλµατος ορίζεται από τη σχέση

erf(x) = 2p
π

∫ x

0
e−s2

ds.

Παρατηρούµε ότι erf(0) = 0 και erf(x) → 1, καθώς x →∞ και ότι η συνάρτηση

είναι γνησίως αύξουσα. Επιπλέον erf(−x) =−erf(x).

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut = kuxx , −∞< x <∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞

όπου

φ(x) =
{

1, |x| < `
0, |x| ≥ `

∆εκέµβριος 2019 7 / 12

V
S
te
fa
n
-P
D
E



Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η λύση του προβλήµατος είναι

u(x, t ) = 1p
π4kt

∫ ∞

−∞
e−

(x−ξ)2

4kt φ(ξ)dξ

= 1p
π

∫ `

−`
e
−

(
x−ξp

4kt

)2 1p
4kt

dξ s = x −ξp
4kt

=− 1p
π

∫ (x−`)/
p

4kt

(x+`)/
p

4kt
e−s2

ds

= 1p
π

∫ (x+`)/
p

4kt

(x−`)/
p

4kt
e−s2

ds

= 1p
π

∫ (x+`)/
p

4kt

0
e−s2

ds − 1p
π

∫ (x−`)/
p

4kt

0
e−s2

ds

= 1

2
erf

(
x +`p

4kt

)
− 1

2
erf

(
x −`p

4kt

)
.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut −kuxx +bu = 0, −∞< x <∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞

όπου b > 0 είναι µια σταθερά.

Γράφουµε την εξίσωση

ut +bu = kuxx

και όπως στην περίπτωση των Σ∆Ε αναζητάµε ολοκληρωτικό παράγοντα ο οποίος

µετατρέπει το αριστερό µέλος σε t -παράγωγο γινοµένου. ΄Ετσι έχουµε

ebt ut +bebt u = kebt uxx ⇔ (ebt u)t = k(ebt u)xx .

Θέτοντας v = ebt u η v ικανοποιεί την κλασσική εξίσωση vt = kvxx και την αρχική

συνθήκη

v(x,0) = e0u(x,0) = u(x,0) =φ(x),

έτσι
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

v(x, t ) = ebt u(x, t ) =
∫ ∞

−∞
Θ(x − y, t )φ(y)dy ⇒

u(x, t ) = e−bt

p
π4kt

∫ ∞

−∞
e
−

(
x−yp

4kt

)2

φ(y)dy.

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut −kuxx +bt 2u = 0, −∞< x <∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞
όπου b > 0 είναι µια σταθερά.

΄Ασκηση 3. Για την εξίσωση

ut = kuxx +aux +bu, −∞< x <∞, t > 0

όπου a και b είναι πραγµατικές σταθερές, χρησιµοποιείστε την αλλαγή µετα-

ϐλητής u = veλx+µt για κατάλληλες σταθερές λ και µ ώστε να αναγάγετε την

u-εξίσωση στην

vt = kvxx .
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Το µη οµοιογενές πρόβληµα για την εξίσωση της θερµότητας

Ας ϑεωρήσουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut = kuxx + f (x, t ), −∞< x <∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞ (9)

όπου η φ είναι µια συνεχής και ϕραγµένη συνάρτηση και η f µια επίσης συνεχής

συνάρτηση. Από τη γραµµικότητα του προβλήµατος εξυπακούεται ότι η λύση u
του (9) είναι άθροισµα των λύσεων των

vt = kvxx + f (x, t ), −∞< x <∞, t > 0

v(x,0) = 0, −∞< x <∞ (10)

και

wt = kwxx , −∞< x <∞, t > 0

w(x,0) =φ(x), −∞< x <∞ (11)

οπότε αρκεί να επιλύσουµε το (10) µιας και η λύση του προβλήµατος (11) δίνεται

από την (2). Αποδεικνύεται, επαληθεύοντας, ότι η λύση του (10) είναι
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

v(x, t ) =
∫ t

0

∫ ∞

−∞
Θ(x − y, t − s) f (y, s)dy ds. (12)

΄Ετσι η λύση u του αρχικού προβλήµατος (9) είναι η

u(x, t ) =
∫ ∞

−∞
Θ(x − y, t )φ(y)dy +

∫ t

0

∫ ∞

−∞
Θ(x − y, t − s) f (y, s)dy ds. (13)

♣ Αξίζει να παρατηρήσουµε την οµοιότητα της µορφής της λύσης (13) του (9) µε

αυτήν του µη οµοιογενούς γραµµικού πρωτοτάξιου ΠΑΤ

u′+ Au = f (t ), u = u(t )

u(0) =φ (14)

όπου φ= σταθ., η οποία είναι

u(t ) = e−t Aφ+
∫ t

0
e−(t−s)A f (s)ds. (15)

Η αντιστοιχία (such a resemblance) είναι η

e−τAφ ↔
∫ ∞

−∞
Θ(x − y,τ)φ(y)dy.
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