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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η εξίσωση της θερµότητας στην ευθεία (συνέχεια)

Στην προηγούµενη διάλεξη δείξαµε, κάπως ϕορµαλιστικά, ότι η λύση του

ut = kuxx , −∞< x <∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), −∞< x <∞ (1)

είναι η

u(x, t ) = 1p
π4kt

∫ ∞

−∞
φ(y)e−

(x−y)2

4kt dy. (2)

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε το αποτέλεσµα αυτό.

Θεώρηµα

΄Εστω φ :R→R να είναι µια ϕραγµένη, συνεχής συνάρτηση. Η u στην (2) είναι

άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο ηµιεπίπεδο (−∞,∞)× (0,∞), ικανοποιεί την

εξίσωση ut = kuxx και limt→0+ u(x, t ) =φ(x).

Τη συνάρτηση (µε παράµετρο y), στην (2), λέµε πυρήνα της θερµότητας

K (x, t ; y) = 1p
π4kt

e
−

(
x−yp

4kt

)2

, x ∈R, t > 0. (3)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Παρατηρούµε ότι∫ ∞

−∞
K (x, t ; y)dy = 1p

π

∫ ∞

−∞
1p
4kt

e
−

(
x−yp

4kt

)2

dy

= 1p
π

∫ ∞

−∞
e−s2

ds
(
s = x − yp

4kt

)
= 1

Γράφοντας

K (x, t ; y) = h(t )p
π

e−[h(t )(x−y)]2
, h(t ) = (4kt )−1/2

(4)

ϐλέπουµε ότι ο πυρήνας K έχει παραγώγους όλων των τάξεων στο R× (0,∞)
για κάθε y ∈ R. Επιπλέον ο πυρήνας K ικανοποιεί την εξίσωση της ϑερµότητας,

δηλαδή

∂K

∂t
(x, t ; y) = k

∂2K

∂x2 (x, t ; y), x ∈R, t > 0 (5)

για κάθε y ∈R. Πράγµατι για y σταθερό αλλά τυχαίο υπολογίζουµε
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

p
πKt = [h′(t )−2h2(t )h′(t )(x − y)2]e−[h(t )(x−y)]2

p
πKx =−2h3(t )(x − y)e−[h(t )(x−y)]2

p
πKxx = [−2h3(t )+4h5(t )(x − y)2]e−[h(t )(x−y)]2

 (6)

΄Ετσι η εξίσωση Kt = kKxx ικανοποιείται αν και µόνον αν

h′(t )−2h2(t )h′(t )(x − y)2 −k[−2h3(t )+4h5(t )(x − y)2] = 0

h′(t )+2kh3(t )− [h′(t )+2kh3(t )]2h2(t )(x − y)2 = 0

[h′(t )+2kh3(t )][1−2h2(t )(x − y)2] = 0

η οποία ισχύει αφού

h′(t )+2kh3(t ) =− 1

2
p

4k
t−3/2 +4k

1

2(4k)3/2
t−3/2 = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι |φ(x)| ≤ M για όλα τα x ∈R, τότε

|u(x, t )| ≤
∫ ∞

−∞
|K (x, t ; y)φ(y)|dy ≤ M

∫ ∞

−∞
K (x, t ; y)dy = M

από τις ιδιότητες του K , συνεπώς η u είναι καλά ορισµένη.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

1. Για την ύπαρξη των µερικών παραγώγων της u, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2,

∆ιάλεξη 10, αρκεί να δείξουµε ότι το ολοκλήρωµα∫ ∞

−∞

∣∣∣ ∂p+q K

∂t p∂xq (x, t ; y)φ(y)
∣∣∣dy, p, q ∈N0 (7)

συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα t0 ≤ t ≤ t1, όπου t0 > 0. Κάθε τάξης

µερική παράγωγος της K είναι άθροισµα όρων της µορφής

G(x − y, t ) =C t−(2n−1)/2(x − y)me−[h(t )(x−y)]2
,

ϐλέπε (6), όπου C = σταθ. και n,m ∈N, και για |x − y | > 0

|C t−(2n−1)/2(x − y)m |
e[h(t )(x−y)]2 ≤ |C |t−(2n−1)/2|x − y |m

|x − y |2`/[`!(4kt )`]
= C`t`−n+1/2

|x − y |2`−m

για κάθε ` ∈N. ΄Ετσι για 2`−m > 1 εκτιµώντας το σχετικό ολοκλήρωµα γράφουµε∫ ∞

−∞
|G(x − y, t )φ(y)|dy =

(∫
|x−y |≤1

+
∫
|x−y |>1

)
|G(x − y, t )φ(y)|dy

και στη συνέχεια εκτιµάµε κάθε ολοκλήρωµα ξεχωριστά.

∆εκέµβριος 2019 5 / 9

V
S
te
fa
n
-P
D
E



Η εξίσωση της ϑερµότητας

΄Ετσι αφενός∫
|x−y |≤1

|Gφ| ≤ |C |M t−n+1/2
∫ x+1

x−1
|y −x|m dy ≤ 2|C |M

m +1
t−n+1/2

αφού e−[h(t )(x−y)]2 ≤ 1, και αφετέρου∫
|x−y |>1

|Gφ| ≤ 2MC`t`−n+1/2
∫ ∞

x+1

1

(y −x)2`−m
dy = 2C`M

2`−m −1
t`−n+1/2

κατά συνέπεια∫ ∞

−∞
|C t−(2n−1)/2(x − y)me−[h(t )(x−y)]2

φ(y)|dy ≤ (A+B t`)t−n+1/2

µε `> (m +1)/2. Συνεπώς κάθε ολοκλήρωµα (7) συγλίνει.

2. Το ότι η u ικανοποιεί την εξίσωση είναι συνέπεια του µέρους 1. της απόδειξης

και της (5) αφού

ut −kuxx =
∫ ∞

−∞
(Kt −kKxx )(x, t ; y)φ(y)dy.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

3. ΄Εστω x ∈ R σταθερό, δείχνουµε ότι |u(x, t )−φ(x)| → 0, καθώς t → 0. ΄Εστω

ε > 0, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε |φ(x)−φ(y)| < ε/2 οποτεδήποτε |x − y | < δ.

Γράφουµε

u(x, t )−φ(x) =
∫ ∞

−∞
K (x, t ; y)φ(y)dy −φ(x)

=
∫ ∞

−∞
K (x, t ; y)[φ(y)−φ(x)]dy

=
∫
|x−y |<δ

[· · · ]dy +
∫
|x−y |≥δ

[· · · ]dy =: I1 + I2.

Τότε

|I1| ≤ ε

2

∫
|x−y |<δ

K (x, t ; y)dy

≤ ε

2

∫ ∞

−∞
K (x, t ; y)dy

= ε

2
.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Επίσης

|I2| ≤ 2M
∫
|x−y |≥δ

K (x, t ; y)dy

= 2M
∫
|x−y |≥δ

1p
π4kt

e
−

(
x−yp

4kt

)2

dy,
(
ξ= x − yp

4kt

)
= 2Mp

π

∫
|ξ|≥ δp

4kt

e−ξ
2
dξ

= 4Mp
π

∫ ∞
δp
4kt

e−ξ
2
dξ

(
→ 0 καθώς t → 0+

)
< ε

2

για t < t0. ΄Ετσι τελικά ϐρίσκουµε

|u(x, t )−φ(x)| ≤ |I1|+ |I2| < ε, t < t0

όπου t0 = t0(ε). ä
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Παρατήρηση. Για τη λύση u του (1) έχουµε

1. Εάν m ≤φ(x) ≤ M , τότε (ϐλέπε αρχή της απόδειξης)

m ≤ u(x, t ) ≤ M .

2. Αν

∫ ∞
−∞ |φ(x)|dx <∞, τότε από την e−[(x−y)/

p
4kt ]2 ≤ 1 έπεται ότι

|u(x, t )| ≤ 1p
π4kt

∫ ∞

−∞
|φ(x)|dx = Cp

π4kt

κατά συνέπεια u(x, t ) → 0, καθώς t →∞.

3. Αν επίσης

∫ ∞
−∞ |φ(x)|dx <∞ τότε∫ ∞

−∞
u(x, t )dx =

∫ ∞

−∞
1p
π4kt

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4kt φ(y)dy dx

=
∫ ∞

−∞
φ(y)

∫ ∞

−∞
1p
π4kt

e−
(x−y)2

4kt dx dy

=
∫ ∞

−∞
φ(y)dy.
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