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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Το ολοκλήρωµα Fourier

Αν µια καλή συνάρτηση δεν είναι περιοδική στο R, τότε δεν µπορεί να παραστα-

ϑεί µε µια τριγωνοµετρική σειρά σ΄ ολόκληρη την ευθεία, ενώ κάλλιστα µπορεί σε

κάθε πεπερασµένο διάστηµα1. Στην περίπτωση αυτή µια ανάλογη αναπαράστα-

ση παρέχει το ολοκλήρωµα Fourier. ΄Εστω f :R→R µια συνάρτηση κατά τµήµατα

C 1 σε κάθε διάστηµα [a,b] για την οποία επιπλέον ισχύει ότι
∫ ∞
−∞ | f (x)|dx <∞.

΄Ετσι για κάθε L > 0 η f αναπτύσσεται σε σειρά Fourier

f (x) = a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+bn sin

nπx

L

)
, −L < x < L (1)

µε συντελεστές

an = 1

L

∫ L

−L
f (x)cos

nπx

L
dx, n = 0,1,2, . . .

bn = 1

L

∫ L

−L
f (x)sin

nπx

L
dx, n = 1,2,3, . . .

(2)

1Στο εξωτερικό του διαστήµατος η σειρά συγκλίνει στην περιοδική επέκταση της f και όχι στη

συνάρτηση f .
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Αντικαθιστώντας τις (2) στην (1) ϐρίσκουµε

f (x) =
∫ L

−L

f (y)

2L
dy +

∞∑
n=1

∫ L

−L

f (y)

L

(
cos

nπy

L
cos

nπx

L
+ sin

nπy

L
sin

nπx

L

)
dy

ή από τη γνωστή τριγωνοµετρική ταυτότητα

f (x) = 1

2L

∫ L

−L
f (y)dy +

∞∑
n=1

1

L

∫ L

−L
f (y)cos

nπ(y −x)

L
dy. (3)

Στη συνέχεια ϑέλουµε να πάρουµε το όριο καθώς L →∞. Παρατηρούµε ότι από

την υπόθεση ολοκληρωσιµότητας της | f | προκύπτει ότι∣∣∣ 1

2L

∫ L

−L
f (y)dy

∣∣∣≤ 1

2L

∫ L

−L
| f (y)|dy ≤ 1

2L

∫ ∞

−∞
| f (y)|dy → 0

καθώς L →∞, έτσι ϑέτοντας π/L =∆s από την (3) ϐρίσκουµε

f (x) = lim
L→∞

1

π

∞∑
n=1

∫ L

−L
f (y)cos[n∆s(y −x)]∆s dy. (4)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η διαδικασία που ακολουθεί είναι καθαρά τυπική δίχως αυστηρότητα (ϕορµαλι-

στική). Το αποτέλεσµα στο οποίο καταλήγουµε όµως, (6), ισχύει. ∆ιατυπώνουµε

το σχετικό ϑεώρηµα, (στην επόµενη διαφάνεια) δίνοντας την απόδειξη στο Πα-

ϱάρτηµα στο τέλος της παρούσας διάλεξης. Για µια διαφορετική απόδειξη πα-

ϱαπέµπουµε στο [Apostol, Mathematical Analysis 2nd edition, Addison-Wesley].

Αν τυπικά, από την (4), γράψουµε

f (x) = lim
L→∞

1

π

∫ L

−L
f (y)

∞∑
n=1

cos[sn(y −x)]∆s dy, sn = n∆s (5)

τότε παρατηρώντας ότι τα σηµεία sn = n∆s αποτελούν µια οµοιόµορφη διαµέριση

του [0,∞) και ότι ∆s → 0 καθώς L →∞, η (5) γίνεται (τυπικά)

f (x) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)

∫ ∞

0
cos[s(y −x)]ds dy,

και αλλάζοντας τη σειρά ολοκλήρωσης

f (x) = 1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (y)cos[s(y −x)]dy ds. (6)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Θεώρηµα (Το ολοκλήρωµα Fourier)

Εάν η f είναι µια τµηµατικά C 1
και απολύτως ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο

(−∞,∞) τότε στα σηµεία συνέχειας της f ισχύει

f (x) = 1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (y)cos[s(y −x)]dy ds

ενώ στα σηµεία ασυνέχειας της f το ολοκλήρωµα συγκλίνει στο

1
2 ( f (x−)+ f (x+)).

Μπορούµε, αναπτύσοντας, να γράψουµε την (6) ως

f (x) =
∫ ∞

0
(A(s)cos sx +B(s)sin sx)ds (7)

όπου

A(s) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)cos s y dy

B(s) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)sin s y dy

(8)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί το ολοκλήρωµα Fourier της

f (x) =
{

1, |x| < 1

0, |x| ≥ 1
.

Υπολογίζουµε τους συντελεστες από την (8)

A(s) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)cos s y dy = 1

π

∫ 1

−1
cos s y dy = 2sin s

πs

B(s) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)sin s y dy = 1

π

∫ 1

−1
sin s y dy = 0,

έτσι από την (7) ϐρίσκουµε

2

π

∫ ∞

0

sin s

s
cos sx ds =


1, |x| < 1

1/2, x =±1

0, |x| > 1

(9)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Πόρισµα (΄Ενα χρήσιµο ολοκλήρωµα)

Από την (9) για x = 0 ϐρίσκουµε∫ ∞

0

sin s

s
ds = π

2
. (10)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η εξίσωση της θερµότητας στην ευθεία

ut = kuxx , −∞< x <∞, t > 0

u(x,0) = f (x), −∞< x <∞
u,ux πεπερασµένα καθώς |x|→∞, t > 0.

(11)

Υποθέτοντας ότι u(x, t ) = X (x)T (t ), όπως και σε ϕραγµένο διάστηµα, ϐρίσκουµε

για κάποια σταθερά διαχωρισµού λ ότι

X ′′+λX = 0, x ∈R µε X , X ′
πεπερασµένες καθώς |x|→∞

Ṫ +kλT = 0, t > 0

Η συµπεριφορά της X στο ±∞ επιβάλλει λ= s2, s > 0 (διαφορετικά ϑα είχαµε

εκθετικές X ), οπότε οι λύσεις είναι

Xs(x) = A(s)cos sx +B(s)sin sx, −∞< x <∞
Ts(t ) = e−ks2t , t > 0

s > 0.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

΄Ετσι για κάθε s > 0 η

u(x, t ; s) = (A(s)cos sx +B(s)sin sx)e−ks2t

είναι λύση της εξίσωσης και έχει την επιθυµιτή συµπεριφορά καθώς |x| → ∞,

αλλά δεν ικανοποιεί, εν γένει, την αρχική συνθήκη. ΄Οπως στη διακριτή περίπτωση

ϑεωρούµε

u(x, t ) =
∫ ∞

0
u(x, t ; s)ds =

∫ ∞

0
[A(s)cos sx +B(s)sin sx]e−ks2t ds (12)

και απαιτούµε

u(x,0) = f (x) =
∫ ∞

0
[A(s)cos sx +B(s)sin sx]ds (13)

οπότε

A(s) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)cos s y dy, B(s) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)sin s y dy. (14)

Αντικαθιστούµε τις (14) στην (12) και ϐρίσκουµε
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

u(x, t ) =
∫ ∞

0

1

π

{∫ ∞

−∞
f (y)[cos s y cos sx + sin s y sin sx]dy

}
e−ks2t ds

ή

u(x, t ) = 1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (y)cos s(x − y)e−ks2t dy ds

ή από το Θεώρηµα του Fubini

u(x, t ) = 1

π

∫ ∞

−∞
f (y)

∫ ∞

0
cos s(x − y)e−ks2t ds dy.

Θα δείξουµε ότι ∫ ∞

0
cos s(x − y)e−ks2t dy =

√
π

4kt
e−

(x−y)2

4kt

οπότε τελικά η λύση του (11) ϑα είναι

u(x, t ) = 1p
π4kt

∫ ∞

−∞
f (y)e−

(x−y)2

4kt dy. (15)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Γνωρίζοντας ότι
∫ ∞

0 e−s2
ds =p

π/2 δείχνουµε ότι

I (z) =
∫ ∞

0
cos(sz)e−bs2

ds =
√

π

4b
e−z2/4b . (16)

Πράγµατι

dI

dz
(z) =

∫ ∞

0
−s sin(sz)e−bs2

ds = 1

2b

∫ ∞

0
sin(sz)

d
ds

e−bs2
ds

= 1

2b

(
sin(sz)e−bs2

]∞
0
−

∫ ∞

0
z cos(sz)e−bs2

ds
)

=− 1

2b
z
∫ ∞

0
cos(sz)e−bs2

ds

συνεπώς
dI

dz
(z)+ z

2b
I (z) = 0 ⇒ I (z) = I (0)e−z2/4b

που είναι η (16) αφού

I (0) =
∫ ∞

0
e−bs2

ds = 1p
b

∫ ∞

0
e−(

p
bs)2 p

b ds = 1p
b

p
π

2
.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η απόδειξη του Θεωρήµατος (Το ολοκλήρωµα Fourier)

Θεώρηµα (Riemann-Lebesgue)

Εάν η f είναι µια τµηµατικά συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [a,b], τότε

lim
λ→∞

∫ b

a
f (y)sinλy dy = 0. (17)

Απόδειξη. Πρώτα δίνουµε την απόδειξη στην περίπτωση όπου η f είναι συνεχής

στο διάστηµα [a,b]. ΄Εστω

I (λ) =
∫ b

a
f (y)sinλy dy. (18)

Για λ µεγάλο ώστε a < b−π/λ µε την αλλαγή µεταβλητής y = x+π/λ ϐρίσκουµε

I (λ) =−
∫ b−π/λ

a−π/λ
f (x +π/λ)sinλx dx, (19)

αφού sinλy = sin(λx+π) =−sinλx. Προσθέτοντας τις (18) και (19) παίρνουµε
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

I (λ) = 1

2

[∫ b

a
f (y)sinλy dy −

∫ b−π/λ

a−π/λ
f (y +π/λ)sinλy dy

]
ισοδύναµα

I (λ) = 1

2

{∫ b−π/λ

a

[
f (y)− f

(
y − π

λ

)]
sinλydy

+
∫ b

b−π/λ
f (y)sinλy dy −

∫ a

a−π/λ
f
(

y − π

λ

)
sinλy dy

}
.

έτσι αν M είναι η µέγιστη τιµή της f στο [a,b] έχουµε την εκτίµηση

|I (λ)| ≤ 1

2

∫ b−π/λ

a

∣∣∣ f (y)− f
(

y − π

λ

)∣∣∣dy + Mπ

λ
. (20)

Για δοσµένο ε > 0 από την οµοιόµορφη συνέχεια της f στο διάστηµα [a,b]
υπάρχει δ > 0, ώστε | f (y)− f (y −π/λ)| < ε/(b − a) οποτεδήποτε |π/λ| < δ.

Επιλέγοντας, αν χρειάζεται, επιπλέον να ισχύει Mδ< ε/2 από την (20) ϐρίσκουµε

|I (λ)| < ε(b −π/λ−a)

2(b −a)
+Mδ< ε.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Αν τώρα η f είναι κατά τµήµατα συνεχής στο [a,b] τότε, ϐλέπε την σχετική

Παρατήρηση στην ∆ιάλεξη 11,∫ b

a
f (y)sinλy dy =

N∑
n=1

∫ yn

yn−1

f (y)sinλy dy, y0 = a, yN = b

και σε κάθε υποδιάστηµα [yn−1, yn] η f , ξαναορισµένη στα άκρα όπου χρειά-

Ϲεται, είναι συνεχής (γιατί;). ΄Ετσι, από το πρώτο µέρος της απόδειξης, καθώς

λ→∞ το κάθε ολοκλήρωµα του αθρίσµατος στο δεξιό µέλος τείνει στο µηδέν,

άρα το ίδιο συµβαίνει και στο πεπερασµένο άθροισµα. ä
Θεώρηµα

΄Εστω f :R→R µια κατά τµήµατα συνεχής συνάρτηση απολύτως ολοκληρώσιµη,

δηλαδή ∫ ∞

−∞
| f (y)|dy <∞,

τότε

lim
λ→∞

∫ ∞

−∞
f (y)sinλy dy = 0. (21)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Απόδειξη. Για ε> 0 από την ολοκληρωσιµότητα της f έπεται ότι υπάρχει R > 0,

ώστε ∣∣∣∫ −R

−∞
f (y)sinλy dy

∣∣∣+ ∣∣∣∫ ∞

R
f (y)sinλy dy

∣∣∣< ε

2
. (22)

Στο διάστηµα [−R,R] η f είναι κατά τµήµατα συνεχής οπότε από το Θεώρηµα

Riemann-Lebesque για κάποιο Λ> 0 και λ≥Λ ισχύει∣∣∣∫ R

−R
f (y)sinλy dy

∣∣∣< ε

2
. (23)

Το Ϲητούµενο έπεται από τις (22) και (23). ä
Λήµµα ∫ ∞

0

sin s

s
ds = π

2
. (24)

Το αποτέλεσµα αυτό το πήραµε από το ολοκλήρωµα Fourier. Για την αποφυγή

κυκλικών επιχειρηµάτων δίνουµε µια διαφορετική απόδειξη. Μια τρίτη απόδειξη

είναι µια που χρησιµοποιεί τεχνικές των ολοκληρωτικών υπολοίπων και ϐρίσκεται

σχεδόν σε κάθε ϐιβλίο Μιγαδικής Ανάλυσης.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Απόδειξη του Λήµµατος. Η συνάρτηση g (x, y) = e−x y sin y είναι συνεχής στο

R2, συνεπώς για κάθε s > 0 και t > 0 ισχύει∫ t

y=0

∫ s

x=0
e−x y sin y dx dy =

∫ s

x=0

∫ t

y=0
e−x y sin y dy dx

Επειδή το ολοκλήρωµα ∫ ∞

x=0

[∫ ∞

y=0
e−x y sin y dy

]
dx

υπάρχει, ϐλέπε (26) στην επόµενη διαφάνεια, έπεται ότι∫ ∞

y=0

[∫ ∞

x=0
e−x y sin y dx

]
dy =

∫ ∞

x=0

[∫ ∞

y=0
e−x y sin y dy

]
dx. (25)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Για το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος της (25) υπολογίζουµε∫ ∞

y=0
e−x y sin y dy =

∫ ∞

0

(
−e−x y

x

)′
sin y dy

=−e−x y

x
sin y

]∞
0
+

∫ ∞

0

e−x y

x
cos y dy

= 1

x

∫ ∞

0

(
−e−x y

x

)′
cos y dy

=−e−x y

x2 cos y
]∞

0
− 1

x2

∫ ∞

0
e−x y sin y dy

΄Ετσι (
1+ 1

x2

)∫ ∞

0
e−x y sin y dy = 1

x2 ⇒
∫ ∞

0
e−x y sin y dy = 1

1+x2 ,

κατά συνέπεια ∫ ∞

x=0

∫ ∞

y=0
e−x y sin y dy dx =

∫ ∞

0

1

1+x2 dx = π

2
. (26)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Το ολοκλήρωµα στο αριστερό µέλος της (25) δίνει∫ ∞

y=0

∫ ∞

x=0
e−x y sin y dx dy =

∫ ∞

y=0

(
sin y

∫ ∞

x=0
e−x y dx

)
dy

=
∫ ∞

y=0
sin y

[
−e−x y

y

]∞
x=0

dy

=
∫ ∞

0

sin y

y
dy.

(27)

΄Ετσι από τις (25), (26) και (27) προκύπτει το Ϲητούµενο. ä
΄Αµεση συνέπεια του Λήµµατος είναι ότι για λ> 0 ισχύει∫ 0

−∞
sinλs

s
ds =

∫ ∞

0

sinλs

s
ds = π

2
λ> 0. (28)

Πράγµατι, αφενός∫ ∞

0

sinλs

s
ds =

∫ ∞

0

sinλs

λs
λds =

∫ ∞

0

sin t

t
ds = π

2

και αφετέρου
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

∫ 0

−∞
sinλs

s
ds =

∫ 0

−∞
−sinλs

−s
ds =

∫ 0

−∞
sin(−λs)

−s
ds =−

∫ 0

∞
sinλs

s
ds

=
∫ ∞

0

sinλs

s
ds = π

2
.

Απόδειξη του Θεωρήµατος. Από τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος

έχουµε

1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (y)cos[s(y −x)]dy ds = lim

λ→∞
1

π

∫ λ

0

∫ ∞

−∞
f (y)cos[s(y −x)]dy ds

= lim
λ→∞

1

π

∫ ∞

−∞
f (y)

∫ λ

0
cos[s(y −x)]ds dy

αλλάζοντας τη σειρά ολοκλήρωσης αφού | f (y)cos[s(y − x)]| ≤ | f (y)| και η | f |
είναι ολοκληρώσιµη

= lim
λ→∞

1

π

∫ ∞

−∞
f (y)

sin[λ(y −x)]

y −x
dy.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Με την αλλαγή µεταβλητής t = y −x η τελευταία ισότητα γίνεται

1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (y)cos[s(y −x)]dy ds = lim

λ→∞
1

π

∫ ∞

−∞
f (x + t )

sinλt

t
dt ,

οπότε για να αποδείξουµε ότι

f (x−)+ f (x+)

2
= 1

π

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f (y)cos[s(y −x)]dy ds

αρκεί να δείξουµε ότι

lim
λ→∞

1

π

∫ ∞

−∞
f (x + t )

sinλt

t
dt = f (x−)+ f (x+)

2
(29)

Επειδή ένεκα της (28)

1

2
f (x−)+ 1

2
f (x+) = 1

π

∫ 0

−∞
f (x−)

sinλt

t
dt + 1

π

∫ ∞

0
f (x+)

sinλt

t
dt

η προς απόδειξη σχέση (29) προκύπτει από τις
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

lim
λ→∞

∫ 0

−∞
[ f (x + t )− f (x−)]

sinλt

t
dt = 0 (30)

lim
λ→∞

∫ ∞

0
[ f (x + t )− f (x+)]

sinλt

t
dt = 0 (31)

Αποδεικνύουµε την (31). Η (30) αποδεικνύεται µε ανάλογο τρόπο. Γράφουµε

την (31) ως

I =
∫ ∞

0

f (x + t )− f (x+)

t
sinλt dt = I1 + I2 − I3

όπου για κάποιο ϑετικό αριθµό β

I1 =
∫ β

0

f (x + t )− f (x+)

t
sinλt dt

I2 =
∫ ∞

β

f (x + t )

t
sinλt dt

I3 = f (x+)
∫ ∞

β

sinλt

t
dt
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Για το I1: Από την υπόθεση για τις f και f ′ η

g (t ) = f (x + t )− f (x+)

t
, 0 < t ≤β,

είναι κατά τµήµατα συνεχής στο [0,β], αφού

lim
t→0+g (t ) = f ′

+(x)

εποµένως από το Θεώρηµα Riemann-Lebesgue έπεται ότι I1 → 0 καθώς λ→∞.

Για το I2: Η f (x + t )/t είναι κατά τµήµατα συνεχής και απολύτως ολοκληρώσιµη

στο β ≤ t < ∞ κατά συνέπεια από την επέκταση του Θεωρήµατος Riemann-

Lebesgue έπεται ότι I2 → 0 καθώς λ→∞.

Για το I3: Με αλλαγή µεταβλητής έχουµε

I3 = f (x+)
∫ ∞

λβ

sin s

s
ds = f (x+)

(π
2
−

∫ λβ

0

sin s

s
ds

)
→ 0

καθώς λ→∞ από το Λήµµα.

Συνεπώς I → 0 καθώς λ→∞ που είναι η (31). Η απόδειξη είναι πλήρης.
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