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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η µέθοδος της ενέργειας

Ορισµός. Για τη λύση του προβλήµατος

ut = kuxx , 0 < x < `, t > 0

u(x,0) =φ(x), 0 < x < `
B0[u] = B`[u] = 0, t > 0,

(1)

όπου B0[u] = u(0, t ) ή B0[u] = ux (0, t ) µε ανάλογη έκφραση για την B`[u],

ορίζουµε την ενέργεια να είναι η ποσότητα

E(t ) =
∫ `

0
u2(x, t )dx. (2)

Θυµίζουµε ότι η αντίστοιχη έκφραση για τη εξίσωση του κύµατος παρέµενε στα-

ϑερή ως προς τον χρόνο. Στην περίπτωση της ϑερµότητας-διάχυσης έχουµε

το

Θεώρηµα

Η ενέργεια E(t ) είναι ϕθίνουσα συνάρτηση του χρόνου.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Απόδειξη. Η u είναι οµαλή συνάρτηση κατά συνέπεια παραγωγίζοντας την

ενέργεια ϐρίσκουµε

E ′(t ) = d
dt

∫ `

0
u2(x, t )dx

=
∫ `

0

∂

∂t
u2(x, t )dx

=
∫ `

0
2u(x, t )ut (x, t )dx

=
∫ `

0
2ku(x, t )uxx (x, t )dx (από την εξίσωση)

= 2ku(x, t )ux (x, t )
]`

0
−2k

∫ `

0
u2

x dx

=−2k
∫ `

0
u2

x (x, t )dx ≤ 0 (από τις συνοριακές συνθήκες)

γεγονός που συνεπάγεται το Ϲητούµενο. ä
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Πόρισµα

Αν u είναι λύση του (1), τότε∫ `

0
u2(x, t )dx ≤

∫ `

0
φ2(x)dx. (3)

Πόρισµα

Το πρόβληµα (1) έχει το πολύ µία λύση

Απόδειξη. Αν u1 και u2 είναι λύσεις του (1), τότε η w = u1 −u2 ικανοποιεί

την εξίσωση της ϑερµότητας και τις συνοριακές συνθήκες. Επιπλέον w(x,0) =
u1(x,0)−u2(x,0) = 0, εποµένως από την (3) ϐρίσκουµε∫ `

0
w2(x, t )dx ≤ 0

w 2≥0⇒ w2(x, t ) = 0 ⇒ w(x, t ) = 0,

κατά συνέπεια u1 = u2. ä
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η αρχή του µεγίστου

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η u : [0,`]× [0,T ] →R, όπου `> 0 και T > 0, είναι συνεχής συνάρτηση

η οποία είναι λύση της εξίσωσης

ut −kuxx = 0

στο QT = (0,`)× (0,T ]. Τότε η µέγιστη τιµή της u στο QT = [0,`]× [0,T ] λαµβά-

νεται σε κάποια από τις τρεις πλευρές [0,`]× {0}, {0}× [0, t ], {`}× [`, t ].

Οι τρεις αυτές πλευρές αποτελούν το λεγόµενο παραβολικό σύνορο ∂pQT .

x = `x = 0

t = 0

t

x

T
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Απόδειξη. Αν το (x0, t0) είναι εσωτερικό σηµείο στο οποίο η u παίρνει την µέγιστη

τιµή της στο QT τότε είναι

ut (x0, t0) = 0, uxx (x0, t0) ≤ 0

και από την εξίσωση προκύπτει ότι uxx (x0, t0) = 0 απ΄ όπου δεν συνάγεται κάποιο

συµπέρασµα.

Βήµα Ι. Αν v : [0,`]×[0,T ] →R, είναι συνεχής συνάρτηση η οποία ικανοποιεί την

vt −kvxx < 0 (4)

στο QT = (0,`)× (0,T ], τότε η µέγιστη τιµή της u στο ορθογώνιο QT λαµβάνεται

στο παραβολικό σύνορο.

αποδειξη. Αν το (x0, t0) είναι εσωτερικό σηµείο του QT στο οποίο η v παίρνει

την µέγιστη τιµή της στο QT , τότε vt (x0, t0) = 0 και vxx (x0, t0) ≤ 0 γεγονός που

αντίκειται στην (4). Αν τώρα το µέγιστο λαµβάνεται σε σηµείο (x0,T ), τότε αφενός

vt (x0,T ) = lim
h→0+

v(x0,T −h)− v(x0,T )

−h
≥ 0

και αφετέρου vxx (x0,T ) ≤ 0 γεγονός που και πάλι αντίκειται στην (4).
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Κατά συνέπεια το µέγιστο της v λαµβάνεται σε κάποια από τις τρεις πλευρές του

παραβολικού συνόρου.

Βήµα ΙΙ. ΄Εστω M το µέγιστο της u στο παραβολικό σύνορο. Θα δείξουµε ότι

u(x, t ) ≤ M , 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T. (5)

Για ε> 0 ορίζουµε τη συνάρτηση

v(x, t ) = u(x, t )+εx2
(6)

η οποία ικανοποιεί την σχέση

vt −kvxx = (u +εx2)t −k(u +εx2)xx = ut −kuxx −2εk =−2εk < 0 (7)

κατά συνέπεια από το Βήµα Ι η v λαµβάνει το µέγιστό της στο παραβολικό σύνορο,

όπου από τον ορισµό της ϑα ισχύει

v(x, t ) ≤ M +ε`2, (x, t ) ∈QT

εποµένως για την u από την (6) τελικά παίρνουµε
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

u(x, t ) ≤ M +ε(`2 −x2), (x, t ) ∈QT .

Επειδή το ε είναι τυχόν παίρνουµε την (5). ä
Πόρισµα (Η αρχή του ελαχίστου)

Εάν η u ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος, τότε λαµβάνει την ελάχιστη

τιµή της στο παραβολικό σύνορο.

Απόδειξη. Η −u ικανοποιεί τις ίδιες υποθέσεις κατά συνέπεια λαµβάνει το

µέγιστό της στο παραβολικό σύνορο. Το συµπέρασµα προκύπτει από τη σχέση

max(−u) =−minu. ä
΄Ασκηση 1. Χρησιµοποιείστε την αρχή του µεγίστου-ελαχίστου για να δείξτε ότι

το πρόβληµα Dirichlet για την εξίσωση της ϑερµότητας

ut = kuxx , 0 < x < `, t > 0

u(x,0) =φ(x), 0 < x < `
u(0, t ) = u(`, t ) = 0, t > 0,

έχει το πολύ µία λύση.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Σύγκριση λύσεων της εξίσωσης της θερµότητας

΄Ασκηση 2. Αν u και v είναι λύσεις της εξίσωσης της ϑερµότητας

wt −kwxx = 0

µε u ≤ v στο παραβολολικό σύνορο t = 0, x = 0, x = `, τότε

u(x, t ) ≤ v(x, t ), 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0.

΄Ασκηση 3. Ας υποθέσουµε ότι

ut −kuxx = f , vt −kvxx = g f ≤ g

και ότι u ≤ v , στο παραβολικό σύνορο t = 0, x = 0, x = `. ∆είξτε ότι

u(x, t ) ≤ v(x, t ), 0 ≤ x ≤ `, t ≥ 0.
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