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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Παράδειγµα (Ράβδος µε άκρα που διατηρούνται σε σταθερή θερµοκρασία)

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut = kuxx , 0 < x < `, t > 0

u(x,0) =φ(x), 0 < x < `
u(0, t ) = T1, u(`, t ) = T2, t > 0,

(1)

όπου T1 και T2 είναι σταθερές.

Η ϕυσική προσέγγιση : Μετά από µεγάλο χρονικό διάστηµα η ϑερµοκρασία της

ϱάβδου ϑα ϐρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας, ϑα είναι δηλαδή ανεξάρτητη του

χρόνου, συνεπώς

lim
t→∞u(x, t ) = S(x).

Η µαθηµατική προσέγγιση : Το πρόβληµα είναι γραµµικό εποµένως µπορούµε να

ϑεωρήσουµε ότι

u(x, t ) = v(x, t )+S(x),

όπου η v και S είναι λύσεις κατάλληλων προβληµάτων.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Παραγωγίζοντας την τελευταία σχέση και αντικαθιστώντας στην εξίσωση ϐρίσκου-

µε

vt = k(vxx +S′′), 0 < x < `, t > 0

v(x,0)+S(x) =φ(x), 0 < x < `
v(0, t )+S(0) = T1, v(`, t )+S(`) = T2, t > 0,

έτσι επιλέγουµε οι S και v να λύνουν τα προβλήµατα

S′′(x) = 0, 0 < x < `,

S(0) = T1, S(`) = T2,
⇒ S(x) = T1 + T2 −T1

`
x (2)

vt = kvxx , 0 < x < `, t > 0

v(x,0) =φ(x)−S(x), 0 < x < `
v(0, t ) = v(`, t ) = 0, t > 0,

(3)

συνεπώς

v(x, t ) =
∞∑

n=1
cne−k(nπ/`)2t sin

nπx

`
(4)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

όπου

cn = 2

`

∫ `

0
(φ(x)−S(x))sin

nπx

`
dx

= 2

`

∫ `

0
φ(x)sin

nπx

`
dx − 2

`

∫ `

0

[
T1 + (T2 −T1)

`
x
]

sin
nπx

`
dx,

n = 1,2,3, . . . , οπότε µετά από πράξεις ϐρίσκουµε

cn = 2

`

∫ `

0
φ(x)sin

nπx

`
dx + 2

nπ
[(−1)nT2 −T1], n = 1,2,3, . . . (5)

΄Ετσι η λύση του προβλήµατος είναι

u(x, t ) = T1 + (T2 −T1)

`
x +

∞∑
n=1

cne−k(nπ/`)2t sin
nπx

`

µε τις σταθερές cn να δίνονται από την (5).

Ερώτηµα Ποιες είναι οι υποθέσεις στην φ ώστε η σειρά να είναι λύση του προ-

ϐλήµατος ;
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Σηµείωση

΄Οταν σε µια λεπτή ϱάβδο µε αρχική ϑερµοκρασία u0(x) τοποθετήσουµε στα

άκρα της από ένα µηχανισµό που διατηρεί το κάθε άκρο, έστω x = 0 και x = `,

σε σταθερή ϑερµοκρασία T0 και T1 αντίστοιχα, τότε εν γένει u0(0) 6= T1 και

u0(`) 6= T2 και ϑα χρειαστεί κάποιο µικρό χρονικό διάστηµα ώστε οι αντίστοιχες

ϑερµοκρασίες να εξισωθούν. Και είναι αυτό, το ελαφρά τροποποιηµένο ϕυσικό

πρόβληµα, που περιγράφει το µοντέλο µε τις συνθήκες συµβατότητας.

Παράδειγµα (Το µη οµοιογενές πρόβληµα Ι)

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut = kuxx + f (x, t ), 0 < x < `, t > 0

u(x,0) =φ(x), 0 < x < `
u(0, t ) = u(`, t ) = 0, t > 0,

(6)

όπου η f (x, t ) είναι µια οµαλή συνάρτηση και η φ ικανοποιεί τις συνθήκες

φ(0) =φ(`) = 0.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Η λύση του οµοιογενούς προβλήµατος ( f = 0) είναι

uοµ(x, t ) =
∞∑

n=1
cne−k(nπ/`)2t sin

nπx

`
.

Μιµούµενοι τη µέθοδο της µεταβολής των παραµέτρων από τις Σ∆Ε αναζητάµε

λύση της µορφής

u(x, t ) =
∞∑

n=1
wn(t )sin

nπx

`
(7)

όπου οι συναρτήσεις wn πρέπει να προσδιοριστούν. Γράφουµε

φ(x) =
∞∑

n=1
φn sin

nπx

`
, (8)

f (x, t ) =
∞∑

n=1
fn(t )sin

nπx

`
, (9)

όπου οι φn (σταθερές) και fn (συναρτήσεις του t ) είναι οι συντελεστές Fourier

της φ και f αντίστοιχα, δηλαδή

φn = 2

`

∫ `

0
φ(x)sin

nπx

`
dx, fn(t ) = 2

`

∫ `

0
f (x, t )sin

nπx

`
dx. (10)
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Στη συνέχεια παραγωγίζοντας όρο προς όρο την u σειρά και αντικαθιστώντας

στην εξίσωση ϑα έχουµε

∞∑
n=1

ẇn(t )sin
nπx

`
=−k

∞∑
n=1

(nπ

`

)2
wn(t )sin

nπx

`
+

∞∑
n=1

fn(t )sin
nπ

`

ή
∞∑

n=1

[
ẇn(t )+k

(nπ

`

)2
wn(t )− fn(t )

]
sin

nπx

`
= 0. (11)

Η αρχική συνθήκη (t = 0) υλοποιείται ως

∞∑
n=1

wn(0)sin
nπx

`
=

∞∑
n=1

φn sin
nπx

`

ή
∞∑

n=1
[wn(0)−φn]sin

nπx

`
= 0. (12)

Επειδή οι συναρτήσεις sin(nπx/`), n = 1,2,3, . . . αποτελούν ένα πλήρες ορ-

ϑογώνιο σύστηµα από τις (11) και (12) προκύπτει ότι για κάθε n = 1,2,3, . . . ϑα

πρέπει
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

ẇn(t )+k
(nπ

`

)2
wn(t ) = fn(t ), t > 0

wn(0) =φn

εποµένως

wn(t ) =φne−k(nπ/`)2t +
∫ t

0
e−k(nπ/`)2(t−s) fn(s)ds. (13)

Κατά συνέπεια η λύση του προβλήµατος (6) είναι η

u(x, t ) =
∞∑

n=1

[
φn +

∫ t

0
ek(nπ/`)2s fn(s)ds

]
e−k(nπ/`)2t sin

nπx

`
, (14)

όπου οι συντελεστές φn και fn δίνονται από την (10) για n = 1,2,3, . . .
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Παράδειγµα (Το µη οµοιογενές πρόβληµα ΙΙ)

Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος

ut = kuxx , 0 < x < `, t > 0

u(x,0) = 0, 0 < x < `
u(0, t ) = f (t ), u(`, t ) = g (t ), t > 0,

(15)

όπου f και g είναι οµαλές συναρτήσεις µε f (0) = g (0) = 0.

Υποθέτοντας ότι u(x, t ) = X (x)T (t ) οι συνοριακές συνθήκες γράφονται ως

X (0)T (t ) = f (t ) και X (`)T (t ) = g (t )

όπου δεν παίρνουµε κάποια πληροφορία. Η γραµµικότητα του προβλήµατος

επιτρέπει να αναζητήσουµε λύση στη µορφή u(x, t ) = v(x, t ) + h(x, t ) ώστε

v(0, t ) = 0 και v(`, t ) = 0 για κάποια λογική επιλογή h. ΄Ετσι ορίζοντας

v(x, t ) = u(x, t )−
[(

1− x

`

)
f (t )+ x

`
g (t )

]
έχουµε v(0, t ) = u(0, t )− f (t ) = 0 και v(`, t ) = u(`, t )− g (t ) = 0.
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Η εξίσωση της ϑερµότητας

Υπολογίζοντας τις σχετικές µερικές παραγώγους και την αρχική συνθήκη

vt = ut −
[(

1− x

`

)
f ′(t )+ x

`
g ′(t )

]
, vxx = uxx

v(x,0) = u(x,0)−
[(

1− x

`

)
f (0)+ x

`
g (0)

]
= 0

αφού f (0) = g (0) = 0, και αντικαθιστώντας στο (15) παίρνουµε το v -πρόβληµα

vt = kvxx −
[(

1− x

`

)
f ′(t )+ x

`
g ′(t )

]
, 0 < x < `, t > 0

v(x,0) = 0, 0 < x < `
v(0, t ) = v(`, t ) = 0, t > 0.

(16)

Το πρόβληµα (16) είναι όπως το (6) µε φ(x) = 0, κατά συνέπεια από τις (14) και

(10) ϐρίσκουµε τελικά

u(x, t ) =
(
1− x

`

)
f (t )+ x

`
g (t )+

∞∑
n=1

[∫ t

0
ek(nπ/`)2sh′

n(s)ds
]

e−k(nπ/`)2t sin
nπx

`

όπου

h′(s) = 2

`

∫ `

0

[(
1− x

`

)
f ′(s)+ x

`
g ′(s)

]
sin

nπx

`
dx.
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