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3. Σειρές Fourier

Σειρές Fourier σε διάστηµα µισής περιόδου

Είδαµε ότι αν µια συνάρτηση f είναι άρτια ή περιττή στο διάστηµα [−`,`] η σειρά

Fourier απλοποιείται και καταλήγει να είναι

f (x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

`
, an = 2

`

∫ `

0
f (x)cos

nπx

`
dx, n = 0,1, . . .

αν η f είναι άρτια, ενώ αν είναι περιττή

f (x) ∼
∞∑

n=1
bn sin

nπx

`
, bn = 2

`

∫ `

0
f (x)sin

nπx

`
dx, n = 1,2, . . .

Μια τυπική όµως συνάρτηση στο διάστηµα [−`,`] δεν είναι ούτε άρτια ούτε

περιττή, µπορεί ωστόσο να παρασταθεί ως το άθροισµα µιας άρτιας και µιας

περιττής συνάρτησης µέσω της σχέσης

f (x) = 1

2
( f (x)+ f (−x))+ 1

2
( f (x)− f (−x))

γεγονός που δικαιολογεί το πλήρες ανάπτυγµα της f σε σειρά ηµιτόνων και

συνηµιτόνων.
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3. Σειρές Fourier

Αν η f είναι µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο διάστηµα [0,`], επεκτείνοντάς την

κατάλληλα στο [−`,`] παίρνουµε την αντίστοιχη σειρά συνηµιτόνων ή ηµιτόνων,

µόνο, δηλαδή την σειρά Fourier σε διάστηµα µισής περιόδου, όπως λέγεται

f (x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
nπx

`
, 0 < x < `

an = 2

`

∫ `

0
f (x)cos

nπx

`
dx, n = 0,1,2, . . .

και

f (x) ∼
∞∑

n=1
bn sin

nπx

`
, 0 < x < `

bn = 2

`

∫ `

0
f (x)sin

nπx

`
dx, n = 1,2, . . .
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3. Σειρές Fourier

Παράδειγµα (∆12-01)

Να ϐρεθούν η σειρά συνηµιτόνων και η σειρά ηµιτόνων της

f (x) =
{

x, 0 ≤ x ≤π/2
π−x, π/2 < x ≤π .

x

y

0 π
2

π−π
2

−π

π
2

x

y

π
2

π−π
2

−π

π
2

−π
2

Σχήµα: ΄Αρτια και περιττή επέκταση της f .

Η f είναι συνεχής στο [0,π] και η f ′ είναι τµηµατικά συνεχής στο ίδιο διάστηµα,

επιπλέον είναι f (0) = f (π) = 0, συνεπώς η σειρά Fourier συγκλίνει οµοιόµορφα

στην f στο [0,π], όπως και στην άρτια ή περιττή επέκτασή της στο [−π,π].
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3. Σειρές Fourier

Για τη σειρά συνηµιτόνων υπολογίζουµε

a0 = 2

π

∫ π

0
f (x)dx = 2

π
(εµβαδόν του τριγώνου) = π

2

an = 2

π

[∫ π/2

0
x cos(nx)dx +

∫ π

π/2
(π−x)cos(nx)dx

]
= 2

π

{[ x sinnx

n
+ cosnx

n2

]π/2

0
+

[ (π−x)sinnx

n
− cosnx

n2

]π
π/2

}
= 2

n2π

(
2cos

nπ

2
−cosnπ−1

)
= 4

n2π

(
cos

nπ

2
−cos2 nπ

2

)
, n = 1,2,3, . . .

Επειδή

cos
nπ

2
=


0, n = 4k −3
−1, n = 4k −2
0, n = 4k −1
1, n = 4k

⇒ an =
 0, n 6= 4k −2

−8

n2π
, n = 4k −2

, k = 1,2, . . .
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3. Σειρές Fourier

Βρίσκουµε

f (x) = π

4
− 8

π

( 1

22 cos2x + 1

62 cos6x + 1

102 cos10x +·· ·
)
, 0 ≤ x ≤π.

Για τη σειρά ηµιτόνων υπολογίζουµε

bn = 2

π

[∫ π/2

0
x sin(nx)dx +

∫ π

π/2
(π−x)sin(nx)dx

]
= 2

π

{[
−x cosnx

n
+ sinnx

n2

]π/2

0
+

[
− (π−x)cosnx

n
− sinnx

n2

]π
π/2

}
= 4

n2π
sin

nπ

2
, n = 1,2,3, . . .

κατά συνέπεια

f (x) = 4

π

(
sin x − 1

32 sin3x + 1

52 sin5x −·· ·
)
, 0 ≤ x ≤π.
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L2 -Θεωρία (στοιχεία)

L2-Θεωρία (στοιχεία)

΄Ενα πρόβληµα από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα. Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώ-

ϱος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉, W είναι ένας υπόχωρος του V πεπερασµένης

διάστασης και u ∈ V να ϐρεθεί η ϐέλτιστη προσέγγιση του u από διάνυσµα του

W , ισοδύναµα να ϐρεθεί το

min
w∈W

‖u−w‖.

.

u

w

û

u− û

W

Αποδεικνύεται ότι η ελάχιστη απόσταση υλοποιείται από την προβολή û του u
στον W , όπου αν {w1, . . . ,wn} είναι µια ορθοκανονική ϐάση στον W , τότε

û = 〈u,w1〉w1 +·· ·+〈u,wn〉wn .
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L2 -Θεωρία (στοιχεία)

΄Ασκηση 1. Βέλτιστη προσέγγιση. Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να προσεγγί-

σουµε µια τµηµατικά συνεχή συνάρτηση f στο διάστηµα [−π,π] µέ ένα τριγωνο-

µετρικό πολυώνυµο

SN (x) = c0

2
+

N∑
n=1

(
cn cosnx + c ′n sinnx

)
, (1)

όπου οι συντελεστές cn ,c ′n δεν είναι αναγκαστικά οι συντελεστές Fourier της f
ως προς την L2-µετρική. Ορίζουµε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (mean square

error) της προσέγγισης να είναι η ποσότητα

EN =
∫ π

−π

(
f (x)−SN (x)

)2
dx. (2)

∆είξτε ότι το σφάλµα EN ελαχιστοποιείται αν οι συντελεστές cn ,c ′n είναι οι α-

ντίστοιχοι συντελεστές Fourier της f . Υπόδειξη: Θεωρήστε την συνάρτηση

EN = EN (c0,c1,c ′1, . . . ,cN ,c ′N ) και ϐρήτε τα ακρότατα της EN επιλύοντας το σύ-

στηµα

∂EN

∂cn
= ∂EN

∂c ′n
= 0, n = 0,1,2, . . . , N .
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L2 -Θεωρία (στοιχεία)

Αν η f είναι µια τµηµατικά συνεχής συνάρτηση στο [−π,π] και µε SN συµβολί-

σουµε το N -µερικό άθροισµα της σειράς Fourier της f , τότε υπολογίζουµε∫ π

−π
f (x)SN (x)dx =

∫ π

−π
f (x)

[ a0

2
+

N∑
n=1

(
an cosnx +bn sinnx

)]
dx

= a0

2

∫ π

−π
f (x)dx +

N∑
n=1

∫ π

−π
f (x)

(
an cosnx +bn sinnx

)
dx

ετσι από τον ορισµό των συντελεστών Fourier ϐρίσκουµε∫ π

−π
f (x)SN (x)dx = 1

2
πa2

0 +π
N∑

n=1
(a2

n +b2
n). (3)

Με όµοιο τρόπο, λόγω των σχέσεων ορθογωνιότητας, παίρνουµε∫ π

−π
[SN (x)]2 dx = 1

2
πa2

0 +π
N∑

n=1
(a2

n +b2
n). (4)
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L2 -Θεωρία (στοιχεία)

΄Ετσι έχουµε∫ π

−π
[ f (x)−SN (x)]2 dx =

∫ π

−π
f 2(x)dx −2

∫ π

−π
f (x)SN (x)dx +

∫ π

−π
[SN (x)]2 dx

ή ∫ π

−π
[ f (x)−SN (x)]2 dx =

∫ π

−π
f 2(x)dx −π

[1

2
a2

0 +
N∑

n=1
(a2

n +b2
n)

]
(5)

Από την τελευταία σχέση επειδή το αριστερό µέλος είναι µη αρνητικό έχουµε

1

2
a2

0 +
N∑

n=1
(a2

n +b2
n) ≤ 1

π

∫ π

−π
f 2(x)dx.

Το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος είναι πεπερασµένο από την υπόθεση στην f ,

έτσι τα µερικά αθροίσµατα της σειράς
1
2 a2

0 +
∑∞

n=1(a2
n +b2

n) είναι οµοιόµορφα

ϕραγµένα κατά συνέπεια η σειρά συγκλίνει, επιπλέον

1

2
a2

0 +
∞∑

n=1
(a2

n +b2
n) ≤ 1

π

∫ π

−π
f 2(x)dx. (6)

Η σχέση (6) είναι η ανισότητα του Bessel.
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L2 -Θεωρία (στοιχεία)

΄Αµεση συνέπεια της ανισότητας του Bessel είναι το

Θεώρηµα (Θεώρηµα του Riemann)

Εάν η συνάρτηση f είναι τµηµατικά συνεχής στο διάστηµα [−π,π], τότε

lim
n→∞

∫ π

−π
f (x)cosnx dx = lim

n→∞

∫ π

−π
f (x)sinnx dx = 0.

Από την τριγωνική ανισότητα (Minkowski){∫ π

−π
f 2(x)dx

}1/2 ≤
{∫ π

−π
[ f (x)−SN (x)]2 dx

}1/2 +
{∫ π

−π
S2

N (x)dx
}1/2

≤
{∫ π

−π
[ f (x)−SN (x)]2 dx

}1/2 +
{1

2
a2

0 +
∞∑

n=1
(a2

n +b2
n)

}1/2

και το Θεώρηµα της L2-σύγκλισης της σειράς Fourier παίρνοντας το όριο του N →
∞ µέσω της ανισότητας του Bessel προκύπτει, τελικά, η ταυτότητα του Parseval

1

2
a2

0 +
∞∑

n=1
(a2

n +b2
n) = 1

π

∫ π

−π
f 2(x)dx. (7)
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Θεωρία των Sturm-Liouville

Ορισµός

΄Ενα πρόβληµα συνοριακών τιµών

(p(x)y ′)′+ [q(x)+λr (x)]y = 0, a < x < b, (8)

A1 y(a)+ A2 y ′(a) = 0, B1 y(b)+B2 y ′(b) = 0 (9)

όπου p(x) > 0 και r (x) > 0 στο (a,b) και p ′, q και r είναι συνεχείς στο [a,b], και

ένα τουλάχιστον από τα A1, A2 και ένα τουλάχιστον από τα B1,B2 είναι διάφορο

του µηδενός ϑα το λέµε πρόβληµα των Sturm-Liouville.

Η µορφή της εξίσωσης (8) ϕαίνεται περιοριστική αλλά στην πραγµατικότητα δεν

είναι. ΄Ενα τυπικό γραµµικό πρόβληµα ιδιοτιµών δεύτερης τάξης

α2(x)y ′′+α1(x)y ′+α0(x)y +λρ(x)y = 0, a < x < b

µεα2(x) > 0 και ρ(x) > 0 στο (a,b) και µεα j και ρ συνεχείς στο [a,b], j = 0,1,2,

µετασχηµατίζεται στην (8).
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Θέτοντας

p(x) = exp
(∫

α1(x)/α2(x)dx
)

και πολλαπλασιάζοντας µε p(x)/α2(x) προκύπτει, µε κατάλληλες q και r , η

p(x)y ′′+p ′(x)y ′+q(x)y +λr (x)y = 0.

Είναι πρακτικό να ορίσουµε τον διαφορικό τελεστή L µε τη σχέση

L[u] = d
dx

(
p(x)

du

dx

)
+q(x)u

οπότε η εξίσωση (8) γράφεται ως

L[y]+λr (x)y = 0.

Η ταυτότητα του Lagrange. Εάν u και v είναι συναρτήσεις µε συνεχείς δεύτερες

παραγώγους, τότε

uL[v]− vL[u] = u(pv ′)′+uqv − v(pu′)′vqu = (pv ′u −pu′v)′ = (pW (u, v))′

όπου W (u, v) είναι η ορίζουσα του Wronski των u και v .
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Παρατήρηση

Αν οι u και v ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες (9) τότε η ορίζουσα Wronski

στα x = a και x = b είναι ίση µε µηδέν. Πράγµατι στο x = a είναι

W (u, v)(a) =
∣∣∣∣u(a) v(a)
u′(a) v ′(a)

∣∣∣∣
και ϑεωρούµε τις περιπτώσεις :

1 A1 = 0, τότε u′(a) = v ′(a) = 0, οπότε W (u, v)(a) = 0.

2 A2 = 0, τότε u(a) = v(a) = 0, οπότε W (u, v)(a) = 0.

3 A1 A2 6= 0 τότε u(a) = Au′(a), v(a) = Av ′(a), όπου A =−A2/A1, οπότε

W (u, v)(a) = A

∣∣∣∣u′(a) v ′(a)
u′(a) v ′(a)

∣∣∣∣= 0.

Το ίδιο ισχύει και στο άκρο x = b. ΄Ετσι

W (u, v)(a) =W (u, v)(b) = 0. (10)
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Θεώρηµα

Εάν u και v είναι συναρτήσεις µε συνεχείς δεύτερες παραγώγους οι οποίες

ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες (9), τότε∫ b

a
(uL[v]− vL[u])dx = 0. (11)

Απόδειξη.

Από την ταυτότητα του Lagrange έχουµε∫ b

a
(uL[v]− vL[u])dx = p(x)W (u, v)(x)

]b

a

= p(b)W (u, v)(b)−p(a)W (u, v)(a)

= 0

από την Παρατήρηση.
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Θεώρηµα

Οι ιδιοτιµές του προβλήµατος Sturm-Liouville (8)-(9) είναι πραγµατικές.

Απόδειξη.

Αν λ είναι ιδιοτιµή του προβλήµατος και φ είναι η αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση τότε

είναι L[φ]+λr (x)φ(x) = 0 και παίρνοντας τη µιγαδική συζυγή έκφραση ϑα

έχουµε επίσης ότι L[φ̄]+ λ̄r (x)φ̄(x) = 0. ΄Ετσι

φ̄L[φ]−φL[φ̄]+ (λ− λ̄)r (x)|φ(x)|2 = 0.

Ολοκληρώνοντας και παίρνοντας υπόψη το σχετικό Θεώρηµα ϑα έχουµε

(λ− λ̄)
∫ b

a
|φ(x)|2r (x)dx = 0 ⇒ λ= λ̄

αφού το ολοκλήρωµα είναι ϑετικό, που είναι το Ϲητούµενο.
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Θεώρηµα (Ορθογωνιότητα των ιδιοσυναρτήσεων)

Εάν λ 6=µ είναι ιδιοτιµές του προβλήµατος Sturm-Liouville (8)-(9) µε αντίστοιχες

ιδιοσυναρτήσεις φ και ψ τότε∫ b

a
φ(x)ψ(x)r (x)dx = 0

Απόδειξη.

Πολλαπλασιάζοντας τις L[φ]+λr (x)φ(x) = 0 και L[ψ]+µr (x)ψ(x) = 0 µε ψ και

φ αντίστοιχα, ϐρίσκουµε

ψL[φ]−φL[ψ]+ (λ−µ)r (x)φ(x)ψ(x) = 0.

Ολοκληρώνοντας και παίρνοντας υπόψη την (11) έχουµε

(λ−µ)
∫ b

a
φ(x)ψ(x)r (x)dx = 0 ⇒

∫ b

a
φ(x)ψ(x)r (x)dx = 0

αφού λ 6=µ.
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Θεώρηµα

Σε κάθε ιδιοτιµή ενός προβλήµατος Sturm-Liouville αντιστοιχεί µία µόνο γραµµικά

ανεξάρτητη ιδιοσυνάρτηση, στη περίπτωση αυτή λέµε ότι οι ιδιοτιµές ενός

προβλήµατος Sturm-Liouville είναι απλές. Επιπλέον οι ιδιοτιµές του προβλήµατος

αποτελούν µια γνησίως αύξουσα και µη ϕραγµένη ακολουθία

λ1 <λ2 < ·· · <λn < ·· ·→∞.

΄Ασκηση 2. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις σε κάθε

ένα από τα προβλήµατα Sturm-Liouville µε εξίσωση

y ′′+λy = 0, 0 < x < 1

και συνοριακές συνθήκες

1 y(0) = 0 και y(1) = 0.

2 y(0) = 0 και y ′(1) = 0.

3 y ′(0) = 0 και y(1) = 0.

4 y ′(0) = 0 και y ′(1) = 0.

5 y(0) = 0 και y(1)+ y ′(1) = 0.
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Θεώρηµα

Για το πρόβληµα Sturm-Liouville (8)-(9) ας είναι φ1,φ2, . . . οι ιδιοσυναρτήσεις

κανονικοποιηµένες ώστε∫ b

a
φ2

n(x)r (x)dx = 1, n = 1,2,3, . . .

΄Εστω ότι η f είναι τµηµατικά C 1 στο διάστηµα [a,b], τότε η σειρά

f (x) ∼
∞∑

n=1
cnφn(x), cn =

∫ b

a
f (x)φn(x)r (x)dx, n = 1,2, . . . (12)

συγκλίνει σηµειακά στο f (x) σε κάθε σηµείο συνεχείας της f στο (a,b) και στο
1
2 ( f (x−)+ f (x+)) αν το x είναι σηµείο ασυνέχειας της f στο (a,b).

Ορισµός

Η σειρά (12) στο Θεώρηµα λέγεται γενικευµένη σειρά Fourier της f , ή σειρά
Sturm-Liouville της f .
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Θεωρία των Sturm-Liouville

Το περιοδικό Sturm-Liouville πρόβληµα

Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του περιοδικού προ-

ϐλήµατος Sturm-Liouville

y ′′+λy = 0, −1 < x < 1, (13)

y(−1)− y(1) = 0, y ′(−1)− y ′(1) = 0. (14)

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις

1 λ=−r 2 < 0 µε r > 0, τότε y = Ae−r x +Ber x .

y(−1) = y(1) ⇒ Aer +Be−r = Ae−r +Ber ⇒ A = B ⇒ y = A(e−r x +er x ).

y ′(−1) = y ′(1) ⇒ Ar (e−r −er ) = Ar (er −e−r )
r>0⇒ A = 0 ⇒ y = 0.

2 λ= 0, τότε y = Ax +B .

y(−1) = y(1) ⇒−A+B = A+B ⇒ A = 0, άρα y = σταθερά.

3 λ= r 2 > 0 µε r > 0, τότε y = A cosr x +B sinr x.

y(−1) = y(1) ⇒ A cosr −B sinr = A cosr +B sinr ⇒ 2B sinr = 0
y ′(−1) = y ′(1) ⇒ Ar sinr +Br cosr =−Ar sinr +Br sinr ⇒ 2A sinr = 0.

΄Ετσι ϑα είναι B = 0 και r = nπ, ή A = 0 και r = nπ, n = 1,2,3, . . . ,

ισοδύναµα y = cosnπx, ή y = sinnπx, n = 1,2,3, . . .
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Θεωρία των Sturm-Liouville

΄Ετσι οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις του προβλήµατος είναι

λ0 = 0, φ0(x) = 1

λn = (nπ)2, φn(x) = cosnπx και ψn(x) = sinnπx, n = 1,2,3, . . .

Σε κάθε ιδιοτιµή λn , n ≥ 1 αντιστοιχούν δύο γραµµικά ανεξάρτητες ιδιοσυναρ-

τήσεις. Κάθε τέτοια ιδιοτιµή λέγεται διπλή. Αν f είναι µια ‘‘καλή’’ συνάρτηση,

περιοδική περιόδου 2, τότε η γενικευµένη σειρά Fourier της f

f (x) ∼ a0

2
φ0(x)+

∞∑
n=1

(
anφn(x)+bnψn(x)

)
είναι η συνήθης σειρά Fourier της f .

Συνοψίζοντας έχουµε ότι ένα πρόβληµα Sturm-Liouville παράγει ένα ορθογώνιο

σύστηµα συναρτήσεων οι οποίες αναπαριστούν µέσω σειράς µια τµηµατικά C 1 ή

L2 συνάρτηση. Επιπλέον το περιοδικό πρόβληµα παράγει το ορθογώνιο σύστηµα

που γεννά τις συνήθεις σειρές Fourier.
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