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2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία (συνέχεια)

2.2.2. Εξάρτηση και επιρροή. Στην έκφραση της λύσης

u(x, t ) = 1

2
(φ(x + ct )+φ(x − ct ))+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(s)ds.

του προβλήµατος αρχικών τιµών ϐλέπουµε ότι σε κάθε σηµείο (x ′, t ′) µε t ′ > 0 η

λύση εξαρτάται από τις τιµές της φ στα σηµεία x ′±ct ′ και µέσω της ψ από εκείνα

τα x για τα οποία x ′− ct ′ ≤ x ≤ x ′+ c ′t . ΄Ετσι οποιαδήποτε αλλαγή στα αρχικά

δεδοµένα εκτός του διαστήµατος |x − x ′| ≤ ct ′ δεν επηρεάζει την τιµή u(x ′, t ′).

Η σκιασµένη περιοχή λέγεται περιοχή εξάρτησης του σηµείου (x ′, t ′).

x

t

x′− ct ′ x′+ ct ′

(x′, t ′)

x + ct = x′+ ct ′x − ct = x′− ct ′
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2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία (συνέχεια)

Και πάλι από τον τύπο της λύσης του προβλήµατος αρχικών τιµών ϐλέπουµε ότι

το σηµείο (x∗,0) επηρεάζει µέσω των αρχικών δεδοµένων τις τιµές της λύσης

στα σηµεία µεταξύ των ευθειών x±ct = x∗, δηλαδή στα σηµεία της σκιασµένης

περιοχής. Την περιοχή αυτή ονοµάζουµε περιοχή επιρροής του σηµείου (x∗,0).

x

t

(x∗,0)

x − ct = x∗x + ct = x∗

Οι δύο οικογένειες ευθειών x + ct = σταθ. και x + ct = σταθ. λέγονται χαρακτη-

ϱιστικές ευθείες για την εξίσωση του κύµατος.
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2.2. Η κυµατική εξίσωση στην ευθεία (συνέχεια)

΄Ασκηση ∆9-01 Να ϐρεθεί ο τύπος της εξίσωσης και στη συνέχεια, εφόσον είναι

δυνατό, να ϐρεθεί η λύση της

3uxx +10ux y +3uy y = 0.

΄Ασκηση ∆9-02 Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών για την εξίσωση του

κύµατος στην ευθεία

ut t = c2uxx , −∞< x <+∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), ut (x,0) =ψ(x), −∞< x <+∞

όπου φ, ψ είναι οµαλές συναρτήσεις και c > 0.

1 Εάν φ και ψ είναι περιττές συναρτήσεις δείξτε ότι η λύση του προβλήµατος

είναι περιττή συνάρτηση του x για όλα τα t .

2 Εάν φ και ψ είναι άρτιες συναρτήσεις δείξτε ότι η λύση του προβλήµατος

είναι άρτια συνάρτηση του x για όλα τα t .

3 Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος αν φ(x) = ex και ψ(x) = sin x.
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2.3. Το πρόβληµα αρχικών τιµών στην ηµιευθεία

2.3. Το πρόβληµα αρχικών τιµών στην ηµιευθεία.

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών-συνοριακών τιµών για την εξίσωση του κύµατος

στην ηµιευθεία

ut t = c2uxx , 0 < x <+∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), ut (x,0) =ψ(x), 0 < x <+∞
u(0, t ) = 0 (σσ: Dirichlet) t > 0

όπου φ, ψ είναι οµαλές συναρτήσεις και c > 0. Για λόγους συµβατότητας υπο-

ϑέτουµε ότι φ(0) = ψ(0) = 0. ΄Εχοντας λύσει το πρόβληµα αρχικών τιµών στην

ευθεία επεκτείνουµε κατάλληλα τα αρχικά δεδοµένα στο R και να ϐρούµε τη

λύση ώστε ο περιορισµός της στη ϑετική ηµιευθεία να αποτελέσει τη λύση στο

αρχικό πρόβληµα. Ορίζουµε τις περιττές επεκτάσεις

φ̃(x) =
{
φ(x), x ≥ 0
−φ(−x), x < 0

, ψ̃(x) =
{
ψ(x), x ≥ 0
−ψ(−x), x < 0

.
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2.3. Το πρόβληµα αρχικών τιµών στην ηµιευθεία

Εάν ũ είναι η λύση της κυµατικής εξίσωσης στην ευθεία µε αρχικά δεδοµένα φ̃

και ψ̃, τότε

ũ(x, t ) = 1

2
(φ̃(x + ct )+ φ̃(x − ct ))+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ̃(s)ds. (1)

Για x = 0 είναι

ũ(0, t ) = 1

2
(φ̃(ct )+ φ̃(−ct ))+ 1

2c

∫ ct

−ct
ψ̃(s)ds = 1

2
(φ(ct )−φ(ct )) = 0,

από τον ορισµό των φ̃ και ψ̃, κατά συνέπεια η ũ ικανοποιεί την συνοριακή συνθήκη

σε ολόκληρη την ευθεία. Μας ενδιαφέρει η λύση για x > 0. Αν x − ct > 0 η (1)

λύνει το αρχικό πρόβληµα. ΄Εστω x − ct < 0, τότε

ũ(x, t ) = 1

2
(φ(x + ct )−φ(ct −x))+ 1

2c

[∫ ct−x

x−ct
ψ̃(s)ds +

∫ x+ct

ct−x
ψ(s)ds

]
= 1

2
(φ(x + ct )−φ(ct −x))+ 1

2c

∫ x+ct

ct−x
ψ(s)ds.
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2.3. Το πρόβληµα αρχικών τιµών στην ηµιευθεία

΄Ετσι η λύση αρχικού του προβλήµατος αρχικών τιµών στην ηµιευθεία είναι

u(x, t ) =


1

2
(φ(x + ct )+φ(x − ct ))+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(s)ds, x ≥ ct

1

2
(φ(x + ct )−φ(ct −x))+ 1

2c

∫ x+ct

ct−x
ψ(s)ds, x < ct

.

Η περιοχή εξάρτησης της λύσης στην περίπτωση όπου x < ct δίνεται στο σχήµα.

x

t

x − ct ct −x x + ct

(x, t )

(0, t −x/c)
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2.3. Το πρόβληµα αρχικών τιµών στην ηµιευθεία

΄Ασκηση ∆9-03 ΄Εστω φ :R→R µια C 1, άρτια συνάρτηση. ∆είξτε ότι φ′(0) = 0.

΄Ασκηση ∆9-04 Ας ϑεωρήσουµε το πρόβληµα αρχικών-συνοριακών τιµών στην

ηµιευθεία

ut t = c2uxx , 0 < x <+∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), ut (x,0) =ψ(x), 0 < x <+∞
ux (0, t ) = 0 (σσ: Neumann) t > 0

όπου φ, ψ είναι οµαλές συναρτήσεις και c > 0.

1 ∆είξτε ότι φ′(0) =ψ′(0) = 0 είναι αναγκαίες συνθήκες συµβατότητας για

την ύπαρξη οµαλής λύσης.

2 Υποθέτοντας ότι φ′(0) =ψ′(0) = 0 να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος.
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2.4. Η κυµατική εξίσωση µε πηγή

2.4. Η κυµατική εξίσωση µε πηγή.

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών για την εξίσωση του κύµατος στην ευθεία

ut t = c2uxx + f (x, t ), −∞< x <+∞, t > 0

u(x,0) =φ(x), ut (x,0) =ψ(x), −∞< x <+∞
όπου φ, ψ είναι οµαλές συναρτήσεις και c > 0. ∆είχνουµε ότι η λύση του

προβλήµατος είναι

u(x, t ) = 1

2
(φ(x + ct )+φ(x − ct ))+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(s)ds + 1

2c

Ï
∆

f (s,r )dA (2)

όπου ∆ είναι η χαρακτηριστική τριγωνική περιοχή εξάρτησης του σηµείου (x, t ).

Απόδειξη. Ολοκληρώνοντας την εξίσωση στην περιοχή εξάρτησης ∆′ του σηµεί-

ου (x ′, t ′) (∆′ =∆′(x ′, t ′)) παίρνουµεÏ
∆′

f (x, t )dt dx =
Ï
∆′

(ut t − c2uxx )dt dx

και από το Θεώρηµα του Green
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2.4. Η κυµατική εξίσωση µε πηγήÏ
∆′

(ut t − c2uxx )dt dx =
∫
∂∆′

(−c2ux dt −ut dx)

x

t

(x′− ct ′,0) (x′+ ct ′,0)

(x′, t ′)

L1L2

L0

∆′ ∂∆′ = L0 +L1 +L2

Υπολογίζουµε το κάθε τµήµα του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος ξεχωριστά.∫
L0

· · · =
∫

L0

−ut dx =−
∫ x ′+ct ′

x ′−ct ′
ψ(x)dx.∫

L1

· · · =
∫

L1

(cuxdx + cut dt ) = c
∫

L1

du = c(u(x ′, t ′)−φ(x ′+ ct ′)),

αφού στην L1 είναι x + ct = x ′+ ct ′, συνεπώς dx + cdt = 0.
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2.4. Η κυµατική εξίσωση µε πηγή

΄Οµοια∫
L2

· · · =
∫

L2

(−cuxdx − cut dt ) = c
∫
−L2

du = c(u(x ′, t ′)−φ(x ′− ct ′)),

αφού στην L2 είναι x − ct = x ′− ct ′, συνεπώς dx − cdt = 0. ΄Ετσι υπολογίζουµεÏ
∆′

f (x, t )dt dx = (
∫

L0

+
∫

L1

+
∫

L2

)(−c2ux dt −ut dx)

=−
∫ x ′+ct ′

x ′−ct ′
ψ(x)dx +2cu(x ′, t ′)− cφ(x ′+ ct ′)− cφ(x ′− ct ′),

απ΄ όπου έπεται η Ϲητούµενη σχέση. ä
Σηµείωση

∆ιαφορετικά, εισάγοντας τις χαρακτηριστικές συντεταγµένες ξ= x + ct και η= x − ct , από την

εξίσωση ut t − c2uxx = f (x, t ) παίρνουµε

−4c2uξη = f
(ξ+η

2
,
ξ−η

2c

)
⇒ u(ξ,η) = g (ξ)+h(η)− 1

4c2

∫ ξ ∫ η
f
(ξ+η

2
,
ξ−η

2c

)
dηdξ.

Βλέπε Γ. Ακρίβης, Ν. Αλικάκος.
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