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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 1. ∆ίνεται το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R

όπου

φ(x) =
{

1−|x|, |x| ≤ 1
0, |x| > 1

.

(αʹ) Να σχεδιαστεί το διάγραµα των χαρακτηριστικών.

(βʹ) Να ϐρεθεί ο χρόνος ϑραύσης του κύµατος.

(γʹ) Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος για όλα τα t ≥ 0.

1

0−1 1 x

φ(x)
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύση

(α΄) Οι χαρακτηριστικές ευθείες δίνονται από τη σχέση

x =φ(ξ)t +ξ=


ξ, ξ<−1
(1+ξ)t +ξ, −1 ≤ ξ≤ 0
(1−ξ)t +ξ, 0 ≤ ξ≤ 1
ξ, ξ> 1

(1)

και αποτυπώνονται στο σχήµα

x

t

0 1−1

1

Σχήµα: Οι πορτοκαλί ευθείες περιέχουν το σηµείο (−1,−1) και οι µπλέ το (1,1).
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(β΄) Οι χαρακτηριστικές x = t (της οικογένειας x = (1+ ξ)t + ξ για ξ = 0), x =
(1−ξ)t+ξ, για κάθε ξ ∈ [0,1], και x = 1 (της οικογένειας x = ξ για ξ= 1), τέµνονται

στο σηµείο (1,1) ενώ για t < 1 κανένα Ϲευγάρι χαρακτηριστικών δεν τέµνεται.

΄Αρα το t = 1 είναι ο χρόνος ϑραύσης. Το αποτέλεσµα αυτό υποδεικνύεται και

από το σχήµα.

(γ΄) Για t < 1 η λύση είναι σταθερή επάνω σε κάθε χαρακτηριστική, ισοδύναµα

u(x, t ) =φ(ξ), έτσι λύνοντας αρχικά την (1) ως προς ξ ϐρίσκουµε

ξ=


x, x <−1
(x − t )/(1+ t ), −1 ≤ x ≤ t
(x − t )/(1− t ), t ≤ x ≤ 1
x, x > 1

και στη συνέχεια, για t < 1,

u(x, t ) =


0, x <−1
(1+x)/(1+ t ), −1 ≤ x ≤ t
(1−x)/(1− t ), t ≤ x ≤ 1
0, x > 1

.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Για t > 1, όπως ϐλέπουµε και στο Σχήµα, τρεις οικογένειες χαρακτηριστικών

ευθειών τέµνονται στο εσωτερικό της γωνίας x = 1, x = t µε t ≥ 1, κατά συνέπεια

για t > 1 έχουµε κρουστικό κύµα. Συνεπώς αναζητούµε καµπύλη x = x(t ) από

το σηµείο (1,1) κατά µήκος της οποίας διαδίδεται η ασυνέχεια του κύµατος µε

ταχύτητα

ẋ = A(u+)− A(u−)

u+−u− = 1

2

(u+)2 − (u−)2

u+−u− = u++u−

2
,

όπου

u− = 1+x

1+ t
& u+ = 0

(γιατί;). Παρατηρούµε ότι η συνθήκη της εντροπίας u− > ẋ > u+
ικανοποιείται,

και η ασυνέχεια του κρουστικού κύµατος διαδίδεται κατά µήκος της καµπύλης

dx

dt
= 1

2

1+x

1+ t
, x(1) = 1∫

1

2x ′dt

x +1
=

∫
1

dt

1+ t
⇒ ln(1+x)2 − ln4 = ln(1+ t )− ln2 ⇒

x =
√

2(1+ t )−1.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

x

t

0 1−1

1

u(x, t ) = 0 u(x, t ) = 0

u(x, t ) = 1+x

1+ t

u(x, t ) = 1−x

1− t

΄Ετσι η λύση για t ≥ 0 είναι

u(x, t ) =



0, x ≤−1, t ≥ 0
1+x

1+ t
, 0 ≤ t ≤ 1, −1 < x < t ή t > 1, −1 < x <p

2(1+ t )−1

1−x

1− t
, 0 ≤ t < 1, t ≤ x ≤ 1

0, x > 1, 0 ≤ t < (x +1)2/2−1
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε την εξίσωση

ut +a(u)ux = 0, x ∈R, t > 0.

Εάν η f είναι µία οµαλή συνάρτηση δείξτε ότι για να είναι η u = f (x/t ) µία µη

σταθερή λύση της εξίσωσης ϑα πρέπει η f να είναι η αντίστροφη της a.

Λύση

Αν u = f (x/t ) τότε,

ux = f ′
( x

t

)1

t
, ut = f ′

( x

t

)−x

t 2 ,

οπότε αν η u είναι λύση της εξίσωσης έχουµε

0 = ut +a(u)ut =− f ′
( x

t

) x

t 2 +a
(

f
( x

t

))
f ′

( x

t

)1

t

= f ′
( x

t

)1

t

[
a
(

f
( x

t

))
− x

t

]
Επειδή η f (x/t ) δεν είναι σταθερή ϑα πρέπει εκεί όπου f ′(x/t ) 6= 0 η σύνθεση

της a µε την f να είναι η ταυτοτική συνάρτηση, κατά συνέπεια η f ϑα πρέπει να

είναι η αντίστροφη συνάρτηση της a, εκεί όπου αυτή ορίζεται.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

΄Ασκηση 3. Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +euux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R

όπου

φ(x) =
{

1, x < 0
2, x > 0

σε ολόκληρο το ϑετικό ηµιεπίπεδο x ∈R, t ≥ 0.

Λύση

Εκφράζοντας τις χαρακτηριστικές καµπύλες στη µορφή (x(t ), t ), έχουµε το χα-

ϱακτηριστικό σύστηµα

dx

dt
= eu ,

du

dt
= 0,

µε αρχικά δεδοµένα για t = 0

x(0) = ξ, u(0) =φ(ξ), ξ ∈R.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Η u είναι σταθερή πάνω στις χαρακτηριστικές κατά συνέπεια u = φ(ξ), οπότε

λύνοντας την x-εξίσωση ϐρίσκουµε

x = eφ(ξ)t +ξ=
{

et +ξ, ξ< 0
e2t +ξ, ξ> 0

.

x

t

0

Σχήµα: Οι χαρακτηριστικές ευθείες και η ‘‘βεντάλια’’ των ευθειών x =λt , e ≤λ≤ e2

που γεµίζει το ηµιεπίπεδο.

Επειδή u =φ(ξ) και ξ= x −eφ(ξ)t έπεται ότι u = 1 αν ξ= x −et < 0 και u = 2 αν

ξ= x −e2t > 0, δηλαδή

u(x, t ) =
{

1, x < et
2, x > e2t

.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Παρατηρούµε ότι η παραπάνω έκφραση της u δεν καλύπτει την περιοχή et <
x < e2t του ηµιεπιπέδου t > 0. Από την προηγούµενη άσκηση έπεται ότι η

exp−1
( x

t

)
= ln

x

t

είναι λύση. Πράγµατι(
ln

x

t

)
t
+e ln(x/t )

(
ln

x

t

)
x
= −x/t 2

x/t
+ x

t

1/t

x/t
= 0.

Αν x = et , τότε ln(x/t ) = lne = 1, και αν x = e2t , τότε ln(x/t ) = lne2 = 2,

εποµένως το αραιωτικό κύµα

u(x, t ) =


1, x < et

ln
( x

t

)
, et ≤ x ≤ e2t

2, x > e2t

είναι µία συνεχής (ασθενής) λύση της εξίσωσης στο ηµιεπίπεδο t > 0.
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