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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Στη συνέχεια ϑα επικεντρωθούµε στη µελέτη της µη συνέχειας επιλέγοντας σαν

µοντέλο την εξίσωση του Burgers

ut +uux = 0. (1)

Το χαρακτηριστικό σύστηµα για την (1) είναι το

dx

dt
= u,

du

dt
= 0, (2)

κατά συνέπεια σε κάθε χαρακτηριστική καµπύλη (x(t ), t ) η λύση u(x(t ), t ) είναι

σταθερή, εποµένως
dx

dt
= u(x(t ), t ) = σταθ. (3)

Κατά συνέπεια

(αʹ) Κάθε χαρακτηριστική καµπύλη είναι ευθεία. ΄Ετσι σε κάθε λύση u(x, t )
αντιστοιχεί µία οικογένεια χαρακτηριστικών ευθειών, εν γένει µε

διαφορετικές κλίσεις.

(βʹ) Η λύση u(x, t ) είναι σταθερή πάνω σε κάθε τέτοια ευθεία.

(γʹ) Η κλίση κάθε τέτοιας ευθείας είναι ίση µε την τιµή της u(x, t ) πάνω στην

ευθεία.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Ας υποθέσουµε τώρα ότι Ϲητάµε τη λύση της (1) που ικανοποιεί την αρχική

συνθήκη

u(x,0) =φ(x). (4)

Από τα (ϐ΄) και (γ΄) έπεται ότι η χαρακτηριστική ευθεία η οποία περνά από το

σηµείο (x1,0) έχει κλίση φ(x1). ΄Οµοια η χαρακτηριστική ευθεία η οποία περνά

από το (x2,0) έχει κλίση φ(x2). ΄Ετσι αν φ(x1) 6=φ(x2), οι δύο χαρακτηριστικές

τέµνονται. ΄Εστω ότι τέµνονται στο (x0, t0) µε t0 > 0. Τότε ϑα πρέπει να είναι

u(x0, t0) =φ(x1) =φ(x2), το οποίο είναι αδύνατο.

Ας δούµε τώρα τι µπορούµε να κάνουµε σε ανάλογες περιπτώσεις.

(αʹ) Εάν η φ είναι αύξουσα συνάρτηση του x, τότε οι χαρακτηριστικές ευθείες

δεν τέµνονται για t ≥ 0 µε αποτέλεσµα να µην αντιµετωπίζουµε πρόβληµα

πως να ορίσουµε τη λύση στα σηµεία τοµής.

(βʹ) Στην περίπτωση που οι χαρακτηριστικές τέµνονται µπορούµε να

επεκτείνουµε την έννοια της λύσης ώστε να επιτρέπονται ασυνέχειες. ΄Ετσι

εάν t0 > 0 είναι η πρώτη χρονική στιγµή όπου τέµνονται χαρακτηριστικές η

λύση u(x, t ) είναι συνεχής για t < t0 ενώ στο t = t0 συµβαίνει ϑραύση της

λύσης.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Καταλήγοντας σηµειώνουµε ότι εάν η χαρακτηριστική περνά από τα σηµεία

(x, t ) και (ξ,0) τότε

x −ξ
t −0

= dx

dt
= u(x, t ) = u(ξ,0) =φ(ξ),

οπότε η εξίσωση της χαρακτηριστικής είναι

x −ξ= tφ(ξ). (5)

΄Ετσι η εξίσωση (5) εκφράζει πεπλεγµένα το ξ σαν συνάρτηση του (x, t ), η δε

λύση u δίνεται από τη σχέση

u(x, t ) = u(ξ,0) =φ(ξ) =φ(ξ(x, t )). (6)

Τα ανάλογα συµπεράσµατα ισχύουν για την πιο γενική εξίσωση

ut +a(u)ux = 0. (7)

όπου a είναι µία µετρήσιµη συνάρτηση.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Παράδειγµα (∆5-1)

Να λυθεί το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R

όπου

φ(x) =


1, x < 0
1−x, 0 ≤ x ≤ 1
0, x > 1

για όλους τους χρόνους t ≥ 0.

Το χαρακτηριστικό σύστηµα είναι

dx

dt
= u,

du

dt
= 0,

µε αρχικά δεδοµένα για t = 0

x(0) = ξ, u(0) =φ(ξ), ξ ∈R.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Επάνω σε κάθε χαρακτηριστική είναι u(x, t ) = u(ξ,0) =φ(ξ), και

x =φ(ξ)t +ξ=


t +ξ, ξ< 0
(1−ξ)t +ξ, 0 ≤ ξ≤ 1
ξ, ξ> 1

. (8)

Οι χαρακτηριστικές x = (1−ξ)t +ξ περνούν από το σηµείο (1,1), το οποίο

επιπλέον είναι το σηµείο τοµής των χαρακτηριστικών x = t (της οικογένειας

x = t +ξ για ξ= 0) και x = 1 (της οικογένειας x = ξ για ξ= 1). Για t < 1 κανένα

Ϲευγάρι χαρακτηριστικών δεν τέµνεται. ΄Αρα το t = 1 είναι ο χρόνος ϑραύσης.

x

t

0 1

t = 1
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Για t < 1 λύνοντας την (8) ως προς ξ έχουµε

ξ=


x − t , x < t
x − t

1− t
, t ≤ x ≤ 1

x, x > 1

.

΄Ετσι από την u =φ(ξ) και τον ορισµό της φ, για t < 1, έπεται ότι

u(x, t ) =


1, x < t
1−x

1− t
, t ≤ x ≤ 1

0, x > 1

.

u(x,0.5)u(x,0.3) u(x,0.7)

Στο σχήµα ϐλέπουµε το γράφηµα της u για τρεις διαφορετικές τιµές του t . Θα

επιστρέψουµε στο παράδειγµα αργότερα για την πλήρη λύση του.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Είδαµε ότι η λύση του προβλήµατος Cauchy

ut +a(u)ux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R,
(9)

µπορεί να ανπτύσει ασυνέχειες στο ϑετικό ηµιεπίπεδο x ∈R, t ≥ 0. Μια τέτοια

‘‘λύση’’ δεν µπορεί να είναι διαφορίσιµη, κατά συνέπεια δεν µπορεί να

ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση µε την κλασσική έννοια, δηλαδή σηµειακά. Στη

συνέχεια ϑα ορίσουµε λύση του (9) µε µία ασθενέστερη έννοια. Ας

υποθέσουµε προς το παρόν ότι η u είναι διαφορίσιµη. Εάν A′(u) = a(u), τότε

a(u)ux = (A(u))x και το πρόβληµα (9) γράφεται

ut + (A(u))x = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R,
(10)

΄Εστω ψ να είναι µία C 1 συνάρτηση η οποία µηδενίζεται έξω από ένα ϕραγµένο

σύνολο στο R× [0,∞). Μία τέτοια συνάρτηση ϑα τη λέµε συνάρτηση δοκιµής.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση στην (10) µε µία συνάρτηση δοκιµής ψ και

ολοκληρώνοντας κατά µέρη έχουµε

0 =
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(ut + A(u)x )ψdxdt

=
∫ ∞

−∞
uψ

∣∣∣∞
t=0

dx −
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
uψt dxdt −

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
A(u)ψx dxdt .

(11)

Υλοποιώντας την αρχική συνθήκη του προβλήµατος (10) η σχέση (11) γίνεται∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(
uψt + A(u)ψx

)
dxdt +

∫ ∞

−∞
φ(x)ψ(x,0)dx = 0. (12)

Ενώ η σχέση (12) προέκυψε µε την υπόθεση ότι η λύση u είναι διαφορίσιµη,

παρατηρούµε ότι έχει έννοια έστω και αν η u είναι απλά µία ολοκληρώσιµη

συνάρτηση.

Ορισµός

Μία συνάρτηση ορισµένη και ολοκληρώσιµη σε κάθε ορθογώνιο [a,b]× [0,T ]
ϑα λέγεται ολοκληρωτική λύση ή ασθενής λύση του (9) ή (10) εάν ικανοποιεί

την (12) για κάθε συνάρτηση δοκιµής.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Ας δούµε τώρα τι πληροφορία για τη λύση u του (9) µπορούµε να πάρουµε από

την (12). Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι η u έχει ασυνέχεια κατά µήκος της

καµπύλης γ(t ) = (x(t ), t ) ενώ είναι οµαλή εκατέρωθεν αυτής, κατά συνέπεια

ut + (A(u))x = 0

εκτός της γ. Εάν ψ είναι µία συνάρτηση δοκιµής η οποία µηδενίζεται εκτός µίας

περιοχής G της καµπύλης γ στο R× (0,∞) από την (12) προκύπτει

0 =
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(
uψt + A(u)ψx

)
dx dt =

Ï
D

(
uψt + A(u)ψx

)
dx dt , (13)

όπου D ένα χωρίο µε οµαλό σύνορο το οποίο περιέχει το G . Η γ χωρίζει το D
σε δύο τµήµατα, ϐλέπε στο Σχήµα. ΄Εστω D− εκείνο το τµήµα του οποίου το

ϑετικά προσανατολισµένο σύνορο ∂D έχει τον προσανατολισµό της γ και έστω

D+ το άλλο τµήµα. Τότε η (13) γίνεταιÏ
D−

(
uψt + A(u)ψx

)
dx dt +

Ï
D+

(
uψt + A(u)ψx

)
dx dt = 0. (14)

Για τον υπολογισµό του καθενός ολοκληρώµατος χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα

της Απόκλισης.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

n

D−

D+γ

t

γ̇(t ) = (ẋ(t ),1)

n(t ) = (1,−ẋ(t ))√
1+ ẋ2(t )

Για την

F = (A(u),u)ψ= (A(u)ψ,uψ)

υπολογίζουµε

divF = ((A(u)ψ)x + (uψ)t

= ((A(u))x +ut )ψ+uψt + A(u)ψx

= A(u)ψx +uψt

εκτός της καµπύλης γ, αφού η u ικανοποιεί την εξίσωση.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Επειδή η u παρουσιάζει ασυνέχεια άλµατος, τότε για x = x(t ) υπάρχουν τα όρια

u−(t ) := u(x−, t ), u+(t ) := u(x+, t ).

Από το Θεώρηµα της απόκλισηςÏ
D−

divFdx dt =
∫
∂D−

F ·nds

όπου n = (nx ,nt ) είναι το µοναδιαίο εξωτερικό κάθετο διάνυσµα στο D−,

υπολογίζουµεÏ
D−

(
uψt + A(u)ψx

)
dx dt =

∫
γ

(
A(u−)nxψ+u−ntψ

)
ds

αφού η ψ µηδενίζεται στο σύνορο του D , κατά συνέπεια αφού n = (1,−ẋ)/‖γ̇‖
και ds = ‖γ̇‖dt , τελικά ϐρίσκουµεÏ

D−

(
uψt + A(u)ψx

)
dx dt =

∫ b

a
(A(u−)−u−ẋ)ψdt . (15)

΄Οµοια, ένεκα προσανατολισµού ϐρίσκουµεÏ
D+

(
uψt + A(u)ψx

)
dx dt =−

∫ b

a

(
A(u+)−u+ẋ

)
ψdt . (16)
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Προσθέτοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις, (15) και (16), και υπό το πρίσµα της

(14) παίρνουµε ∫ b

a

[
A(u−)− A(u+)− (u−−u+)ẋ

]
ψd t = 0. (17)

Η σχέση (17) ισχύει για κάθε συνάρτηση δοκιµής ψ, κατά συνέπεια ϑα πρέπει

να ισχύει

A(u−)− A(u+)− (u−−u+)ẋ = 0

κατά µήκος της γ (γιατί;), εποµένως

A(u−)− A(u+)

u−−u+ = ẋ = dx

dt
. (18)

Η σχέση (18) λέγεται συνθήκη άλµατος, ή συνθήκη Runkine-Hugoniot και δίνει

την κλίση της καµπύλης ασυνέχειας.
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1.5. Ασθενείς Λύσεις

Παράδειγµα (∆5-1, συνέχεια)

Να λυθεί το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

ut +uux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0) =φ(x), x ∈R

όπου φ(x) = ·· · για όλους τους χρόνους t ≥ 0.

Η εξίσωση γράφεται

ut +
(1

2
u2

)
x
= 0,

κατά συνέπεια A(u) = u2/2 και ο χρόνος ϑραύσης του κύµατος είναι t = 1. Η

συνθήκη άλµατος δίνει

x ′ = 0−12/2

0−1
= 1

2
⇒ x(t ) = 1

2
t + 1

2
, t ≥ 1.

Οκτώβριος 2019 14 / 15

V
S
te
fa
n
-P
D
E



1.5. Ασθενείς Λύσεις

΄Ετσι η ασθενής λύση για όλα τα t ≥ 0, που ικανοποιεί την συνθήκη άλµατος, είναι

0 ≤ t < 1 : u(x, t ) =


1, x < t
1−x

1− t
, t ≤ x ≤ 1

0, x > 1

, t ≥ 1 : u(x, t ) =


1, x < t +1

2
0, x > t +1

2

Σε σχήµα

x

t

0 1

1u = 1 u = 0

u = 1−x
1−t
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