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Γραµµικές Εξισώσεις (συνέχεια)

Στην προηγούµενη διάλεξη ϑεωρήσαµε την εξίσωση µεταφοράς

ut(x, t)+cux(x, t)= 0, x ∈R, t > 0,

όπου c είναι µια πραγµατική µη µηδενική σταθερά την οποία επιλύσαµε µε δύο

τρόπους : 1ο µε τη γεωµετρική µέθοδο και 2ο µε την µέθοδο των

χαρακτηριστικών.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την εξίσωση

ut(x, t)+c(x, t)ux(x, t)= 0, x ∈R, t > 0, (1)

όπου ο συντελεστής c είναι συνάρτηση των µεταβλητών x και t . Και πάλι η

ποσότητα ut +c(x, t)ux είναι η παράγωγος της u κατά µήκος της καµπύλης γ

που ορίζεται από τη σχέση
dx

dt
= c(x, t).

Και σε αυτή την περίπτωση οι παραπάνω καµπύλες λέγονται χαρακτηριστικές

καµπύλες.
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Γραµµικές Εξισώσεις (συνέχεια)

Παράδειγµα

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

ut −2xtux = 0, x ∈R, t > 0

u(x,0)= u0(x), x ∈R.

Οι χαρακτηριστικές δίνονται από την εξίσωση

dx

dt
=−2xt ⇒

∫ dx

x
=−

∫
2t dt ⇒ x = ξe

−t2

, ξ ∈R,

ενώ πάνω σε κάθε χαρακτηριστική καµπύλη η u είναι τέτοια ώστε

du

dt
= 0,

παραµένει δηλαδή σταθερή, εποµένως

u(x, t)
t=0= u(ξ,0)= u0(ξ)= u0(xe

t2

).
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Γραµµικές Εξισώσεις (συνέχεια)

x(t)= ξe−t2

t

x

ξ> 0

ξ< 0

Οι χαρακτηριστικές καµπύλες x = ξe−t2

καλύπτουν το ηµιεπίδεδο t ≥ 0. Για κάθε

σηµείο (x0, t0) µε t0 > 0 υπάρχει µοναδική χαρακτηριστική καµπύλη η οποία το

περιέχει. Είναι η

x(t)= x0e
t2
0 e

−t2

, ξ= x0e
t2
0 .
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1.2. Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης

Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης στις δύο µεταβλητές είναι

a(x, t)ux(x, t)+b(x, t)ut(x, t)= c(x, t)u(x, t)+g(x, t), x ∈R, t > 0. (2)

Θέλουµε να δούµε το αριστερό µέλος της (2) σαν την παράγωγο της u επάνω

σε µια καµπύλη γ στο xt επίπεδο. Θεωρούµε λοιπόν µια

γ= (x, t) : x = x(s), t = t(s), (3)

όπου s µια πραγµατική παράµετρος και στη συνέχεια υπολογίζουµε το ϱυθµό

µεταβολής της u κατά µήκος της γ

du

ds
= d

ds
u(x(s), t(s))= ux

dx

ds
+ut

dt

ds
. (4)

Επιλέγοντας λοιπόν σαν καµπύλη γ εκείνη που ικανοποιεί τις σχέσεις

dx

ds
= a(x, t) (x ′(s)= a(s)),

dt

ds
= b(x, t) (y ′(s)= b(s)) (5)

έχουµε ότι το αριστερό µέλος της (2) είναι η παράγωγος της u κατά µήκος της γ

εποµένως η (2) γράφεται

du

ds
= c(x, t)u(x, t)+g(x, t) (u′(s)= c(s)u+g(s)). (6)
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1.2. Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης

Κατά συνέπεια η επίλυση της (2) ανάγεται στην επίλυση των (5) και (6). Οι

καµπύλες (3) που ικανοποιούν τις (5) είναι οι χαρακτηριστικές καµπύλες της

εξίσωσης.

Παράδειγµα

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

xux + tut =λu, x ∈R, t > 1

u(x,1)= f(x), x ∈R.

Οι χαρακτηριστικές εξισώσεις (5) γίνονται

dx

ds
= x,

dt

ds
= t ,

ενώ πάνω σε κάθε χαρακτηριστική καµπύλη γ(s)= (x(s), t(s)) η u εξελίσσεται

σύµφωνα µε τον νόµο
du

ds
=λu.
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1.2. Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης

Λύνοντας τις παραπάνω εξισώσεις παίρνουµε

x(s)=Ae
s, t(s)= Be

s, u(s)= u(x(s), t(s))=Ce
λs.

Από τα αρχικά δεδοµένα προκύπτει ότι

x(0)= ξ, t(0)= 1, u(0)= u(x(0), t(0))= u(ξ,1)= f(ξ).

΄Ετσι ϑα είναι

x(s)= ξe
s, t(s)= e

s, u(s)= u(x(s), t(s))= f(ξ)eλs.

Απαλλείφοντας την παράµετρο s έχουµε ότι

x = ξt , s = ln t , u = f(ξ)tλ

οπότε η λύση του προβλήµατος είναι η

u(x, t)= f

(
x

t

)
e
λ ln t = f

(
x

t

)
t
λ.

Σηµειώνουµε ότι οι χαρακτηριστικές είναι όλες οι ευθείες x = ξt , t ≥ 1, ξ ∈R.
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1.2. Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης

Παράδειγµα (u = u(x,y , t))

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

tut + xux +yuy = 1, x ∈R, y ∈R, t > 1

u(x,y ,1)= sin(xy), x ∈R, y ∈R.

Οι χαρακτηριστικές δίνονται από τις εξισώσεις

dt

ds
= t ,

dx

ds
= x,

dy

ds
= y

ενώ πάνω σε κάθε χαρακτηριστική καµπύλη έχουµε

du

ds
= 1.

Λύνοντας τις εξισώσεις αυτές παίρνουµε

t(s)= c1e
s, x(s)= c2e

s, y(s)= c3e
s, u = s+c, (7)
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1.2. Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης

όπου c1, c2, c3, c είναι σταθερές. Τα αρχικά δεδοµένα (s = 0) περιγράφουν

(παραµετρικά) το επίπεδο

t = 1, x = ξ1, y = ξ2, (ξ1,ξ2) ∈R2
(8)

και πάνω στην αρχική επιφάνεια

u(ξ1,ξ2,1)= sin(ξ1ξ2). (9)

Από τις (7) και (8) έπεται ότι

t = e
s, x = ξ1e

s, y = ξ2e
s, (10)

και από τις (7) και (9) ότι

u(ξ1,ξ2,1)= sin(ξ1ξ2)= c. (11)

΄Ενεκα των

s = ln t , x = ξ1t , y = ξ2t ,

τελικά, δια µέσου των (10) και (11) έχουµε

u(x,y , t)= s+ sin(ξ1ξ2)= ln t + sin
(
xy

t2

)
.
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1.2. Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης

΄Ασκηση 1. Να λυθεί η εξίσωση

aut(x, t)+bux(x, t)= 0, x ∈R, t > 0,

όπου a και b είναι πραγµατικές σταθερές µε a2 +b2 6= 0.

Λύση

3ος τρόπος επίλυσης: Η µέθοδος των συντεταγµένων. Ορίζουµε τις

συντεταγµένες ξ και η µε τις σχέσεις

ξ= bx +at , η= ax −bt

και ορίζουµε U(ξ,η)= u(x, t). ΄Ετσι από τον κανόνα της αλυσίδας υπολογίζουµε

ut = Uξξt +Uηηt = aUξ−bUη

ux = Uξξx +Uηηx = bUξ+aUη.

Από την αρχική εξίσωση παίρνουµε

0= aut +bux = a
2
Uξ−abUη+b

2
Uξ+abUη = (a2 +b

2)Uξ.
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1.2. Η γενική γραµµική εξίσωση 1ης τάξης

Ισοδύναµα

Uξ = 0⇒ U(ξ,η)=φ(η),

όπου φ είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση, κατά συνέπεια από τον ορισµό των ξ, η

και U ϐρίσκουµε τελικά ότι

u(x, t)=φ(ax −bt).

Σηµειώνουµε ότι διαιρώντας την αρχική εξίσωση µε a2 +b2, µπορούµε να

υποθέσουµε ότι a2 +b2 = 1, εποµένως υπάρχει θ ώστε b = cosθ και a = sinθ,

έτσι (
ξ

η

)
=

(
b a

a −b

)(
x

t

)
=

(
cosθ sinθ
sinθ −cosθ

)(
x

t

)
και το µητρώο του µετασχηµατισµού των συντεταγµενων (x, t)→ (ξ,η) είναι

ορθογώνιο.
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