
∆ειγµατοληψία µε άνισες πιθανότητες επιλογής

Η ιδέα της δειγµατοληψίας µε άνισες πιθανότητες επιλογής:

Πολλές ϕορές οδηγούµαστε σε δειγµατοληπτικά σχήµατα όπου κάθε µονάδα

(ή και συστάδα) του πληθυσµού έχει διαφορετική πιθανότητα επιλογής, π.χ.

ανάλογη του µεγέθους της (probability proportional to size)

Πρόβληµα:

Εκτίµηση

· της µέσης τιµής µ

· της ολικής τιµής τ
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∆ειγµατοληψία µε επανάθεση και άνισες πιθανότητες

επιλογής : Συµβολισµοί

Πληθυσµός:

1. N : µέγεθος πληθυσµού

2. Uj : η τιµή του χαρακτηριστικού U για τη j µονάδα του πληθυσµού,

j = 1, . . . , N

3. pj : η πιθανότητα επιλογής σε µία δοκιµή (γνωστή ή προσδιορίσιµη) της j

µονάδας του πληθυσµού, j = 1, . . . , N , είναι
∑N
j=1 pj = 1

∆είγµα:

1. n : µέγεθος δείγµατος

2. Xi : η τιµή του χαρακτηριστικού U για τη i µονάδα του δείγµατος,

i = 1, . . . , n

3. p∗i : η πιθανότητα επιλογής σε µία δοκιµή που αντιστοιχεί στην i µονάδα

του δείγµατος, π.χ.

X1 = U2, p∗1 = p2

Π. Μποµποτάς Θεωρία ∆ειγµατοληψίας 2



∆ειγµατοληψία µε επανάθεση και άνισες πιθανότητες

επιλογής

Πρόταση 1 (εκτιµητές Hansen-Hurwitz)

΄Εστω

τ̂HH =
1

n

n∑
i=1

Xi

p∗i
και µ̂HH =

1

N
τ̂HH

1. Οι εκτιµητές τ̂HH και µ̂HH είναι ΑΕ.

2. Var(τ̂HH) =
1

n

N∑
j=1

(
Uj
pj

− τ

)2

pj και Var(µ̂HH) =
1

N2
Var(τ̂HH)

3. V̂ar(τ̂HH) =
1

n(n− 1)

n∑
i=1

(
Xi

p∗i
− τ̂HH

)2

και

V̂ar(µ̂HH) =
1

N2
V̂ar(τ̂HH) είναι ΑΕ των Var(τ̂HH) και Var(µ̂HH),

αντίστοιχα.

Απόδειξη.
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∆ειγµατοληψία µε επανάθεση και άνισες πιθανότητες

επιλογής

Σχόλιο:

Αν p1 = . . . = pN τότε pj = 1/N , για κάθε j = 1, . . . , N και συνεπώς

p∗i = 1/N για κάθε i = 1, . . . , n, δηλαδή έχουµε Τ∆Ε. Προφανώς,

τ̂HH =
1

n

n∑
i=1

Xi

1/N
= N

1

n

n∑
i=1

Xi = NX̄
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∆ειγµατοληψία µε ή χωρίς επανάθεση και άνισες

πιθανότητες επιλογής : Συµβολισµοί

Πληθυσµός:

1. N : µέγεθος πληθυσµού

2. Uj : η τιµή του χαρακτηριστικού U για τη j µονάδα του πληθυσµού,

j = 1, . . . , N

3. πj : η πιθανότητα συµµετοχής στο δείγµα (γνωστή ή προσδιορίσιµη) της j
µονάδας του πληθυσµού, j = 1, . . . , N , π.χ.

Τ∆Ε pj = 1/N και πj = 1 −
(

1 − 1

N

)n
ΑΤ∆ pj = 1/N και πj =

n

N

4. πj1,j2 : η πιθανότητα συµµετοχής στο δείγµα (γνωστή ή προσδιορίσιµη)

των j1, j2 µονάδων του πληθυσµού
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∆ειγµατοληψία µε ή χωρίς επανάθεση και άνισες

πιθανότητες επιλογής : Συµβολισµοί

∆είγµα:

1. n : µέγεθος δείγµατος

2. Xi : η τιµή του χαρακτηριστικού U για τη i µονάδα του δείγµατος,

i = 1, . . . , n

3. ν : ο αριθµός των διαφορετικών µονάδων στο δείγµα µεγέθους n, π.χ.

χωρίς επανάθεση ν = n, όλες οι µονάδες του δείγµατος διαφορετικές

µε επανάθεση ν είναι τ.µ. µε τιµές ν = 1, 2, . . . , n

4. Zk : η τιµή του χαρακτηριστικού U για την k διαφορετική µονάδα του

δείγµατος, k = 1, . . . , ν

5. π∗
k : η πιθανότητα συµµετοχής στο δείγµα που αντιστοιχεί στην k

διαφορετική µονάδα του δείγµατος, k = 1, . . . , ν,

6. π∗
i1,i2

: η πιθανότητα συµµετοχής στο δείγµα που αντιστοιχεί στις i1, i2
διαφορετικές µονάδες του δείγµατος
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∆ειγµατοληψία µε ή χωρίς επανάθεση και άνισες

πιθανότητες επιλογής : Συµβολισµοί

Παράδειγµα:

χωρίς επανάθεση έστω X1 = U2, X2 = U5, X3 = U10, τότε ν = 3 και

Z1 = X1 Z2 = X2 Z3 = X3

π∗
1 = π2 π∗

2 = π5 π∗
3 = π10

µε επανάθεση έστω X1 = U2, X2 = U5, X3 = U2 τότε ν = 2 και

Z1 = X1 Z2 = X2

π∗
1 = π2 π∗

2 = π5
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∆ειγµατοληψία µε ή χωρίς επανάθεση και άνισες

πιθανότητες επιλογής

Πρόταση 2 (εκτιµητές Horvitz-Thompson)

΄Εστω

τ̂HT =

ν∑
i=1

Zi
π∗
i

και µ̂HT =
1

N
τ̂HT

1. Οι εκτιµητές τ̂HT και µ̂HT είναι ΑΕ.

2. Var(τ̂HH) =

N∑
j=1

U2
j

πj
(1 − πj) + 2

∑
j1<j2

Uj1Uj2
πj1πj2

(πj1,j2 − πj1πj2)

όπου πj1,j2 η πιθανότητα συµµετοχής συγχρόνως των j1, j2 στο δείγµα,

και Var(µ̂HT ) =
1

N2
Var(τ̂HT )

3. V̂ar(τ̂HT ) =

ν∑
i=1

Z2
i

(π∗
i )2

(1 − π∗
i ) + 2

∑
i1<i2

Zi1Zi2
π∗
i1
π∗
i2

(
π∗
i1,i2

− π∗
i1
π∗
i2

π∗
i1,i2

)
και V̂ar(µ̂HT ) =

1

N2
V̂ar(τ̂HT ) είναι ΑΕ των Var(τ̂HT ) και Var(µ̂HT ),

αντίστοιχα.

Απόδειξη. (στην περίπτωση χωρίς επανάθεση όπου ν = n)
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∆ειγµατοληψία µε ή χωρίς επανάθεση και άνισες

πιθανότητες επιλογής : Σύνοψη

Εκτιµητές Hansen-Hurwitz (µε επανάθεση):

τ̂HH =
1

n

n∑
i=1

Xi

p∗i
και µ̂HH =

1

N
τ̂HH

· p∗i : η πιθανότητα επιλογής σε µία δοκιµή που αντιστοιχεί στην i µονάδα

του δείγµατος

Εκτιµητές Horvitz-Thompson (µε ή χωρίς επανάθεση):

τ̂HT =

ν∑
i=1

Zi
π∗
i

και µ̂HT =
1

N
τ̂HT

· ν : ο αριθµός των διαφορετικών µονάδων στο δείγµα µεγέθους n

· Zi : η τιµή του χαρακτηριστικού U για την i διαφορετική µονάδα του

δείγµατος, i = 1, . . . , ν

· π∗
i : η πιθανότητα συµµετοχής στο δείγµα που αντιστοιχεί στην i

διαφορετική µονάδα του δείγµατος
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