
∆ειγµατοληψία κατά συστάδες

Η ιδέα της δειγµατοληψίας κατά Συστάδες (∆κΣ) (cluster sampling):

1. Οι µονάδες του πληθυσµού χωρίζονται σε οµάδες ξένες µεταξύ τους, τις

συστάδες.

2. Επιλέγεται ΑΤ∆ συστάδων.

3. Ακολουθούµε µία από τις δύο προσεγγίσεις

α. γίνεται µέτρηση του χαρακτηριστικού U σε όλες τις µονάδες κάθε

επιλεγµένης συστάδας (µονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες), ή

ϐ. επιλέγεται ΑΤ∆ µονάδων από κάθε επιλεγµένη συστάδα και γίνεται µέτρηση

του χαρακτηριστικού U µόνο σε αυτές τις επιλεγµένες µονάδες του

δείγµατος (δισταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες)

· συστάδα: πρωτογενής µονάδα

· µονάδα (όπου γίνεται η µέτρηση του U ): δευτερογενής µονάδα
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∆ειγµατοληψία κατά συστάδες

Παραδείγµατα:

1. συστάδα : σχολείο

µονάδα : µαθητής

2. συστάδα : ιχθυοτροφείο

µονάδα : ψάρι

3. συστάδα : πολυκατοικία

µονάδα : ένοικος

Πλεονεκτήµατα:

Η ∆κΣ µπορεί να εφαρµοστεί

· παρέχοντας ευκολία στη λήψη δείγµατος λόγω κοντινής απόστασης

µεταξύ των στοιχείων (µονάδων) του πληθυσµού

· συνήθως όταν δεν υπάρχει διαθέσιµη λίστα για τον πληθυσµό, ή το

πλήθος των απλών στοιχείων του πληθυσµού είναι άγνωστο, οπότε ΑΤ∆

και ΣΤ∆ δεν µπορούν να εφαρµοστούν
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Μονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες : Συµβολισµός

Πληθυσµός:

1. N : αριθµός συστάδων

2. mj : αριθµός µονάδων της j συστάδας, j = 1, . . . , N

3. τj : ολική τιµή του U στην j συστάδα, j = 1, . . . , N

4. M =
∑N
j=1mj : ολικός αριθµός µονάδων του πληθυσµού

5. µ =

∑N
j=1 τj

M
=

∑N
j=1 τj∑N
j=1mj

: µέση τιµή του U στον πληθυσµό

6. τ =
∑N
j=1 τj : ολική τιµή του U στον πληθυσµό

∆είγµα:

1. n : µέγεθος δείγµατος συστάδων

2. m∗i : αριθµός µονάδων της i συστάδας του δείγµατος, i = 1, . . . , n

3. τ∗i : ολική τιµή του U στην i συστάδα του δείγµατος, i = 1, . . . , n
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Μονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Εκτίµηση µέσης τιµής µ:

X̄c =

∑n
i=1 τ

∗
i∑n

i=1m
∗
i

Παρατηρήσεις :

1. Το
∑
im
∗
i είναι τυχαία µεταβλητή, αφού εξαρτάται από το µέγεθος των

επιλεγµένων συστάδων κάθε ϕορά. Για το λόγο αυτό, αν και ο X̄c στην

ουσία εκφράζει «την ολική τιµή του χαρακτηριστικού στο δείγµα διά το

µέγεθος του δείγµατος», δεν είναι ο «κλασικός» δειγµατικός µέσος όπου

το µέγεθος του δείγµατος είναι σταθερό.

2. ΄Ενας εναλλακτικός τρόπος για να προκύψει ο X̄c είναι να ϑεωρήσουµε

κάθε συστάδα ως «µονάδα» όπου µετράµε τα (υποθετικά) χαρακτηριστικά

· U ′
µε τιµές τ1, . . . , τN , δηλαδή U ′

j = τj , j = 1, . . . , N
· V ′

µε τιµές m1, . . . ,mN , δηλαδή V ′
j = mj , j = 1, . . . , N

και η εκτίµηση του µ ανάγεται στην εκτίµηση του λόγου

r′ = µU′
µV ′

= τU′
τV ′

=
∑

j τj∑
j mj

= µ.

Π. Μποµποτάς Θεωρία ∆ειγµατοληψίας 4



Μονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Ιδιότητες του X̄c:

Για n→ N είναι

1. EX̄c ≈ µ
2. Var(X̄c) ≈ N2

M2 (1− f) 1
n

1
N−1

∑N
j=1(τj − µ mj)

2
(απαιτεί γνώση του M)

3. V̂ar(X̄c) ≈ N2

M2 (1− f) 1
n

1
n−1

∑n
i=1(τ∗i − X̄c m

∗
i )

2
(απαιτεί γνώση του M)
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Μονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Εκτίµηση ολικής τιµής τ :

· Αν M γνωστό τότε

τ̂c = MX̄c

· Αν M άγνωστο τότε

τ̂ = N
1

n

n∑
i=1

τ∗i

(επειδή το πρόβληµα µπορεί να αναχθεί σε πρόβληµα εκτίµησης ολικής

τιµής σε ΑΤ∆ για το (υποθετικό) χαρακτηριστικό

U ′ µε τιµές U ′j = τj , j = 1, . . . , N ,

δηλαδή τ =
∑N
j=1 τj = τU ′ = NµU ′ εκτιµώντας το µU ′ µε

X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi = 1

n

∑n
i=1 τ

∗
i )
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Μονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Ιδιότητες των τ̂c και τ̂ :

1. Οι ιδιότητες του τ̂c προκύπτουν άµεσα από αυτές του X̄c.

2. Ο τ̂ είναι ΑΕ του τ , αφού προέρχεται από ΑΤ∆.

3. Var(τ̂) = Var(NX̄) = N2Var(X̄) = N2(1− f)
σ2
0

n , όπου

σ2
0 = 1

N−1

∑N
j=1(τj − 1

N

∑N
j=1 τj)

2

4. V̂ar(τ̂) = N2(1− f)S
2

n , όπου S2 = 1
n−1

∑n
i=1(τ∗i − 1

n

∑n
i=1 τ

∗
i )2

Παρατήρηση:

Για M γνωστό, προκύπτει ο εναλλακτικός εκτιµητής του µ (ο οποίος είναι ΑΕ

διότι προκύπτει από ΑΤ∆)

µ̂ =
τ̂

M
=
N 1

n

∑n
i=1 τ

∗
i

M
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Μονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Συνοπτικά

εκτίµηση µέσης τιµής µ εκτίµηση ολικής τιµής τ

X̄c =

∑n
i=1 τ

∗
i∑n

i=1m
∗
i

(δεν είναι ΑΕ) τ̂c = MX̄c (M γνωστό, δεν είναι ΑΕ)

µ̂ =
N 1

n

∑n
i=1 τ

∗
i

M
(ΑΕ) τ̂ = N 1

n

∑n
i=1 τ

∗
i (ΑΕ)
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Μονοσταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Πρόταση 1

Αν mj = m, ∀ j = 1, . . . , N , τότε X̄c = µ̂ και τ̂c = τ̂ .

Απόδειξη.
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∆ισταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Στην δισταδιακή ∆κΣ, για την i συστάδα του δείγµατος

· m∗i είναι γνωστό

· τ∗i είναι άγνωστο, αφού δεν καταγράφουµε την ολική τιµή του U σε όλη

τη συστάδα του δείγµατος, αλλά µόνο σε µέρος (δείγµα) αυτής

Εκτίµηση των µ και τ :

Προκύπτουν από τους τύπους της µονοσταδιακής ∆κΣ αντικαθιστώντας το

άγνωστο τ∗i µε τον εκτιµητή (ολικής τιµής σε ΑΤ∆)

τ̂∗i = m∗i X̄i
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∆ισταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες

Συνοπτικά

εκτίµηση µέσης τιµής µ εκτίµηση ολικής τιµής τ

X̄c =

∑n
i=1m

∗
i X̄i∑n

i=1m
∗
i

(δεν είναι ΑΕ) τ̂c = MX̄c (M γνωστό, δεν είναι ΑΕ)

µ̂ =
N 1

n

∑n
i=1m

∗
i X̄i

M
(ΑΕ) τ̂ = N 1

n

∑n
i=1m

∗
i X̄i (ΑΕ)
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Στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία κατά συστάδες

Η ιδέα της στρωµατοποιηµένης ∆κΣ:

1. Οι µονάδες του πληθυσµού χωρίζονται σε στρώµατα (στρωµατοποίηση).

2. Οµαδοποίηση των µονάδων κάθε στρώµατος σε συστάδες.

3. Από κάθε στρώµα επιλέγεται ΑΤ∆ συστάδων.

4. Ακολουθούµε µία από τις δύο προσεγγίσεις

α. γίνεται µέτρηση του χαρακτηριστικού U σε όλες τις µονάδες κάθε

επιλεγµένης συστάδας (στρωµατοποιηµένη µονοσταδιακή δειγµατοληψία

κατά συστάδες), ή

ϐ. επιλέγεται ΑΤ∆ µονάδων από κάθε επιλεγµένη συστάδα και γίνεται µέτρηση

του χαρακτηριστικού U µόνο σε αυτές τις επιλεγµένες µονάδες του

δείγµατος (στρωµατοποιηµένη δισταδιακή δειγµατοληψία κατά συστάδες)
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Στρωµατοποιηµένη µονοσταδιακή ∆κΣ : Συµβολισµός

Πληθυσµός:

1. N` : αριθµός συστάδων του ` στρώµατος, ` = 1, . . . , L

2. N =
∑L
`=1N` : συνολικός αριθµός συστάδων

3. τ`j : ολική τιµή του U της j συστάδας του ` στρώµατος, ` = 1, . . . , L,

j = 1, . . . , N`
4. m`j : αριθµός µονάδων της j συστάδας του ` στρώµατος, ` = 1, . . . , L,

j = 1, . . . , N`
5. M =

∑L
`=1

∑N`

j=1m`j : συνολικός αριθµός µονάδων του πληθυσµού

∆είγµα:

1. n` : µέγεθος δείγµατος συστάδων από το ` στρώµα, ` = 1, . . . , L

2. n =
∑L
`=1 n` : συνολικό µέγεθος δείγµατος συστάδων

3. τ∗`i : ολική τιµή του U της i επιλεγµένης συστάδας του ` στρώµατος στο

δείγµα, ` = 1, . . . , L, i = 1, . . . , n`
4. m∗`i : αριθµός µονάδων της i επιλεγµένης συστάδας του ` στρώµατος

στο δείγµα, ` = 1, . . . , L, i = 1, . . . , n`
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Στρωµατοποιηµένη µονοσταδιακή ∆κΣ

Εκτίµηση του µ:

Επειδή µ = τ
M =

∑L
`=1

∑N`
j=1 τ`j∑L

`=1

∑N`
j=1m`j

=
∑L

`=1N`τ̄`∑L
`=1N`m̄`

=
∑L

`=1W`τ̄`∑L
`=1W`m̄`

· τ̄`: µέση τιµή ολικής τιµής του χαρακτηριστικού ανά συστάδα στο `
στρώµα στον πληθυσµό

· m̄`: µέση τιµή του πλήθους µονάδων ανά συστάδα στο ` στρώµα στον

πληθυσµό

παίρνουµε ως εκτιµητή

µ̂c =

∑L
`=1W`τ̄

∗
`∑L

`=1W`m̄∗`

όπου

τ̄∗` =
1

n`

n∑̀
i=1

τ∗`i, m̄∗` =
1

n`

n∑̀
i=1

m∗`i
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Στρωµατοποιηµένη µονοσταδιακή ∆κΣ

Παρατήρηση:

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος για να προκύψει ο µ̂c είναι να ϑεωρήσουµε κάθε

συστάδα ως «µονάδα» όπου µετράµε τα (υποθετικά) χαρακτηριστικά

· U ′ (κύριο)µε τιµές U ′`j = τ`j , ` = 1, . . . , L, j = 1, . . . , N`

· V ′ (ϐοηθητικό) µε τιµές V ′`j = m`j , ` = 1, . . . , L, j = 1, . . . , N`

και η εκτίµηση του µ ανάγεται στην εκτίµηση του λόγου

r′ =
µU ′

µV ′
=
τU ′

τV ′
=

τ

M
= µ σε ΣΤ∆,

οπότε παίρνουµε

µ̂c = r̂′ =
X̄st

Ȳst
=

∑L
`=1W`X̄`∑L
`=1W`Ȳ`

=

∑L
`=1W`τ̄

∗
`∑L

`=1W`m̄∗`

αφού

X̄` = 1
n`

∑n`

i=1X`i = 1
n`

∑n`

i=1 τ
∗
`i και

Ȳ` = 1
n`

∑n`

i=1 Y`i = 1
n`

∑n`

i=1m
∗
`i
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Στρωµατοποιηµένη µονοσταδιακή ∆κΣ

Εκτίµηση ολικής τιµής τ : τ =
∑L

`=1

∑N`

j=1 τ`j =
∑L

`=1N`τ̄`

· Αν M γνωστό τότε

τ̂c = Mµ̂c

· Αν M άγνωστο τότε

τ̂ =

L∑
`=1

N`τ̄
∗
`

Παρατήρηση:

Για M γνωστό, προκύπτει ο εναλλακτικός εκτιµητής του µ

µ̂ =
τ̂

M
=

∑L
`=1N`τ̄

∗
`

M
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Στρωµατοποιηµένη µονοσταδιακή ∆κΣ

Συνοπτικά

εκτίµηση µέσης τιµής µ εκτίµηση ολικής τιµής τ

µ̂c =
∑L

`=1W`τ̄
∗
`∑L

`=1W`m̄∗`
(δεν είναι ΑΕ) τ̂c = Mµ̂c (M γνωστό, δεν είναι ΑΕ)

µ̂ =
∑L

`=1N`τ̄
∗
`

M (ΑΕ) τ̂ =
∑L
`=1N`τ̄

∗
` (M άγνωστο, ΑΕ)
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Στρωµατοποιηµένη µονοσταδιακή ∆κΣ

Πρόταση 2

Αν m`j = m`, ∀ j = 1, . . . , N`, τότε µ̂c = µ̂ και τ̂c = τ̂ .

Απόδειξη.
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Στρωµατοποιηµένη δισταδιακή ∆κΣ

Στη στρωµατοποιηµένη δισταδιακή ∆κΣ, για την i συστάδα του δείγµατος

· m∗`i είναι γνωστό

· τ∗`i είναι άγνωστο, αφού δεν καταγράφουµε την ολική τιµή του U σε όλη

την i συστάδα του ` στρώµατος του δείγµατος, αλλά µόνο σε µέρος

(δείγµα) αυτής, οπότε και τ̄∗` = 1
n`

∑n`

i=1 τ
∗
`i είναι άγνωστο.

Εκτίµηση των µ και τ :

Προκύπτουν από τους τύπους της δισταδιακής ∆κΣ αντικαθιστώντας το άγνωστο

τ̄∗` µε τον εκτιµητή

ˆ̄τ∗` =
1

n`

n∑̀
i=1

m∗`i X̄`i

όπου X̄`i είναι ο δειγµατικός µέσος του U στην i επιλεγµένη συστάδα του `
στρώµατος.

Σηµειώνεται ότι το τ∗`i εκτιµάται µε τον εκτιµητή (ολικής τιµής σε ΑΤ∆)

τ̂∗`i = m∗`iX̄`i
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Στρωµατοποιηµένη δισταδιακή ∆κΣ

Συνοπτικά

εκτίµηση µέσης τιµής µ εκτίµηση ολικής τιµής τ

µ̂c =

∑L
`=1W` ˆ̄τ

∗
`∑L

`=1W`m̄∗`
(δεν είναι ΑΕ) τ̂c = Mµ̂c (M γνωστό, δεν είναι ΑΕ)

µ̂ =

∑L
`=1N` ˆ̄τ

∗
`

M
(ΑΕ) τ̂ =

∑L
`=1N` ˆ̄τ

∗
` (ΑΕ)

όπου

ˆ̄τ∗` =
1

n`

n∑̀
i=1

m∗`i X̄`i
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Πολυσταδιακή ∆κΣ

Η ιδέα της πολυσταδιακής ∆κΣ:

Η ϐασική ιδέα της πολυσταδιακής ∆κΣ είναι η γενίκευση της δισταδιακής ∆κΣ

εφαρµόζοντας ΑΤ∆ σε περισσότερα στάδια, µέχρι και το τελευταίο στάδιο

όπου παίρνουµε ΑΤ∆ των (στοιχειωδών) µονάδων του πληθυσµού. Το πλήθος

των σταδίων όπου εφαρµόζουµε ΑΤ∆ χαρακτηρίζει στην ουσία και το ακριβές

είδος της πολυσταδιακής ∆κΣ, δηλ. τρισταδιακή, τετρασταδιακή, κτλ.

Τρισταδιακή ∆κΣ:

· Ο πληθυσµός είναι χωρισµένος σε συστάδες (πρωτογενείς

δειγµατοληπτικές µονάδες) και λαµβάνουµε ΑΤ∆ πρωτογενών µονάδων –

1ο στάδιο.

· Κάθε πρωτογενής δειγµατοληπτική µονάδα (συστάδα) είναι χωρισµένη

περαιτέρω σε δευτερογενείς δειγµατοληπτικές µονάδες (συστάδες), και

από κάθε επιλεγµένη πρωτογενή µονάδα λαµβάνουµε ΑΤ∆

δευτερογενών µονάδων – 2ο στάδιο.

· Κάθε δευτερογενής δειγµατοληπτική µονάδα αποτελείται από τις

(στοιχειώδεις) µονάδες του πληθυσµού, και από κάθε επιλεγµένη

δευτερογενή µονάδα λαµβάνουµε ΑΤ∆ (στοιχειδών) µονάδων του

πληθυσµού – 3ο στάδιο.
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Πολυσταδιακή ∆κΣ

Παράδειγµα τρισταδιακής ∆κΣ:

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να µελετήσουµε το ποσοστό των µαθητών

Λυκείου σε ολόκληρη την Ελλάδα οι οποίοι καπνίζουν, κάνοντας τρισταδιακή

∆κΣ.

· Χωρίζουµε την Ελλάδα σε εκπαιδευτικές περιφέρειες (πρωτογενείς

µονάδες).

· Κάθε εκπαιδευτική περιφέρεια χωρίζεται σε Λύκεια (δευτερογενείς

µονάδες).

· Κάθε Λύκειο αποτελείται από τους µαθητές, τις (στοιχειώδεις) µονάδες

του πληθυσµού (τριτογενείς µονάδες).

Εποµένως, παίρνουµε

1. ΑΤ∆ εκπαιδευτικών περιφερειών – 1ο στάδιο

2. ΑΤ∆ Λυκείων σε κάθε επιλεγµένη εκπαιδευτική περιφέρεια του πρώτου

σταδίου – 2ο στάδιο

3. ΑΤ∆ µαθητών σε κάθε επιλεγµένο Λύκειο του δεύτερου σταδίου – 3ο

στάδιο
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