
Στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία

Η ιδέα της στρωµατοποίησης (stratification) στη δειγµατοληψία:

1. Ο πληθυσµός χωρίζεται σε υποπληθυσµούς ϐάσει κάποιου κριτηρίου. Οι

υποπληθυσµοί (οµάδες) που δηµιουργούνται αναφέρονται ως στρώµατα,

ενώ η διαδικασία χωρισµού του πληθυσµού σε στρώµατα λέγεται

στρωµατοποίηση.

2. Από κάθε στρώµα επιλέγεται ένα δείγµα µονάδων και τα δείγµατα (από

στρώµα σε στρώµα) είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους.

3. Το συνολικό µέγεθος δείγµατος είναι το άθροισµα των επιµέρους

δειγµατικών µεγεθών.

Πλεονεκτήµατα:

1. Επιτυγχάνεται εκπροσώπηση στο συνολικό δείγµα όλων των τυχόν

διαφορετικών «τάσεων» (κατηγοριών) του πληθυσµού, δηλαδή το δείγµα

είναι περισσότερο αντιπροσωπευτικό (µε αποτέλεσµα καλύτερη

εκτίµηση).

2. Συγκέντρωση πληροφοριών και συνεπώς εκτίµηση (συµπεράσµατα) για

κάθε στρώµα χωριστά (επιπλέον, ϕυσικά, του συνολικού πληθυσµού).

3. Πιο εύκολη διεξαγωγή έρευνας σε ορισµένες περιπτώσεις και

χαµηλότερο κόστος.
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Στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία

Παραδείγµατα:

Ανάλογα µε τη ϕύση της εκάστοτε έρευνας, π.χ.

· έρευνα για συµπεριφορά κατοίκων για κοινωνικά ή οικονοµικά

χαρακτηριστικά,

στρώµατα: αστικές, ηµιαστικές, αγροτικές περιοχές

· έρευνα για συµπεριφορά κατοίκων για κοινωνικά ή οικονοµικά

χαρακτηριστικά,

στρώµατα: χαµηλού, µεσαίου, υψηλού εισοδήµατος

· έρευνα για παιδαγωγικές δραστηριότητες,

στρώµατα: δηµόσια, ιδιωτικά σχολεία

· έρευνα για παιδαγωγικές δραστηριότητες,

στρώµατα: δηµοτικό, γυµνάσιο, λύκειο
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Στρωµατοποιηµένη τυχαία δειγµατοληψία

Ορισµός:

Στρωµατοποιηµένη τυχαία δειγµατοληψία (ΣΤ∆) είναι η στρωµατοποιηµένη

δειγµατοληψία στην οποία από κάθε στρώµα το δείγµα επιλέγεται µε ΑΤ∆.
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ΣΤ∆: Συµβολισµοί

Πληθυσµός:

1. N : µέγεθος πληθυσµού

2. N` : µέγεθος πληθυσµού στο στρώµα `, ` = 1, . . . , L, όπου L είναι το

πλήθος στρωµάτων

ισχύει N =
∑L
`=1N`

3. W` =
N`
N

: ϐάρος του στρώµατος ` στον πληθυσµό

ισχύει 0 < W` < 1 και
∑L
`=1W` = 1

4. U`j : η τιµή του χαρακτηριστικού U για τη j µονάδα του στρώµατος `,

j = 1, . . . , N`, ` = 1, . . . , L

5. µ` : µέση τιµή του U στο στρώµα `, δηλαδή µ` =
1

N`

∑N`
j=1 U`j

σ2
` ή σ2

0` : διασπορά των τιµών του U στο στρώµα `, δηλαδή

σ2
` = 1

N`

∑N`
j=1(U`j − µ`)2 ή σ2

0` = 1
N`−1

∑N`
j=1(U`j − µ`)2

τ` : ολική τιµή του U στο στρώµα `, δηλαδή τ` =
∑N`
j=1 U`j = N` µ`

p` : ποσοστό του U στο στρώµα `
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ΣΤ∆: Συµβολισµοί

∆είγµα:

1. n : µέγεθος δείγµατος

2. n` : µέγεθος δείγµατος στο στρώµα `, ` = 1, . . . , L,

ισχύει n =
∑L
`=1 n`

3. w` =
n`
n

: ϐάρος του στρώµατος ` στο δείγµα

ισχύει 0 < w` < 1 και
∑L
`=1 w` = 1

4. X`i : η τιµή του χαρακτηριστικού U για τη i µονάδα του δείγµατος στο

στρώµα `, i = 1, . . . , n`, ` = 1, . . . , L

5. X̄` = 1
n`

∑n`
i=1X`i : δειγµατικός µέσος στο στρώµα `

S2
` = 1

n`−1

∑n`
i=1(X`i − X̄`)

2 : δειγµατική διασπορά στο στρώµα `
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Πρόταση 1

Σε ΣΤ∆

1. µ =
1

N

L∑
`=1

N∑̀
j=1

U`j=

L∑
`=1

W` µ`

δηλαδή η µέση τιµή του πληθυσµού είναι κυρτός συνδυασµός των µ` µε

συντελεστές W`

2. X̄ =
1

n

L∑
`=1

n∑̀
i=1

X`i=

L∑
`=1

w`X̄`

δηλαδή ο δειγµατικός µέσος είναι κυρτός συνδυασµός των X̄` µε

συντελεστές w`

Απόδειξη.
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Εκτίµηση µέσης τιµής : µ =
∑L

`=1W` µ`

Ως εκτιµητής του µ ϑα χρησιµοποιηθεί ο στρωµατοποιηµένος δειγµατικός

µέσος

X̄st =

L∑
`=1

W` X̄`

Πρόταση 2

Σε ΣΤ∆

1. Ο X̄st είναι ΑΕ του µ.

2. Ο X̄ δεν είναι ΑΕ του µ, εκτός εάν W` = w`, ∀ ` = 1, . . . , L.

Στην περίπτωση αυτή έχουµε X̄ ≡ X̄st.

Απόδειξη.
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Ερµηνεία της σχέσης W` = w`, ∀ ` = 1, . . . , L:

w` = W`, ∀ `⇔
n`
n

=
N`
N
, ∀ `⇔ n`

N`
=

n

N
, ∀ `⇔ f` = f, ∀ `

δηλαδή όλα τα δειγµατοληπτικά κλάσµατα είναι ίδια.

w` = W`, ∀ `⇔ n` =
n

N
N`, ∀ `⇔ n` ∝ N`, ∀ `

δηλαδή αναλογική κατανοµή των δειγµατικών µεγεθών ανά στρώµα.
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Πρόταση 3

Σε ΣΤ∆

1. Ο X̄st είναι ΑΕ του µ.

2. VarX̄st =

L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

σ2
0`

n`

3. ΤΣ(X̄st) =

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

σ2
0`

n`

(συνεχίζεται)
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

4. Ο V̂arX̄st =

L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

S2
`

n`
είναι ΑΕ της VarX̄st

5. Τ̂Σ(X̄st) =

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

S2
`

n`
είναι εκτιµητής του ΤΣ(X̄st)

6. Α∆Ε µε σ.ε. 1− α για το µ : X̄st ± zα/2

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

S2
`

n`

Απόδειξη.
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Παρατήρηση:

VarX̄st =

L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

σ2
0`

n`

Εάν σ2
0` είναι «µικρή» για κάθε ` τότε VarX̄st είναι «µικρή»,

δηλαδή εάν οι τιµές του U σε κάθε στρώµα χωριστά δεν διαφέρουν πολύ

µεταξύ τους (οµοιογένεια σε κάθε στρώµα) τότε έχουµε «µεγάλη» ακρίβεια

στην εκτίµηση του µ.

Αρχή της στρωµατοποίησης:

Ο καθορισµός των στρωµάτων ϑα πρέπει να γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε

κάθε στρώµα να αποτελείται από οµοιογενείς ως προς το χαρακτηριστικό U
µονάδες.
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Εκτίµηση ολικής τιµής : τ =
L∑

`=1

N∑̀
j=1

U`j = Nµ

Ως εκτιµητής του τ = Nµ ϑα χρησιµοποιηθεί ο

τ̂st = NX̄st

Πρόταση 4

Σε ΣΤ∆

1. Ο τ̂st είναι ΑΕ του τ .

2. Varτ̂st = N2
L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

σ2
0`

n`

3. ΤΣ(τ̂st) = N

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

σ2
0`

n`

(συνεχίζεται)
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

4. Ο V̂arτ̂st = N2
L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

S2
`

n`
είναι ΑΕ της Varτ̂st

5. Τ̂Σ(τ̂st) = N

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

S2
`

n`
είναι εκτιµητής του ΤΣ(τ̂st)

6. Α∆Ε µε σ.ε. 1− α για το τ : τ̂st ± zα/2N

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

S2
`

n`

Απόδειξη.

Παρατήρηση:

΄Ενας άλλος εκτιµητής του τ = Nµ είναι ο

τ̂ = NX̄

ο οποίος όµως προφανώς στη ΣΤ∆ δεν είναι ΑΕ του τ .
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Εκτίµηση ποσοστού : p

Θεωρώντας

U`j =

{
1, η j µονάδα του στρώµατος ` έχει το χαρακτηριστικό U

0, διαφορετικά

έχουµε

p` =
1

N`

N∑̀
j=1

U`j= ποσοστό στο στρώµα ` (ειδική περίπτωση του µ`)

p =
1

N

L∑
`=1

N∑̀
j=1

U`j=

L∑
`=1

W` p` (ειδική περίπτωση του µ)

Ως εκτιµητής του p ϑα χρησιµοποιηθεί ο

p̂st =

L∑
`=1

W` p̂`

όπου p̂` = X̄`.
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

Πρόταση 5

Σε ΣΤ∆

1. Ο p̂st είναι ΑΕ του p.

2. Varp̂st =

L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

N`
N`−1p`(1− p`)

n`

3. ΤΣ(p̂st) =

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

N`
N`−1p`(1− p`)

n`

(συνεχίζεται)
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ΣΤ∆: εκτίµηση παραµέτρων

4. Ο V̂arp̂st =

L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

p̂`(1− p̂`)
n` − 1

είναι ΑΕ της Varp̂st

5. Τ̂Σ(p̂st) =

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

p̂`(1− p̂`)
n` − 1

είναι εκτιµητής του ΤΣ(p̂st)

6. Α∆Ε µε σ.ε. 1− α για το p : p̂st ± zα/2

√√√√ L∑
`=1

W 2
` (1− f`)

p̂`(1− p̂`)
n` − 1

Απόδειξη.
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

Ι. Επιλογή µεγέθους δείγµατος n

Πρόβληµα:

Εύρεση του µεγέθους δείγµατος n έτσι ώστε να έχουµε ελεγχόµενα «µικρό»

σφάλµα εκτίµησης.

Αν θ̂ είναι εκτιµητής του θ, ϑα µπορούσαµε να ελέγξουµε το σφάλµα

εκτίµησης ως εξής.

Α΄ τρόπος : Θεωρώντας ΤΣ(θ̂) = v0, όπου v0 είναι µία δεδοµένη µικρή

τιµή, π.χ. 1%

Β΄ τρόπος : Θεωρώντας P(|θ̂ − θ| ≤ b) = 1− α, όπου 1− α, b είναι

δεδοµένες τιµές, δηλαδή µε πιθανότητα 1− α, το σφάλµα

στην εκτίµηση να µην ξεπερνά την τιµή b.
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος
Ι. Επιλογή µεγέθους δείγµατος n (συνέχεια)

Εκτίµηση µέσης τιµής:

Α΄ τρόπος : ΤΣ(X̄st) = v0 και ϑεωρώντας w` γνωστά (προκαθορισµένα),

τότε

n =

∑L
`=1

W 2
`

w`
σ2
0`∑L

`=1

W 2
`

N`
σ2
0` + v20

(1)

Ειδική περίπτωση : Εάν ϑεωρήσουµε αναλογική κατανοµή, δηλ.

w` = W`, ∀`, τότε

n =
1

1
N + 1

n0

, όπου n0 =

∑L
`=1W`σ

2
0`

v20
(2)

Β΄ τρόπος : P(|X̄st − µ| ≤ b) = 1− α, τότε το πρόβληµα ανάγεται στον

Α΄ τρόπο και προκύπτουν οι σχέσεις (1) και (2), αντίστοιχα µε

v20 = b2

z2
α/2
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

Ι. Επιλογή µεγέθους δείγµατος n (συνέχεια)

Εκτίµηση ολικής τιµής:

Α΄ τρόπος : ΤΣ(τ̂st) = v1 και ϑεωρώντας w` γνωστά (προκαθορισµένα),

τότε επειδή

ΤΣ(τ̂st) = v1 ⇔ ΤΣ(X̄st) =
v1
N

= v0,

προκύπτουν οι σχέσεις (1) και (2), αντίστοιχα µε v0 = v1
N

Β΄ τρόπος : P(|τ̂st − τ | ≤ b1) = 1− α, τότε επειδή

P(|τ̂st−τ | ≤ b1) = 1−α⇔ P(|X̄st−µ| ≤
b1
N

) = 1−α

προκύπτουν οι σχέσεις (1) και (2), αντίστοιχα µε v20 =
b21

N2z2
α/2
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

Ι. Επιλογή µεγέθους δείγµατος n (συνέχεια)

Εκτίµηση ποσοστού:

Το ποσοστό p αποτελεί ειδική περίπτωση µέσης τιµής µ, οπότε προκύπτουν οι

σχέσεις (1) και (2), αντίστοιχα µε

σ2
0`=

N`
N` − 1

p`(1− p`)

≈ p`(1− p`) για N` «µεγάλο»
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

ΙΙ. Επιλογή των n` µε δεδοµένο συνολικό µέγεθος δείγµατος n

Α. Αναλογική κατανοµή:

n` =
n

N
N`, ∀`

Β. Βέλτιστη κατανοµή Neyman:

Θέλουµε να ϐρούµε τα n` έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η διασπορά του

εκτιµητή µας για την υπό µελέτη παράµετρο µε
∑L
`=1 n` = n (όπου n

δεδοµένο)

Π. Μποµποτάς Θεωρία ∆ειγµατοληψίας 21



ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

ΙΙ. Επιλογή των n` µε δεδοµένο συνολικό µέγεθος δείγµατος n (συνέχεια)

Β. Βέλτιστη κατανοµή Neyman:

Εκτίµηση µέσης τιµής:

min
n1,...,nL

Var(X̄st) υπό τη συνθήκη
∑L
`=1 n` = n, τότε

n` = n
W`σ0`∑L
`=1W`σ0`

= n
N`σ0`∑L
`=1N`σ0`

(3)

Παρατήρηση:

Είναι n` ∝ N`σ0`, δηλαδή η ϐέλτιστη κατανοµή Neyman λαµβάνει υπόψη

όχι µόνο το µέγεθος του πληθυσµού στο στρώµα `, αλλά και τη διασπορά

στο στρώµα `.
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

ΙΙ. Επιλογή των n` µε δεδοµένο συνολικό µέγεθος δείγµατος n (συνέχεια)

Β. Βέλτιστη κατανοµή Neyman:

Εκτίµηση ολικής τιµής:

min
n1,...,nL

Var(τ̂st) υπό τη συνθήκη
∑L
`=1 n` = n, τότε επειδή

Var(τ̂st) = N2Var(X̄st), προκύπτει η (3).

Εκτίµηση ποσοστού:

min
n1,...,nL

Var(p̂st) υπό τη συνθήκη
∑L
`=1 n` = n, τότε επειδή το ποσοστό

p είναι ειδική περίπτωση του µ, προκύπτει η (3) µε

σ2
0`=

N`
N` − 1

p`(1− p`)

≈ p`(1− p`) για N` «µεγάλο»

Π. Μποµποτάς Θεωρία ∆ειγµατοληψίας 23



ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

ΙΙΙ. Επιλογή των n` λαµβάνοντας υπόψη το κόστος της δειγµατοληψίας

Ας ϑεωρήσουµε το κόστος της δειγµατοληψίας ως γραµµική συνάρτηση των

n`

c`: κόστος ανά µονάδα δείγµατος από το στρώµα `, οπότε c` · n` είναι το

κόστος για στρώµα `

c0: γενικό κόστος δειγµατοληψίας (ανεξάρτητο από τα n`)

Το συνολικό κόστος είναι C = c0 +
∑L
`=1 c`n`

Προβλήµατα:

Α. Θέλουµε να ϐρούµε τα n` έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η διασπορά του

εκτιµητή µας για την υπό µελέτη παράµετρο µε δεδοµένο κόστος C .

Β. Θέλουµε να ϐρούµε τα n` έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος C µε

δεδοµένη διασπορά του εκτιµητή µας για την υπό µελέτη παράµετρο.
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος
ΙΙΙ. Επιλογή των n` λαµβάνοντας υπόψη το κόστος της δειγµατοληψίας

(συνέχεια)

Εκτίµηση µέσης τιµής:
Α΄ πρόβληµα : min

n1,...,nL
Var(X̄st) υπό τη συνθήκη C = c0 +

∑L
`=1 c`n` µε

C , c0, c` δεδοµένα, τότε

n` =
C − c0∑L

`=1W`σ0`
√
c`

W`σ0`√
c`

=
C − c0∑L

`=1N`σ0`
√
c`

N`σ0`√
c`

(4)

ενώ

n =

L∑
`=1

n` =
C − c0∑L

`=1N`σ0`
√
c`

L∑
`=1

N`σ0`√
c`

Ειδική περίπτωση: Εάν ϑεωρήσουµε c` = c, ∀`, τότε προκύπτει

n` = n
N`σ0`∑L
`=1N`σ0`

(ϐέλτιστη κατανοµή Neyman)
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος
ΙΙΙ. Επιλογή των n` λαµβάνοντας υπόψη το κόστος της δειγµατοληψίας

(συνέχεια)

Εκτίµηση µέσης τιµής:

Β΄ πρόβληµα : min
n1,...,nL

{
c0 +

L∑
`=1

c`n`

}
υπό τη συνθήκη Var(X̄st) = v20 µε

v0 δεδοµένο, τότε

n` =

∑L
`=1W`σ0`

√
c`

1
N

∑L
`=1W`σ2

0` + v20

W`σ0`√
c`

=

∑L
`=1N`σ0`

√
c`∑L

`=1N`σ
2
0` +N2v20

N`σ0`√
c`

(5)

ενώ

n =

L∑
`=1

n` =

∑L
`=1N`σ0`

√
c`∑L

`=1N`σ
2
0` +N2v20

L∑
`=1

N`σ0`√
c`

Ειδική περίπτωση: Εάν ϑεωρήσουµε c` = c, ∀`, τότε προκύπτει

για τα n` ϐέλτιστη κατανοµή Neyman.
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος

ΙΙΙ. Επιλογή των n` λαµβάνοντας υπόψη το κόστος της δειγµατοληψίας

(συνέχεια)

Εκτίµηση ολικής τιµής:

Α΄ πρόβληµα : min
n1,...,nL

Var(τ̂st) υπό τη συνθήκη C = c0 +
∑L
`=1 c`n` µε C ,

c0, c` δεδοµένα, τότε επειδή Var(τ̂st) = N2Var(X̄st)
προκύπτει η σχέση (4) για τα n` (λόγω ισοδυναµίας των δύο

προβληµάτων).

Β΄ πρόβληµα : min
n1,...,nL

{
c0 +

L∑
`=1

c`n`

}
υπό τη συνθήκη Var(τ̂st) = v21 µε

v1 δεδοµένο, τότε επειδή

Var(τ̂st) = v21 ⇔ Var(X̄st) =
v21
N2 = v20 προκύπτει η σχέση

(5) για τα n` (λόγω ισοδυναµίας των δύο προβληµάτων) µε

v20 =
v21
N2 .
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ΣΤ∆: εύρεση µεγέθους δείγµατος
ΙΙΙ. Επιλογή των n` λαµβάνοντας υπόψη το κόστος της δειγµατοληψίας

(συνέχεια)

Εκτίµηση ποσοστού:
Α΄ πρόβληµα : min

n1,...,nL
Var(p̂st) υπό τη συνθήκη C = c0 +

∑L
`=1 c`n` µε C ,

c0, c` δεδοµένα, τότε επειδή το ποσοστό p είναι ειδική

περίπτωση του µ, προκύπτει η σχέση (4) για τα n` µε

σ2
0`=

N`
N` − 1

p`(1− p`)

≈ p`(1− p`) για N` «µεγάλο»

Β΄ πρόβληµα : min
n1,...,nL

{
c0 +

L∑
`=1

c`n`

}
υπό τη συνθήκη Var(p̂st) = v20 µε

v0 δεδοµένο, τότε επειδή το ποσοστό p είναι ειδική περίπτωση

του µ, προκύπτει η σχέση (5) για τα n` µε

σ2
0`=

N`
N` − 1

p`(1− p`)

≈ p`(1− p`) για N` «µεγάλο»
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Σύγκριση ΣΤ∆ και ΑΤ∆

Ας συµβολίσουµε

X̄st,opt ο στρωµατοποιηµένος δειγµατικός µέσος παίρνοντας ϐέλτιστη

κατανοµή Neyman για τα n`

X̄st,prop ο στρωµατοποιηµένος δειγµατικός µέσος παίρνοντας

αναλογική κατανοµή για τα n`

X̄ΑΤ∆ ο δειγµατικός µέσος µε ΑΤ∆

Προφανώς, Var(X̄st,opt) ≤ Var(X̄st,prop) εξ ορισµού.

Πρόταση 6

Εάν ο όρος 1/N µπορεί να αγνοηθεί (δηλ.
1
N ≈ 0), τότε

Var(X̄st,opt) ≤ Var(X̄ΑΤ∆).

Απόδειξη.
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