
Θεωρία ∆ειγµατοληψίας Π. Μποµποτάς

Ασκήσεις ΙΙ (ΣΤ∆)

1. Ο παρακάτω πίνακας περιέχει τους πληθυσµούς (σε χιλιάδες) 64 µεγάλων πόλεων των
ΗΠΑ σε απογραφή του 1930. Οι πόλεις έχουν χωριστεί σε δύο στρώµατα, το πρώτο περιέχει
τις 16 µεγαλύτερες και το δεύτερο τις υπόλοιπες 48.

στρώµα U`j
∑

j U`j
∑

j U
2
`j

1 900, 822, 781, 805, 670, 1238, 573, 634, 578, 487, 442, 451, 459, 464, 400, 366 10070 7145450

2 364, 317, 328, 302, 288, 291, 253, 291, 308, 272, 284, 255, 270, 214, 195, 260, 9498 2141720
209, 183, 163, 253, 232, 260, 201, 147, 292, 164, 143, 169, 139, 170, 150, 143,
113, 115, 123, 154, 140, 119, 130, 127, 100, 107, 114, 111, 163, 116, 122, 134

Για δείγµα µεγέθους 24 πόλεων να υπολογισθεί το τυπικό σφάλµα του εκτιµητή του συ-
νολικού πληθυσµού

α. µε ΑΤ∆,

ϐ. µε ΣΤ∆ και αναλογική κατανοµή των δειγµατικών µεγεθών,

γ. µε ΣΤ∆ και ίσα δειγµατικά µεγέθη.

Ποιά από τις τρεις µεθόδους παρέχει την µεγαλύτερη ακρίβεια ; Ποιά είναι τα δειγµατικά
µεγέθη που προκύπτουν για ΣΤ∆ µε κατανοµή Neyman;

2. Για ένα δείγµα 1000 ατόµων που επιλέχθηκε µε ΣΤ∆ και αναλογική κατανοµή δειγ-
µατικών µεγεθών από µια περιοχή που χωρίζεται σε τρία στρώµατα, ο παρακάτω πίνακας
δίνει, ανά στρώµα, το µέσο εισόδηµα (σε χιλιάδες ευρώ), την αντίστοιχη διασπορά, το πο-
σοστό των ατόµων του δείγµατος µε εισόδηµα κάτω των 3000 ευρώ. Επίσης, δίνονται οι
αντίστοιχες ποσότητες για ολόκληρο το δείγµα, καθώς και τα ϐάρη των στρωµάτων για τον
πληθυσµό.

στρώµα W` X̄` S2
` p̂`

1 0.35 3.1 4 0.54
2 0.55 3.9 11 0.39
3 0.10 7.8 128 0.24

για ολόκληρο το δείγµα 4.01 21.98 0.43

Να απαντήσετε στα παρακάτω ερωτήµατα αγνοώντας τις διορθώσεις για πεπεραµένους
πληθυσµούς.

α. Χρησιµοποιώντας ΑΤ∆ να εκτιµηθεί το µέσο εισόδηµα του πληθυσµού και το ποσο-
στό των ατόµων µε εισόδηµα κάτω των 3000 ευρώ. Να δώσετε τις εκτιµήσεις των
διασπορών τους.

ϐ. Χρησιµοποιώντας ΣΤ∆ µε αναλογική κατανοµή δειγµατικών µεγεθών να απαντήσετε
το (α). Ποιές είναι οι σχετικές ϐελτιώσεις των διαπορών των εκτιµητών σε σχέση µε το
(α);
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γ. Να ϐρεθεί η κατανοµή των δειγµατικών µεγεθών για τα τρία στρώµατα έτσι ώστε να
ελαχιστοποιείται η διασπορά του εκτιµητή του πληθυσµιακού µέσου και του πλη-
ϑυσµιακού ποσοστού, αντίστοιχα. Να υπολογίσετε (εκτιµήσετε) τις διασπορές αυτών
των εκτιµητών και να τις συγκρίνετε µε αυτές των ερωτηµάτων (α) και (ϐ).

3. Εάν το κόστος µιας ΣΤ∆ είναι της µορφής

C = c0 +
L∑

`=1

c`
√
n`,

όπου τα c0 και c` είναι γνωστά, αποδείξτε ότι το µέγεθος του δείγµατος για το στρώµα `, ` =
1, . . . , L, που απαιτείται για την ελαχιστοποίηση της διασποράς του στρωµατοποιηµένου
δειγµατικού µέσου είναι ανάλογο µε (W 2

` σ
2
0`/c`)

2/3. Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τα
δεδοµένα του παρακάτω πίνακα, ϐρείτε ποιά ϑα είναι η κατανοµή των δειγµατικών µεγεθών
στα τρία στρώµατα ενός δείγµατος µεγέθους n = 1000.

στρώµα W` σ0` c`

1 0.4 4 1
2 0.3 5 2
3 0.3 6 4

Ποιά ϑα ήταν η κατανοµή εάν είχαµε γραµµικό κόστος C = c0 +
∑L

`=1 c`n`;

4. Για να εκτιµηθεί το ποσοστό τηλεθέασης µιας εκποµπής ο συνολικός πληθυσµός 3100
οικογενειών χωρίζεται σε τρία στρώµατα µε 1550, 620, 930 οικογένειες αντίστοιχα και
επιλέγεται στρωµατοποιηµένο τυχαίο δείγµα 400 οικογενειών µε αναλογική κατανοµή
δειγµατικών µεγεθών στα τρία στρώµατα. Ο αριθµός των οικογενειών στο δείγµα που
παρακολουθούν την εκποµπή ϐρέθηκε 160, 20, 60, αντίστοιχα.

α. Να εκτιµηθεί το ποσοστό τηλεθέασης και να κατασκευασθεί Α∆Ε µε σ.ε. 95%.

ϐ. Ας υποθέσουµε ότι τα παραπάνω δεδοµένα συγκεντρώθηκαν πέρυσι και ότι ο συ-
νολικός πληθυσµός και τα στρώµατα παραµένουν τα ίδια και ϕέτος. Η έρευνα ϑα
πραγµατοποιηθεί τηλεφωνικά ϕέτος, οπότε το κόστος ανά δειγµατοληπτική µονάδα
µπορεί να ϑεωρηθεί το ίδιο. Να εκτιµηθεί το µέγεθος του δείγµατος που απαιτείται
ώστε να ελαχιστοποιηθεί το κόστος µε το τυπικό σφάλµα στην εκτίµηση του ποσοστού
τηλεθέασης να είναι 1%.

γ. Ας υποθέσουµε ότι, αντί της ΣΤ∆, επιλέγεται µε ΑΤ∆ δείγµα µεγέθους 400 οικογε-
νειών από τις οποίες οι 240 παρακολουθούν την εκποµπή. Να εκτιµηθεί το ποσοστό
τηλεθέασης και να διαπιστωθεί ποιά από τις δύο µεθόδους είναι πιο ακριβής.

5. ΄Ενας προµηθευτής ειδών supermarket ενδιαφέρεται να προσθέσει ένα νέο προϊόν σε
αυτά που ήδη εφοδιάζει 4 αλυσίδες supermarket. Οι αριθµοί καταστηµάτων των αλυσίδων
είναι 24, 36, 30, 30, αντίστοιχα. Για να αποφασίσει εάν τελικά ϑα προσθέσει το νέο
προϊόν χρησιµοποιεί δειγµατοληπτικά 20 συνολικά καταστήµατα µε ΣΤ∆, ϑεωρώντας τις
αλυσίδες ως στρώµατα και επιλέγοντας τα µεγέθη δειγµάτων από κάθε αλυσίδα αναλογικά
µε τον αριθµό των καταστηµάτων της. Μετά από ένα µήνα διάθεσης του προϊόντος στα 20
επιλεγµένα καταστήµατα συγκεντρώθηκαν τα εξής στοιχεία
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αλυσίδα 1 αλυσίδα 2 αλυσίδα 3 αλυσίδα 4
µέση είσπραξη (σε χιλιάδες ευρώ) 99 100 98 100

διασπορά εισπράξεων 78.70 55.60 39.50 112.50

ενώ η συνολική διασπορά εισπράξεων (στα 20 καταστήµατα) είναι 59.8.

α. Να εκτιµηθεί η µέση είσπραξη ανά µήνα, καθώς και το τυπικό σφάλµα της.

ϐ. Ας υποθέσουµε ότι, αντί της ΣΤ∆, ο προµηθευτής χρησιµοποιεί όλα τα καταστήµατα
και των 4 αλυσίδων ως ένα πληθυσµό, επιλέγει ΑΤ∆ 20 καταστηµάτων και προκύ-
πτουν τα ίδια 20 όπως στην ΣΤ∆. Να εκτιµηθεί η µέση είσπραξη και το τυπικό σφάλµα
της και να διαπιστωθεί ποιά από τις δύο µεθόδους είναι πιο ακριβής.

γ. Μπορείτε να προτείνετε έναν εναλλακτικό και ενδεχοµένως πιο αποτελεσµατικό τρόπο
στρωµατοποίησης του πληθυσµού των καταστηµάτων ;

6. Σε δειγµατοληπτική έρευνα µε ΣΤ∆ που έγινε σε µία πόλη για να διαπιστωθεί εάν
έπρεπε να µεταφερθεί ένας παιδικός σταθµός από το κέντρο στα περίχωρα της πόλης,
ϱωτήθηκαν οικογένειες που είχαν τουλάχιστον ένα παιδί κάτω των έξι ετών. Οι οικογένειες
αυτές χωρίσθηκαν σε 4 κατηγορίες ανάλογα µε το εάν είχαν ή όχι παιδί στον παιδικό
σταθµό και εάν έµεναν στο κέντρο ή τα περίχωρα της πόλης. Ο αριθµός των οικογενειών
καθώς και το κόστος δειγµατοληψίας σε κάθε κατηγορία δίνονται στον ακόλουθο πίνακα,

περίχωρα χωρίς περίχωρα µε κέντρο χωρίς κέντρο µε
παιδί στο σταθµό παιδί στο σταθµό παιδί στο σταθµό παιδί στο σταθµό

στρώµα 1 2 3 4
N` 97 43 145 68
c` 4 4 9 9

ενώ από προηγούµενη µελέτη ϐρέθηκε ότι (προσεγγιστικά) το 90% των οικογενειών µε
παιδί στον παιδικό σταθµό και το 50% των οικογενειών χωρίς παιδί στον παιδικό σταθµό ϑα
χρησιµοποιούσε το σταθµό µετά τη µεταφορά του ανεξάρτητα εάν µένει κέντρο ή περίχωρα.

α. Θεωρώντας αναλογική κατανοµή, ϐρείτε το µέγεθος δείγµατος και την κατανοµή
του στα στρώµατα για την εκτίµηση του ποσοστού των οικογενειών µε περιθώριο
σφάλµατος 0.05 και εµπιστοσύνη 95%.

ϐ. Εάν οι εκτιµήσεις των ποσοστών των οικογενειών που ϑα χρησιµοποιήσουν τον και-
νούργιο παιδικό σταθµό ανά στρώµα είναι

p̂1 = 0.60, p̂2 = 0.93, p̂3 = 0.53, p̂4 = 0.87,

εκτιµήστε το ποσοστό και δώστε Α∆Ε µε σ.ε. 95%.

γ. Εάν το κόστος δειγµατοληψίας είναι C = 400 χρηµατικές µονάδες, ϐρείτε τη ϐέλτιστη
κατανοµή δειγµατικών µεγεθών για την ελαχιστοποίηση της διασποράς του εκτιµητή
του ποσοστού.
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