
Ανασκόπηση µερικών ϐασικών µεθόδων της Στατιστικής
Συµπερασµατολογίας

Στη συνέχεια γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση αποτελεσµάτων σχετικά µε διαστήµατα εµπιστο-
σύνης και ελέγχους υποθέσεων µε εϕαρµογή σε κανονικούς πληθυσµούς.

1 ∆ιαστήµατα εµπιστοσύνης: εϕαρµογές σε κανονικούς πληθυσµούς

Σηµειώνεται ότι εάν L(X
˜
), U(X

˜
) είναι στατιστικές συναρτήσεις µε L(X

˜
) < U(X

˜
), τότε το τυχαίο

διάστηµα [L(X
˜
), U(X

˜
)] λέγεται διάστηµα εµπιστοσύνης (∆.Ε.) µε συντελεστή εµπιστοσύνης 1−α για

µία παραµετρική συνάρτηση g(θ) εάν

P (L(X
˜
) ≤ g(θ) ≤ U(X

˜
)) = 1− α, ∀ θ ∈ Θ.

Ερµηνεία : Αν [L(X
˜
), U(X

˜
)] είναι ένα ∆.Ε. µε συντελεστή εµπιστοσύνης 95%, αυτό σηµαίνει ότι

αν πάρουµε 100 διαϕορετικά δείγµατα, X
˜

= x
˜

, τότε τα 95 από αυτά ϑα δώσουν διαστήµατα της
µορϕής [L(x

˜
), U(x

˜
)] τα οποία ϑα περιέχουν την πραγµατική τιµή της g(θ).

Τα παρακάτω ∆Ε που παρουσιάζονται έχουν συντελεστή εµπιστοσύνης 1− α.

1.1 ΄Ενας κανονικός πληθυσµός

΄Εστω X1, . . . , Xn τυχαίο δείγµα από κανονική κατανοµή N(µ, σ2). Για τη συνέχεια

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi και S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

∆.Ε. για το µ (σ2 γνωστό) [
X̄ − zα/2

σ√
n
, X̄ + zα/2

σ√
n

]
∆.Ε. για το µ (σ2 άγνωστο) [

X̄ − tn−1,α/2
S√
n
, X̄ + tn−1,α/2

S√
n

]
∆.Ε. για το σ2 (µ γνωστό)

[
1

χ2
n,α/2

n∑
i=1

(Xi − µ)2,
1

χ2
n,1−α/2

n∑
i=1

(Xi − µ)2

]

∆.Ε. για το σ2 (µ άγνωστο)

[
1

χ2
n−1,α/2

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,
1

χ2
n−1,1−α/2

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

]

Παρατήρηση. Τα παραπάνω ∆Ε είναι ίσων ουρών, ενώ τα δύο πρώτα είναι ταυτόχρονα και ελα-
χίστου µήκους.
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1.2 ∆ύο ανεξάρτητοι κανονικοί πληθυσµοί

΄Εστω X1, . . . , Xn1 τυχαίο δείγµα από κανονική κατανοµή N(µ1, σ
2
1) και Y1, . . . , Yn2 τυχαίο δείγµα

από κανονική κατανοµή N(µ2, σ
2
2). Για τη συνέχεια

X̄ =
1

n1

n1∑
i=1

Xi, S2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi − X̄)2

Ȳ =
1

n2

n2∑
i=1

Yi, S2
2 =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Yi − Ȳ )2.

∆.Ε. για το µ1 − µ2 (σ2
1, σ2

2 γνωστά)

X̄ − Ȳ − zα/2

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
, X̄ − Ȳ + zα/2

√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2


∆.Ε. για το µ1 − µ2 (σ2

1 = σ2
2 = σ2, σ2 άγνωστο)

[
X̄ − Ȳ − tn1+n2−2,α/2Sp

√
1

n1
+

1

n2
, X̄ − Ȳ + tn1+n2−2,α/2Sp

√
1

n1
+

1

n2

]
,

όπου S2
p =

(n1 − 1)S2
1 + (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2
.

∆.Ε. για το σ2
1/σ

2
2 (µ1, µ2 γνωστά) [

1

Fn1,n2,α/2

σ̂2
1

σ̂2
2

,
1

Fn1,n2,1−α/2

σ̂2
1

σ̂2
2

]

όπου σ̂2
1 =

1

n1

∑n1
i=1(Xi − µ1)

2 και σ̂2
2 =

1

n2

∑n2
i=1(Yi − µ2)

2 .

∆.Ε. για το σ2
1/σ

2
2 (µ1, µ2 άγνωστα)[

1

Fn1−1,n2−1,α/2

S2
1

S2
2

,
1

Fn1−1,n2−1,1−α/2

S2
1

S2
2

]

2 ΄Ελεγχοι στατιστικών υποθέσεων

΄Ενα πρόβληµα ελέγχου στατιστικών υποθέσεων έχει την εξής µορϕή

H0 : «µηδενική υπόθεση» κατά H1 : «εναλλακτική υπόθεση»

Η απόϕαση για την απόρριψη ή αποδοχή της H0 στηρίζεται σε κάποιο «λογικό κανόνα» ο οποίος
λέγεται στατιστικό τεστ ή έλεγχος της H0 κατά της H1.

Κρίσιµη περιοχή του ελέγχου : το σύνολο των δυνατών τιµών (µε ϐάση τον «λογικό κανόνα») για τις
οποίες απορρίπτεται η H0.

Σϕάλµα τύπου Ι : απόρριψη της H0 ενώ η H0 είναι αληθής.

Σϕάλµα τύπου ΙΙ : αποδοχή της H0 ενώ η H0 είναι ψευδής (δηλ. η H1 είναι αληθής).

επίπεδο σηµαντικότητας : α = P (σϕάλµα τύπου Ι). Στις εϕαρµογές συνήθεις τιµές του ε.σ. είναι
α = 0.01, 0.05, 0.10.

2 Π. Μποµποτάς



Ισχύς του ελέγχου όταν η H1 είναι αληθής : P (απόρριψη της H0 | H1 είναι αληθής). Εκϕράζει την
ικανότητα του ελέγχου να απορρίπτει την H0 όταν αυτή πρέπει να απορριϕθεί. Μεγάλη ισχύς (κοντά
στη µονάδα) σηµαίνει µεγάλη τέτοια ικανότητα.

p­τιµή (p­value) : Το µικρότερο επίπεδο σηµαντικότητας για το οποίο απορρίπτεται η H0. Αυτό
σηµαίνει ότι για δοθέν ε.σ. α, έχουµε ενδείξεις από τα δεδοµένα µας να απορρίψουµε την H0 αν η
παρατηρούµενη p­τιµή (δηλ. αυτή που προκύπτει από τα δεδοµένα) είναι µικρότερη από το α.

Στη συνέχεια δίνονται εϕαρµογές σε κανονικούς πληθυσµούς.

2.1 ΄Ενας κανονικός πληθυσµός

΄Εστω X1, . . . , Xn τυχαίο δείγµα από κανονική κατανοµή N(µ, σ2). Στη συνέχεια δίνονται έλεγχοι
για το µ και το σ2, αντίστοιχα, ενώ τα µ0 και σ2

0 είναι δεδοµένες (γνωστές) τιµές.

Για το µ

σ2 γνωστό (z-τεστ) Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : µ =
(≤)

µ0 κατά H1 : µ > µ0 Z =
√
n(X̄−µ0)

σ > zα

H0 : µ =
(≥)

µ0 κατά H1 : µ < µ0 Z < −zα

H0 : µ = µ0 κατά H1 : µ ̸= µ0 |Z| > zα/2

σ2 άγνωστο (t-τεστ) Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : µ =
(≤)

µ0 κατά H1 : µ > µ0 t =
√
n(X̄−µ0)

S > tn−1,α

H0 : µ =
(≥)

µ0 κατά H1 : µ < µ0 t < −tn−1,α

H0 : µ = µ0 κατά H1 : µ ̸= µ0 |t| > tn−1,α/2

Για το σ2

µ γνωστό Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : σ
2 =
(≤)

σ2
0 κατά H1 : σ

2 > σ2
0 σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − µ)2 > σ2

0
χ2
n,α

n

H0 : σ
2 =
(≥)

σ2
0 κατά H1 : σ

2 < σ2
0 σ̂2 < σ2

0
χ2
n,1−α

n

H0 : σ
2 = σ2

0 κατά H1 : σ
2 ̸= σ2

0 σ̂2 < σ2
0

χ2
n,1−α/2

n ή σ̂2 > σ2
0

χ2
n,α/2

n

µ άγνωστο Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : σ
2 =
(≤)

σ2
0 κατά H1 : σ

2 > σ2
0 S2 > σ2

0
χ2
n−1,α

n−1

H0 : σ
2 =
(≥)

σ2
0 κατά H1 : σ

2 < σ2
0 S2 < σ2

0
χ2
n−1,1−α

n−1

H0 : σ
2 = σ2

0 κατά H1 : σ
2 ̸= σ2

0 S2 < σ2
0

χ2
n−1,1−α/2

n−1 ή S2 > σ2
0

χ2
n−1,α/2

n−1

2.2 ∆ύο ανεξάρτητοι κανονικοί πληθυσµοί

΄Εστω X1, . . . , Xn1 τυχαίο δείγµα από κανονική κατανοµή N(µ1, σ
2
1) και Y1, . . . , Yn2 τυχαίο δείγµα

από κανονική κατανοµή N(µ2, σ
2
2). Στη συνέχεια δίνονται έλεγχοι για το µ1 − µ2 και το σ2

1/σ
2
2,

αντίστοιχα, ενώ τα µ0 και σ2
0 είναι δεδοµένες (γνωστές) τιµές. Στην πράξη συνήθως µ0 = 0 (οπότε

H0 : µ1 = µ2) και σ2
0 = 1 (οπότε H0 : σ

2
1 = σ2

2 ).
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Για το µ1 − µ2

σ2
1, σ2

2 γνωστά Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : µ1 − µ2 =
(≤)

µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 > µ0 Z = X̄−Ȳ−µ0√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

> zα

H0 : µ1 − µ2 =
(≥)

µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 < µ0 Z < −zα

H0 : µ1 − µ2 = µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 ̸= µ0 |Z| > zα/2

σ2
1 = σ2

2 = σ2, σ2 άγνωστο Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : µ1 − µ2 =
(≤)

µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 > µ0 t = X̄−Ȳ−µ0

Sp

√
1
n1

+ 1
n2

> tn1+n2−2,α

H0 : µ1 − µ2 =
(≥)

µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 < µ0 t < −tn1+n2−2,α

H0 : µ1 − µ2 = µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 ̸= µ0 |t| > tn1+n2−2,α/2

΄Οταν σ2
1, σ2

2 είναι άγνωστα και άνισα µεταξύ τους, το πρόβληµα κατασκευής ελέγχου για το µ1−µ2

παρουσιάζει τεχνικές δυσκολίες και αναϕέρεται ως πρόβληµα Behrens–Fisher. Μία προσεγγιστική
λύση δίνεται µε το Welch’s t­test. Για

ν =

(
S2
1

n1
+

S2
2

n2

)2

(
S2
1

n1

)2

n1−1 +

(
S2
2

n2

)2

n2−1

σ2
1, σ2

2 άγνωστα Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : µ1 − µ2 =
(≤)

µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 > µ0 t = X̄−Ȳ−µ0√
S2
1

n1
+

S2
2

n2

> tν,α

H0 : µ1 − µ2 =
(≥)

µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 < µ0 t < −tν,α

H0 : µ1 − µ2 = µ0 κατά H1 : µ1 − µ2 ̸= µ0 |t| > tν,α/2

Για το σ2
1/σ

2
2

µ1, µ2 άγνωστα Κρίσιµη περιοχή (απόρριψη της H0)

H0 : σ
2
1/σ

2
2 =

(≤)
σ2
0 κατά H1 : σ

2
1/σ

2
2 > σ2

0 F =
S2
1

S2
2
> σ2

0Fn1−1,n2−1,α

H0 : σ
2
1/σ

2
2 =

(≥)
σ2
0 κατά H1 : σ

2
1/σ

2
2 < σ2

0 F < σ2
0Fn1−1,n2−1,α

H0 : σ
2
1/σ

2
2 = σ2

0 κατά H1 : σ
2
1/σ

2
2 ̸= σ2

0 F < σ2
0Fn1−1,n2−1,1−α/2 ή

F > σ2
0Fn1−1,n2−1,α/2

3 Σύνδεση διαστηµάτων εµπιστοσύνης και ελέγχων υποθέσεων

Εάν I είναι ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για µία παράµετρο θ µε συντελεστή εµπιστοσύνης 1−α, τότε
ένας «λογικός» έλεγχος της H0 : θ = θ0 κατά της H1 : θ ̸= θ0 σε επίπεδο σηµαντικότητας α µπορεί να
γίνει απορρίπτοντας την H0 εάν θ0 /∈ I (ή ισοδύναµα, η H0 : θ = θ0 γίνεται δεκτή εάν θ0 ∈ I).

Για παράδειγµα, έστω το ∆.Ε. για το µ µε συντελεστή εµπιστοσύνης 1− α[
X̄ − zα/2

σ√
n
, X̄ + zα/2

σ√
n

]
.

Τότε για τον έλεγχο της H0 : µ = µ0 κατά της H1 : µ ̸= µ0 είναι λογικό να απορρίψουµε την H0

(υπέρ της H1) εάν η τιµή µ0 δεν ανήκει στο παραπάνω ∆.Ε., δηλαδή εάν |
√
n(X̄ − µ0)/σ| > zα/2.
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