
ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

™ÎÔfi˜

Οι µετασχηµατισµοί αποτελούν ένα από  τα σηµαντικότερα εργαλεία στην ανάλυση

σηµάτων και LTI συστηµάτων. Στο παρόν Κεφάλαιο εισάγουµε το µετασχηµατισµό–z,

µελετούµε τις ιδιότητές του και αναδεικνύουµε τη σπουδαιότητά του στην ανάλυση

και στο χαρακτηρισµό  διακριτών LTI συστηµάτων.

Ο µετασχηµατισµός–z παίζει σπουδαίο ρόλο στην ανάλυση σηµάτων διακριτού χρό-

νου και LTI συστηµάτων, αντίστοιχο µε εκείνον του µετασχηµατισµού Laplace για

την ανάλυση σηµάτων και LTI συστηµάτων συνεχούς χρόνου. Για παράδειγµα, θα

δούµε ότι η συνέλιξη δύο σηµάτων στο χρόνο, ισοδυναµεί µε τον πολλαπλασιασµό

των αντίστοιχων µετασχηµατισµών–z αυτών. Μία τέτοια ιδιότητα απλοποιεί σηµα-

ντικά την ανάλυση της απόκρισης ενός LTI συστήµατος για διάφορα σήµατα. Ακόµη,

ο µετασχηµατισµός–z µας παρέχει τη δυνατότητα χαρακτηρισµού ενός LTI συστήµα-

τος και υπολογισµού της απόκρισής του για διάφορα σήµατα, µε απλή τοποθέτηση

των πόλων και µηδενικών του στο επίπεδο–z.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Υπολογίζετε το µετασχηµατισµό–z οποιασδήποτε πεπερασµένης ακολουθίας

• Υπολογίζετε το µετασχηµατισµό–z και να προσδιορίζετε την περιοχή σύγκλισης
ακολουθιών απείρου µήκους

• Προσδιορίζετε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό–z συναρτήσεων

• Αποφαίνεστε εύκολα σχετικά µε την αιτιατότητα και ευστάθεια συστηµάτων δια-
κριτού χρόνου

• Σχεδιάζετε τη δοµή πραγµατοποίησης συστηµάτων διακριτού χρόνου

• Υπολογίζετε την απόκριση συχνότητας συστηµάτων διακριτού χρόνου

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Μετασχηµατισµός–z

• Περιοχή σύγκλισης

3∫ ∂ º∞§∞π√
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• Συνάρτηση µεταφοράς

• Ευστάθεια

• Πραγµατοποίηση συστηµάτων διακριτού χρόνου

• Απόκριση συχνότητας

• Εξισώσεις διαφορών

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Ο µετασχηµατισµός–z (z–transform) για τα σήµατα διακριτού χρόνου είναι ό ,τι και

ο µετασχηµατισµός Laplace για τα σήµατα συνεχούς χρόνου (continuous–time). Θα

δούµε ότι ο µετασχηµατισµός–z είναι πιο γενικός από  το µετασχηµατισµό  Fourier

διακριτού χρόνου (discrete–time Fourier transform, DTFT), αφού ο τελευταίος απο-

τελεί ειδική περίπτωση του µετασχηµατισµού–z. Συµπερασµατικά, ο µετασχηµατι-

σµός–z είναι ένα πολύ ισχυρό  µαθηµατικό  εργαλείο για τη µελέτη διακριτών σηµά-

των και συστηµάτων. Για την κατανόηση του Κεφαλαίου ο αναγνώστης θα πρέπει να

έχει εξοικειωθεί µε τους µιγαδικούς αριθµούς, καθώς και µε τις σειρές µε σταθερούς

όρους.

Στην ενότητα 3.1 ορίζουµε το µετασχηµατισµό–z και µελετούµε τις ιδιότητές του. Στη

συνέχεια ορίζουµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό–z, δηλαδή το µετασχηµατισµό  ο

οποίος µας οδηγεί από  το πεδίο–z στο πεδίο του χρόνου (ενότητα 3.2). Ο µονόπλευ-

ρος µετασχηµατισµός–z, ο οποίος χρησιµοποιείται για την ανάλυση συστηµάτων που

αρχικά δεν βρίσκονται σε ηρεµία, παρουσιάζεται στην ενότητα 3.3. Τέλος, γνωρίζο-

ντας το µετασχηµατισµό–z και τις ιδιότητές του, προχωρούµε στην αξιοποίηση αυτού

για τη µελέτη συστηµάτων διακριτού χρόνου. Έτσι, στην ενότητα 3.4 µελετούµε την

αιτιατότητα και την ευστάθεια τέτοιων συστηµάτων, τις δοµές πραγµατοποίησής τους

και την απόκρισή τους στη συχνότητα.
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3.1 √ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

3.1.1 √ÚÈÛÌfi˜

Ο µετασχηµατισµός–z (M.Z.) ενός σήµατος x(n) διακριτού χρόνου ορίζεται ως:

(3.1)

όπου z µία µιγαδική µεταβλητή. Για λόγους ευκολίας θα συµβολίζουµε το M.Z. της

ακολουθίας x(n) ως Ζ{x(n)} και τη σχέση µεταξύ της x(n) και του M.Z. X(z) ως:

(3.2)

Ο M.Z. όπως ορίζεται στη σχέση (3.1) ονοµάζεται αµφίπλευρος M.Z. (bilateral

z–transform), γιατί το άθροισµα εκτείνεται από το –∞ έως το + ∞. Υπάρχει και ο µονό-

πλευρος M.Z. (unilateral z–transform), τον οποίο θα εξετάσουµε αργότερα (ενότητα

3.3), όπου το άθροισµα εκτείνεται από το 0 έως το + ∞. Ο µονόπλευρος M.Z. εφαρ-

µόζεται στην ανάλυση αιτιατών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Η  µιγαδική µεταβλητή z σε πολικές συντεταγµένες εκφράζεται ως:

(3.3)

όπου r το µέτρο της z και ω η γωνία της z, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1α.

 z re j= ω

  x n X zZ( ) ( )← →⎯

  
X z x n z n

n

( ) ( )= −

=−∞

+∞

∑

9 53 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z
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Re{z}
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κύκλος
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Eπίπεδο - z

1

(α) (β)

™¯‹Ì· 3.1

(α) Μιγαδικό  επίπεδο, (β) ο M.Z.
όταν υπολογίζεται για τις τιµές
του z που ανήκουν στο µοναδιαίο
κύκλο ισοδυναµεί µε τον DTFT.

Τώρα µπορούµε να εκφράσουµε την (3.1) ως συνάρτηση των r και ω, αντικαθιστώ-

ντας σ’ αυτήν τη µεταβλητή z από τη σχέση (3.3). Έτσι έχουµε:

(3.4)

όπου µε F{g (n)} συµβολίζουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ακολουθίας g (n).
  
X re x n re x n r e F x n rj j n

n

n j n

n

n( ) ( )( ) ( ) ( )ω ω ω= = [ ] = { }−

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−∑ ∑
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Η  σχέση (3.4) µας δείχνει ότι ο M.Z. της ακολουθίας x(n) στο σηµείο z = rejω ισού-

ται µε το µετασχηµατισµό Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της τροποποιηµένης

ακολουθίας x(n)r–n για τη γωνιακή συχνότητα ω. Αν η παράµετρος r επιλεγεί ίση µε

τη µονάδα, τότε η (3.4) µας δίνει τον DTFT της x(n). Επιπλέον, όταν η παράµετρος

ω µεταβάλλεται, τότε όλες οι τιµές της µιγαδικής µεταβλητής z θα βρίσκονται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο (unit circle) του µιγαδικού επιπέδου, δηλαδή στον κύκλο που

έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ίση µε τη µονάδα. Η  σχέση µεταξύ του

DTFT και του M.Z. είναι πλέον προφανής. Ο DTFT µιας ακολουθίας ισούται µε το

M.Z. αυτής για τις τιµές του z που βρίσκονται πάνω στο µοναδιαίο κύκλο του µιγαδι-

κού επιπέδου–z (z–plane) (Βλ. Σχήµα 3.1β). ∆ηλαδή για r = |z| = 1 η σχέση (3.4)

καταλήγει σ’ αυτή του διακριτού χρόνου µετασχηµατισµού Fourier:

(3.5)

3.1.2 ⁄·ÚÍË ÙÔ˘ ªÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡–z

Ο M.Z., ως δυναµοσειρά απείρων όρων, µπορεί να µην υπάρχει, δηλαδή να µην συγκλί-

νει για όλες τις τιµές της µιγαδικής µεταβλητής z. Η  περιοχή τιµών του z για τις οποίες

ο M.Z. X(z) έχει πεπερασµένες τιµές καλείται περιοχή σύγκλισης (Π.Σ.) (region of

convergence, ROC). Έστω, τώρα ότι η x(n)r–n είναι αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή. Τότε

(3.6)

Η  σχέση (3.6) µας δείχνει ότι η |X(z)| είναι πεπερασµένη (συγκλίνει) αν η ακολου-

θία x(n)r–n είναι αθροίσιµη κατ’ απόλυτη τιµή (absolutely summable). Γίνεται φανε-

ρό ότι η σύγκλιση εξαρτάται µόνο από το r = |z| και όχι από το ω. Γενικά, ισχύει ότι

η Π.Σ. θα καθορίζεται από οµόκεντρους δακτυλίους µε κέντρο την αρχή των αξό-

νων του µιγαδικού επιπέδου. Στη γενική περίπτωση η Π.Σ. του M.Z. θα είναι της

µορφής , όπου τα όρια R1, R2 εξαρτώνται από την ακολουθία x(n). Ας

προσπαθήσουµε να εξετάσουµε τις διαφορετικές περιπτώσεις σύγκλισης µε τη βοή-

θεια ορισµένων παραδειγµάτων.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1

Να υπολογισθεί η Π.Σ. του M.Z. της δεξιόπλευρης (right–sided) εκθετικής ακολου-

θίας x1(n) = anu(n).
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Λύση

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό (3.1) του M.Z. έχουµε:

(3.7)

Η  (3.7) είναι άθροισµα απείρων όρων γεωµετρικής προόδου µε λόγο az–1 και ισού-

ται µε

(3.8)

µε την προϋπόθεση βέβαια ότι |az–1|<1 ή ισοδύναµα |z| > |a|. Η  ανισότητα αυτή προσ-

διορίζει την Π.Σ. πάνω στo µιγαδικό επίπεδο–z. Πρόκειται για όλα τα σηµεία που

βρίσκονται στο εξωτερικό του κύκλου µε ακτίνα |a|, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.2α.

O M.Z. της x1(n) είναι ρητή συνάρτηση (σχέση 3.8). Κάθε συνάρτηση αυτής της µορ-

φής χαρακτηρίζεται από τα µηδενικά (δηλαδή τις ρίζες του αριθµητή) και τους πόλους

(δηλαδή τις ρίζες του παρανοµαστή). Η  συνάρτηση X1(z) έχει ένα µηδενικό στο

σηµείο z = 0 και ένα πόλο στο z = a. Παρατηρούµε εποµένως, ότι η Π.Σ. της X1(z)

εκτείνεται σε όλο το µιγαδικό επίπεδο που είναι έξω από τον κύκλο ο οποίος έχει

ακτίνα τον πόλο αυτής. Η  Π.Σ. δεν περιέχει ποτέ κάποιον πόλο.

Γενικά, µια δεξιόπλευρη ακολουθία x(n) ικανοποιεί τη συνθήκη x(n) = 0 για n < N1.

Ο M.Z. αυτής ισούται µε:

(3.9)

και η Π.Σ. αυτού είναι της µορφής |z| > R1. ∆ηλαδή η Π.Σ. περιλαµβάνει όλες τις

τιµές του µιγαδικού επιπέδου–z που βρίσκονται έξω από  τον κύκλο ακτίνας |z| = R1,

όπου R1 είναι εκείνος ο πόλος της X(z) ο οποίος απέχει περισσότερο από  την αρχή των

αξόνων. Προσοχή θα πρέπει να δοθεί όταν Ν1 < 0. Σε µια τέτοια περίπτωση η σχέση

(3.9) περιλαµβάνει όρους µε θετικές δυνάµεις του z. Εποµένως, η τιµή z = ∞ θα πρέ-

πει να αποκλειστεί από την Π.Σ., αφού αυτή θα οδηγεί σε µη φραγµένο M.Z.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.2

Να υπολογισθεί η Π.Σ. της αριστερόπλευρης (left–sided) εκθετικής ακολουθίας x2(n)

= – anu( – n – 1).
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Λύση

Από τον ορισµό (3.1) του M.Z. έχουµε:

(3.10)

Για |a–1z| < 1 ή ισοδύναµα |z| < |a| το άθροισµα της (3.10) συγκλίνει δίνοντας:

(3.11)
  
X z
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=
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=
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α α-1
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™¯‹Ì· 3.2

Περιοχή σύγκλι-
σης (α) δεξιόπλευ-
ρης, (β) αριστερό-
πλευρης, (γ) αµφί-
πλευρης ακολου-

θίας

Η  Π.Σ. της X2(z) είναι οι τιµές του µιγαδικού επιπέδου–z |z| < |a|, δηλαδή το εσωτερι-

κό του κύκλου ακτίνας |z| = |a| (Σχήµα 3.2β). Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι

οι συναρτήσεις X1(z) και X2(z) είναι ακριβώς ίδιες (Βλ. σχέσεις 3.8 και 3.11). Η  µόνη

διαφορά βρίσκεται στην Π.Σ. Αυτό  σηµαίνει ότι η Π.Σ. αποτελεί αναπόσπαστο τµήµα

του M.Z. και πρέπει πάντοτε να καθορίζεται. Αν µας δοθεί µόνο ο M.Z. χωρίς την αντί-

στοιχη Π.Σ. αυτού, θα υπάρχει αβεβαιότητα στον προσδιορισµό της ακολουθίας που

οδήγησε σ’ αυτόν, αφού µπορεί να υπάρχουν περισσότερες από µία απαντήσεις.

Γενικά, µία αριστερόπλευρη ακολουθία x(n) ικανοποιεί τη συνθήκη x(n) = 0 για n >

Ν2. O M.Z. αυτής ισούται µε:

(3.12)
  
X z x n z n

n

N

( ) ( )= −

=−∞
∑

2
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και η Π.Σ. αυτού είναι της µορφής |z| < R2, δηλαδή οι τιµές του µιγαδικού επιπέδου–z

που βρίσκονται στο εσωτερικό του κύκλου |z| = R2, όπου R2 είναι εκείνος ο πόλος της

Χ(z) ο οποίος απέχει λιγότερο από  την αρχή των αξόνων. Προσοχή θα πρέπει να δοθεί

όταν Ν2 > 0. Σ' αυτή την περίπτωση η σχέση (3.12) περιλαµβάνει όρους µε αρνητι-

κές δυνάµεις του z. Εποµένως, η τιµή z = 0 θα πρέπει να αποκλειστεί από την Π.Σ.,

αφού αυτή θα οδηγήσει σε µη φραγµένο M.Z.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.3

Να υπολογιστεί η Π.Σ. της αµφίπλευρης (two–sided) εκθετικής ακολουθίας 

x(n) = a|n|, a > 0.

Λύση

Η  ακολουθία x(n) µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα δύο άλλων ακολουθιών, µιας

δεξιόπλευρης και µιας αριστερόπλευρης, ως εξής:

(3.13)
ή

(3.14)

Από τα δύο προηγούµενα παραδείγµατα γνωρίζουµε ότι οι M.Z. των παραπάνω ακο-

λουθιών είναι:

για (3.15)

για (3.16)

Ο M.Z. X(z) της αµφίπλευρης ακολουθίας ισούται µε το άθροισµα των M.Z. των επι-

µέρους ακολουθιών (βλ. ιδιότητα γραµµικότητας στην επόµενη υποενότητα), άρα:

(3.17)

ή (3.18)

ή

Η  αντίστοιχη Π.Σ. φαίνεται στο Σχήµα 3.2γ και ισούται µε το κοινό τµήµα των δύο

περιοχών όπως τις γνωρίσαµε στα παραδείγµατα 3.1 και 3.2 προηγουµένως. Είναι

φανερό  ότι για να υπάρχει κοινό  τµήµα (επικάλυψη) µεταξύ των δύο περιοχών σύγκλι-
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1
( ) = −

− − −

  | |z a>
  
X z

az
1 1

1

1
( ) =

− −

  x n x n x n( ) ( ) ( )= +1 2

  x n a u n a u nn n( ) ( ) ( )= + − −− 1
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σης, θα πρέπει a < 1. Για a > 1 δεν υπάρχει επικάλυψη των περιοχών σύγκλισης και

έτσι η (3.13) δεν θα έχει M.Z., παρόλο που οι επιµέρους ακολουθίες που την απαρ-

τίζουν (αριστερόπλευρη και δεξιόπλευρη) από µόνες τους έχουν!

Γενικά, εάν υπάρχει η Π.Σ. µιας αµφίπλευρης ακολουθίας της µορφής

, όπου x1(n), x2(n) δεξιόπλευρη και αριστερόπλευρη ακολουθία

άπειρου µήκους αντίστοιχα, τότε αυτή αποτελείται από τις τιµές του µιγαδικού επι-

πέδου–z για τις οποίες ισχύει:

(3.20)

Πρόκειται δηλαδή για ένα δακτύλιο του οποίου η µικρότερη ακτίνα R1 προσδιορίζε-

ται από  εκείνον τον πόλο της X 1(z) ο οποίος απέχει περισσότερο από  την αρχή των

αξόνων του επιπέδου–z, ενώ η µεγαλύτερη ακτίνα R2 προσδιορίζεται από  εκείνο τον

πόλο της X2(z) ο οποίος απέχει λιγότερο από  την αρχή των αξόνων. Αν R1 ≥ R2, τότε

οι δύο περιοχές σύγκλισης δεν καλύπτουν η µία την άλλη και η τελική Π.Σ. της X(z)

είναι το κενό, δηλαδή ο M.Z. δεν υπάρχει.

Σηµαντική παρατήρηση

Μία πεπερασµένου µήκους ακολουθία αποτελείται από πεπερασµένο πλήθος µη

µηδενικών στοιχείων. Έστω ότι µια τέτοια ακολουθία x(n) εκτείνεται µεταξύ Ν1 και

Ν2, δηλαδή

x(n) = 0 για n < N1 ή n > N2 (3.21)

όπου Ν1, Ν2 πεπεραµένοι αριθµοί. Ο M.Z. αυτής ισούται µε:

(3.22)

Είναι φανερό ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για κάθε τιµή του z, δηλαδή η Π.Σ. είναι

όλο το µιγαδικό επίπεδο–z. Προσοχή όµως χρειάζεται στα εξής σηµεία: Εάν Ν1 αρνη-

τικός και Ν2 θετικός, τότε το άθροισµα περιλαµβάνει όρους µε αρνητικές και θετι-

κές δυνάµεις του z. Έτσι, όταν z = 0, οι όροι µε αρνητικές δυνάµεις του z τείνουν στο

άπειρο, ενώ όταν z = ∞, οι όροι µε θετικές δυνάµεις του z τείνουν στο άπειρο. Επο-

µένως, σε µια τέτοια περίπτωση η Π.Σ. δεν περιλαµβάνει τις τιµές z = 0 και z = ∞.

Εάν Ν1 ≥ 0, τότε έχουµε µόνο αρνητικές δυνάµεις του z στην εξίσωση (3.22) και,

κατά συνέπεια, η Π.Σ. περιλαµβάνει την τιµή z = ∞. Εάν Ν2 ≤ 0, τότε έχουµε µόνο

θετικές δυνάµεις του z στην εξίσωση (3.22) και κατά συνέπεια η Π.Σ. περιλαµβάνει

την τιµή z = 0. 

  

X z x n z n

n N

N

( ) ( )= −

=
∑

1

2

  R z R1 2< <| |

  x n x n x n( ) ( ) ( )= +1 2
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Να υπολογιστεί ο M.Z. καθενός από τα παρακάτω διακριτά σήµατα πεπερασµένης

διάρκειας: (Η  έντονη υπογράµµιση υποδηλώνει την χρονική στιγµή n = 0).

1 0 13 . 1  √  ª ∂ ∆∞ ™ Ã ∏ ª ∞∆ π ™ ª √ ™ – z

α. {x1(n)} = {3,4,5,0,1,2}

β. {x2(n)} = {3,4,5,0,1,2}

γ. {x3(n)} = {0,0,3,4,5,0,1,2}

δ. {x4(n)} = {4,6,5,0,1,2}

ε. x5(n) = δ(n)

στ. x6(n) = δ(n–m), m > 0

ζ. x7(n) = δ(n + m), m > 0

Λύση

Από τον ορισµό (3.1) του M.Z. έχουµε:

α. X1(z) = 3 + 4z–1 + 5z–2 + z–4 + 2z–5, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

β. X2(z) = 3z2 + 4z + 5 + z–2 + 2z–3, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

και του z = ∞

γ. X3(z) = 3z–2 + 4z–3 + 5z–4 + z–6 + 2z–7, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

δ. X4(z) = 4z2 + 6z + 5 + z–2 + 2z–3, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

και του z = ∞

ε. X5(z) = 1, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z

στ. X6(z) = z–m, όπου m > 0, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = 0

ζ. X7(z) = zm, όπου m > 0, µε Π.Σ.: όλο το επίπεδο–z εκτός του z = ∞

Από το παράδειγµα αυτό γίνεται φανερό ότι η Π.Σ. του M.Z. µίας ακολουθίας πεπε-

ρασµένου µήκους (διάρκειας), είναι όλο το επίπεδο–z, εκτός ίσως από  τα σηµεία z =

0 και/ή z = ∞. Αυτά τα σηµεία αποκλείονται γιατί το zm (m > 0) τείνει στο άπειρο για

z = ∞ και το z–m τείνει στο άπειρο για z = 0.

Από το ίδιο παράδειγµα συνειδητοποιούµε επίσης ότι από µαθηµατική άποψη ο M.Z.

είναι απλώς ένας εναλλακτικός τρόπος αναπαράστασης ενός σήµατος. Βλέπουµε,

δηλαδή, ότι ο συντελεστής του z–n είναι ουσιαστικά η τιµή του σήµατος τη χρονική

στιγµή n. Με άλλα λόγια, ο εκθέτης του z παρέχει εκείνη την πληροφορία για το χρόνο,

η οποία µας είναι απαραίτητη για τον προσδιορισµό των δειγµάτων ενός σήµατος.

Σε πολλές περιπτώσεις µπορούµε να εκφράσουµε το άθροισµα µιας σειράς πεπερα-

σµένου ή απείρου µήκους, σε κλειστή µορφή. Στις περιπτώσεις αυτές ο M.Z. µας

παρέχει µια εναλλακτική συµπαγή µορφή αναπαράστασης ενός σήµατος, όπως φαί-
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νεται και στον Πίνακα 3.1. που ακολουθεί.

™À¡∏£ ∏ ∑∂À°∏ ª.∑.

Ορισµένα από τα πιο συνηθισµένα ζεύγη M.Z. παρατίθενται στον Πίνακα 3.1. Αυτά

θα µας βοηθήσουν πάρα πολύ και στον υπολογισµό του αντίστροφου M.Z., εκφρά-

ζοντας τη συνάρτηση X(z) ως γραµµικό συνδυασµό απλούστερων συναρτήσεων,

όπως θα δούµε στην ενότητα 3.2.

¶›Ó·Î·˜ 3.1

Συνήθη ζεύγη µετασχηµατισµών–z

Σήµα Μετασχηµατισµός–z Περιοχή Σύγκλισης

δ(n) 1 Όλο το z

δ(n – m) z–m Όλο το z, εκτός z = 0 αν m > 0

ή z = ∞ αν m < 0

u(n) |z| > 1

– u( – n – 1) |z| < 1

anu(n) |z| > |a|

– anu( – n – 1) |z| < |a|

nanu(n) |z| > |a|

– nanu( – n – 1) |z| < |a|

cos(ω0n)u(n) |z| > 1

sin(ω0n)u(n) |z| > 1
  

(sin )

( cos )

ω
ω

0

0

z

z z

−

− −− +

1

1 21 2

  

1

1 2
0

1

0
1 2

−
− +

−

− −
(cos )

( cos )

ω
ω

z

z z

  

az

az

−

−−

1

1 21( )

  

az

az

−

−−

1

1 21( )

  

1

1 1− −az

  

1

1 1− −az

  

1

1 1− −z

  

1

1 1− −z
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(rncosω0n)u(n) |z| > |r|

(rnsinω0n)u(n) |z| > |r|
  

( sin )

( cos )

r z

r z r z

ω
ω

0

0

−

− −− +

1

1 2 21 2

  

1

1 2

1

1 2 2

−
− +

−

− −
( cos )

( cos )

r z

r z r z

ω
ω

0

0
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3.1.3 π‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡–z

O M.Z. έχει ορισµένες ιδιότητες οι οποίες τον καθιστούν ένα εξαιρετικά χρήσιµο

εργαλείο στη µελέτη των σηµάτων και συστηµάτων διακριτού χρόνου. Στην παρού-

σα υποενότητα παρουσιάζουµε µε συντοµία τις πιο χρήσιµες από αυτές και όλες µαζί

τις παραθέτουµε στον Πίνακα 3.2.

°ƒ∞ªªπ∫√∆∏∆∞

Εάν 

µε Π.Σ. Ρ1

και 

µε Π.Σ. Ρ2

τότε 

µε Π.Σ. τουλάχιστον Ρ1∩Ρ2 (3.23)

όπου a, b σταθερές και Ρ1∩Ρ2 η τοµή των περιοχών Ρ1 και Ρ2. Η  λέξη «τουλάχιστον»

χρησιµοποιήθηκε για την περίπτωση κατά την οποία ο γραµµικός συνδυασµός είναι

τέτοιος ώστε κάποια µηδενικά εξουδετερώνουν ορισµένους πόλους. Σε µια τέτοια

περίπτωση η Π.Σ. είναι µεγαλύτερη από την τοµή των δύο περιοχών.

√§π™£ ∏™∏ ™∆√ Ãƒ√¡√

Εάν µε Π.Σ. Ρ

τότε µε Π.Σ. Ρ΄ (3.24)

όπου Ρ΄ = Ρ µε ενδεχόµενο όµως την προσθήκη ή απόρριψη των τιµών 0 και ∞, λόγω

του παράγοντα z–m.

Απόδειξη:

  x n m z X zZ m( ) ( )− ← →⎯ −

  x n X zZ( ) ( )← →⎯

  ax n bx n aX z bX zZ
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )+ ← →⎯ +

  x n X zZ
2 2( ) ( )← →⎯

  x n X zZ
1 1( ) ( )← →⎯

  
Z x n m x n m z z x n m z z x l z z X zn

n

m n m

n

m l

l

m( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )−{ } = − = − = =−

=−∞

+∞
− − −

=−∞

+∞
− −

=−∞

+∞
−∑ ∑ ∑
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™À¡∂§π•∏ ™∆√ ¶∂¢π√ ∆√À Ãƒ√¡√À

Εάν µε Π.Σ. Ρ1

και µε Π.Σ. Ρ2

τότε µε Π.Σ. τουλάχιστον Ρ1∩Ρ2 (3.25)

Απόδειξη:

Από τον ορισµό της συνέλιξης της ενότητας 1.5 του Κεφαλαίου 1 γνωρίζουµε ότι

. 

Αντικαθιστώντας τη σχέση αυτή στην (3.1) έχουµε:

Στον Πίνακα 3.2 παραθέτουµε τις πιο γνωστές ιδιότητες του M.Z.

  

Z x n x n x n x n z x m x n m z

x m x n m z x m z

n

n m

n

n

n

nm

1 2 1 2 1 2

1 2 1

( )* ( ) ( )* ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ } = [ ] = ⋅ −
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

=

= −
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

=

−

=−∞

+∞

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞

−

=−∞

+∞

=−∞

+∞
−

∑ ∑∑

∑∑                       mm

m

m

m

X z

x m z X z X z X z

2

1 2 1 2

( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] =

= =

=−∞

+∞

−

=−∞

+∞

∑

∑                       

  
x n x n x m x n m

m

1 2 1 2( )* ( ) ( ) ( )= −
=−∞

+∞

∑

  x n x n X z X zZ
1 2 1 2( )* ( ) ( ) ( )← →⎯

  x n X zZ
2 2( ) ( )← →⎯

  x n X zZ
1 1( ) ( )← →⎯

¶›Ó·Î·˜ 3.2

Ιδιότητες του M.Z.

Ιδιότητα Σήµα Μετασχηµατισµός–z Περιοχή σύγκλισης

x(n) X(z) P: R1 < |z| < R2

x1(n) X1(z) P1

x2(n) X2(z) P2

Γραµµικότητα αx1(n) + bx2(n) αX1(z) + bX2(z) P1∩P2 τουλάχιστον

Ολίσθηση στο χρόνο x(n – m) z–mX(z) P, εκτός z = 0 αν m > 0

ή z = ∞ αν m < 0

Κλιµάκωση στο πεδίο–z αnx(n) X(α–1z) |α|R1 < |z| < |α|R2
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Κατοπτρισµός στο χρόνο x( – n) X(z–1)

Συζυγία x*(n) X*(z*) P

Παραγώγιση στο πεδίο–z nx(n) P

Συνέλιξη x1(n)*x2(n) X1(z)X2(z) P1∩P2 τουλάχιστον

Πρώτη διαφορά x(n) – x(n – 1) (1 – z–1)X(z) Τουλάχιστον η τοµή της Ρ 

και της |z| > 0

Θεώρηµα αρχικής τιµής Αν x(n) = 0 για n < 0, τότε x(0) =
  
lim ( )
z

X z
→∞

  
−z

dX z
dz
( )

  

1 1

2 1R
z

R
<| |<
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.5

Υπολογίστε το M.Z. των σηµάτων x2(n) και x3(n) του Παραδείγµατος 3.4, βασιζό-

µενοι στο M.Z. του σήµατος x1(n).

Λύση

∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι x2(n) = x1(n + 2) και x3(n) = x1(n–2). Άρα, µε βάση την

ιδιότητα της ολίσθησης στο χρόνο, βρίσκουµε ότι

X2(z) = z2X1(z) = 3z2 + 4z + 5 + z–2 + 2z–3 και X3(z) = z–2X1(z) = 3z–2 + 4z–3 + 5z–4 + z–6

+ 2z–7.

Ας σηµειωθεί ότι λόγω του πολλαπλασιασµού επί z2 η Π.Σ. του X2(z) δεν περιλαµ-

βάνει το σηµείο z = ∞, αν και αυτό ανήκε στην Π.Σ. του X1(z).

Το παράδειγµα αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να κατανοήσουµε καλύτερα την ιδιό-

τητα της ολίσθησης. Πράγµατι, αν θυµηθούµε ότι ο συντελεστής του z–n αντιστοιχεί

στην τιµή του δείγµατος στην χρονική στιγµή n, καταλαβαίνουµε αµέσως ότι η καθυ-

στέρηση ενός σήµατος κατά m (m > 0) δείγµατα, δηλαδή x(n)→x(n–m), ισοδυναµεί

µε πολλαπλασιασµό όλων των όρων του M.Z. επί z–m. Ο συντελεστής του z–n γίνε-

ται συντελεστής του z–(n + m).

Να υπολογίσετε την έξοδο y(n) του Παραδείγµατος 1.6, αξιοποιώντας τις ιδιότη-

τες του M.Z.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.1
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε το M.Z. X(z) της ακολουθίας x(n) και είδαµε ότι:

Η  Π.Σ. της συνάρτησης X(z) είναι στη γενική περίπτωση, ένας κυκλικός δακτύλιος

(R1 < |z| < R2) στο επίπεδο–z µε κέντρο την αρχή των αξόνων. Σε ορισµένες περι-

πτώσεις R1 = 0, οπότε η Π.Σ. γίνεται ένας δίσκος ακτίνας R2, ενώ σε άλλες R2 = ∞,

οπότε η Π.Σ. εκτείνεται σε όλο το επίπεδο |z| > R1.

Η  Π.Σ. δεν περιλαµβάνει του πόλους της συνάρτησης X(z).

Εάν η x(n) είναι πεπερασµένου µήκους, τότε η Π.Σ. είναι όλο το επίπεδο–z, µε πιθα-

νή εξαίρεση τα σηµεία z = 0 και / ή z = ∞.

Εάν η X(z) είναι ρητή και η x(n) δεξιόπλευρη, τότε η Π.Σ. ορίζεται στο επίπεδο–z

εκτός του κύκλου µε ακτίνα τον πλέον αποµακρυσµένο πόλο της X(z). Εάν επι-

πλέον, η x(n) είναι αιτιατή, τότε η Π.Σ. συµπεριλαµβάνει και την τιµή z = ∞.

Εάν η X(z) είναι ρητή και η x(n) αριστερόπλευρη, τότε η Π.Σ. ορίζεται στο επίπε-

δο–z εντός του κύκλου µε ακτίνα τον πλησιέστερο στο κέντρο πόλο της X(z). Εάν,

επιπλέον, η x(n) είναι αντι–αιτιατή (δηλαδή αριστερόπλευρη και ίση µε 0 για n >

0), τότε η Π.Σ. συµπεριλαµβάνει και την τιµή z = 0.

3.2 O ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z

Ο αντίστροφος M.Z. µας βοηθά να υπολογίσουµε το σήµα διακριτού χρόνου x(n)

όταν γνωρίζουµε το M.Z. αυτού, X(z). Συµβολικά γράφουµε x(n) = Z–1{X(z)}. Απο-

δεικνύεται ότι ο αντίστροφος M.Z. της X(z) δίνεται από τη σχέση:

(3.26)

όπου c µια αριστερόστροφη κλειστή καµπύλη ολοκλήρωσης γύρω από  την αρχή των

αξόνων και εντός της Π.Σ. της Χ(z). Για δεδοµένη Π.Σ. ο αντίστροφος M.Z. είναι µονα-

δικά ορισµένος.

Ένας τρόπος να υπολογίσουµε την x(n) είναι να αναπτύξουµε την X(z) σε δυναµο-

σειρά (power–series expansion) ως προς z–1, δηλαδή:
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(3.27)

∆ιαπιστώνουµε εύκολα ότι το ζητούµενο σήµα είναι οι συντελεστές του πολυωνύµου.

Όταν η X(z) δίνεται σε κλειστή µορφή, λ.χ. ως µια ρητή συνάρτηση πολυωνύµων, ένα

τέτοιο ανάπτυγµα δεν είναι εύκολο να υπολογιστεί. Σε αυτές τις περιπτώσεις, για τον

υπολογισµό της ακολουθίας x(n), χρησιµοποιούµε είτε τη µέθοδο της ανάπτυξης σε

µερικά κλάσµατα (partial–fraction expansion) είτε τη µέθοδο των ολοκληρωτικών υπο-

λοίπων (residue method). Θα εξετάσουµε στα επόµενα εδάφια τον υπολογισµό του αντί-

στροφου M.Z. µε ανάπτυξη σε δυναµοσειρά και µε ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα.

3.2.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘ ª.∑. ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË ÛÂ ‰˘Ó·ÌÔÛÂÈÚ¿

Η  ανάπτυξη µιας ρητής συνάρτησης σε δυναµοσειρά επιτυγχάνεται συνήθως µε συνε-

χή διαίρεση (long division). Η  µέθοδος αυτή δεν καταλήγει σε µια αναλυτική έκφρα-

ση για την x(n). Είναι µία αριθµητική µέθοδος µε την οποία µπορούµε να υπολογί-

ζουµε ένα νέο στοιχείο της x(n) κάθε φορά.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.6
Να υπολογιστεί η δεξιόπλευρη ακολουθία x(n) της οποίας ο M.Z. είναι:

.

Λύση Η  συνεχής διαίρεση του αριθµητή µε τον παρανοµαστή µας δίνει:

1 + 1,6 z–1 – 0,52 z–2  + 0,4 z–3 + …

1 + 0,4z–1 – 0,12z–2 1 + 2 z–1

1 + 0,4z–1 – 0,12z–2

1,6z–1 + 0,12z–2

1,6z–1 + 0,64z–2 – 0,192z–3

– 0,52z–2 + 0,192z–3

– 0,52z–2 – 0,208z–3  + 0,0624z–4

– 0,4z–3 – 0,0624 z–4

…………………

…………………
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Εποµένως η X(z) µπορεί να εκφραστεί ως δυναµοσειρά:

X(z) = 1 + 1,6z–1 – 0,52z–2 + 0,4z–3 + ….

Είναι φανερό ότι:

x(0) = 1, x(1) = 1,6, x(2) = – 0,52, x(3) = 0,4,….

Συνεχίζοντας τη διαίρεση θα µπορούσαµε να πάρουµε και άλλα στοιχεία της x(n).

3.2.2 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘ ª.∑. ÌÂ ·Ó¿Ù˘ÍË 
ÛÂ ÌÂÚÈÎ¿ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·

Έστω X(z) ρητή συνάρτηση της µορφής

(3.28)

Θεωρήσαµε ότι b0 = 1. Αυτό όµως δεν περιορίζει τη γενικότητα της έκφρασης, αφού

εάν b0 ≠ 1, µπορούµε να διαιρέσουµε αριθµητή και παρονοµαστή µε b0 και να κατα-

λήξουµε στη µορφή της σχέσης (3.28). Μία ρητή συνάρτηση της µορφής αυτής ονο-

µάζεται κανονική (proper) εάν bN ≠ 0 και M < Ν, δηλαδή όταν ο αριθµός των µηδε-

νικών της συνάρτησης είναι µικρότερος του αριθµού των πόλων αυτής. Εάν η ρητή

συνάρτηση είναι µη–κανονική (M ≥ Ν), τότε αυτή µπορεί πάντοτε να εκφραστεί ως

άθροισµα ενός πολυωνύµου και µιας κανονικής ρητής συνάρτησης, εκτελώντας τη

διαίρεση του C(z) δια του D(z), δηλαδή

(3.29)

όπου (3.30)

και (3.31)

Ο υπολογισµός του αντίστροφου M.Z. του πολυωνύµου X0(z) είναι προφανής και

γίνεται απευθείας χωρίς επιπλέον πράξεις, από τον ορισµό του M.Z. (σχέση 3.1).

Η  συνάρτηση X1(z) είναι κανονική ρητή συνάρτηση. Στόχος µας είναι να την ανα-

πτύξουµε σε µερικά κλάσµατα, δηλαδή να την εκφράσουµε ως άθροισµα απλών κλα-

σµάτων και στη συνέχεια να υπολογίσουµε τον αντίστροφο M.Z. κάθε κλάσµατος

ξεχωριστά. Λόγω της ιδιότητας της γραµµικότητας, ο αντίστροφος M.Z. της συνάρ-
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τησης X1(z) θα ισούται µε το άθροισµα των επιµέρους αντίστροφων M.Z. των κλα-

σµάτων. Ας δούµε λοιπόν, πώς γίνεται η ανάπτυξη µιας κανονικής ρητής συνάρτη-

σης σε µερικά κλάσµατα.

Έστω ότι η X(z) είναι κανονική ρητή συνάρτηση της µορφής (3.28). Για να απλο-

ποιήσουµε την όλη ανάλυση, απαλείφουµε τις αρνητικές δυνάµεις του z πολλαπλα-

σιάζοντας αριθµητή και παρονοµαστή επί zN, οπότε η σχέση γίνεται:

(3.32)

Επειδή Ν > Μ η συνάρτηση

(3.33)

είναι πάντοτε κανονική. Για να αναπτύξουµε την τελευταία συνάρτηση σε µερικά

κλάσµατα, βρίσκουµε τις ρίζες p1, p2,…,pN του παρονοµαστή, δηλαδή τους πόλους

της X(z). Θα εξετάσουµε στη συνέχεια την περίπτωση που οι πόλοι είναι όλοι δια-

φορετικοί µεταξύ τους, δηλαδή είναι πολλαπλότητας 1. Σε µια τέτοια περίπτωση η

(3.33) γράφεται ως

(3.34)

Στόχος µας είναι να υπολογίσουµε τους συντελεστές Α1, Α2,…,ΑΝ. Αυτό µπορούµε

να το πετύχουµε πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (3.34) µε καθέναν από τους

όρους (z–pk), k = 1,2,…,N και υπολογίζοντας την έκφραση που προκύπτει στις αντί-

στοιχες θέσεις των πόλων p1, p2,…,pN. Έτσι, στη γενική περίπτωση θα έχουµε

(3.35)

και, εποµένως, για z = pk η σχέση αυτή θα µας δώσει το συντελεστή Αk, αφού όλοι

οι άλλοι όροι του δευτέρου µέλους µηδενίζονται. ∆ηλαδή

(3.36)

Σηµειώνεται ότι οι σχέσεις (3.34) και (3.36) ισχύουν τόσο για πραγµατικούς, όσο

και για µιγαδικούς πόλους.
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Η  διαδικασία της ανάπτυξης της X(z) σε µερικά κλάσµατα έχει ολοκληρωθεί στο

σηµείο αυτό, αφού έχουµε υπολογίσει τις τιµές Α1, Α2,…,ΑΝ. Η  X(z) γράφεται τώρα ως

(3.37)

ή διαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή κάθε µερικού κλάσµατος µε z έχουµε την

τελική έκφραση του X(z) σε µορφή αρνητικών δυνάµεων του z:

(3.38)

Ο αντίστροφος M.Z. x(n) = Z–1{X(z)} µπορεί τώρα εύκολα να υπολογιστεί µε τον

αντίστροφο M.Z. κάθε µερικού κλάσµατος ξεχωριστά και τελικά τον γραµµικό συν-

δυασµό τους. Από τον Πίνακα 3.1 µπορούµε να δούµε ότι

(3.39)

Το ποια από τις σχέσεις θα επιλέξουµε, εξαρτάται από την επιπλέον πληροφορία που

έχουµε. Για παράδειγµα, αν γνωρίζουµε ότι το σήµα x(n) είναι αιτιατό, τότε θα επι-

λέξουµε τη δεξιόπλευρη ακολουθία (πρώτη από τις σχέσεις 3.39) και ο αντίστροφος

M.Z. της (3.38) θα ισούται µε

(3.40)

Ας παρακολουθήσουµε την όλη διαδικασία υπολογισµού του αντίστροφου M.Z. µιας

κανονικής ρητής συνάρτησης µε τη µέθοδο της ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα,

µέσα από το επόµενο παράδειγµα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.7

Να υπολογιστεί η δεξιόπλευρη ακολουθία x(n) της συνάρτησης του Παραδείγµατος 3.6.

Λύση

Καταρχήν απαλείφουµε τις αρνητικές δυνάµεις του z από τη συνάρτηση, πολλα-

πλασιάζοντας τον αριθµητή και τον παρονοµαστή µε το z2. Έτσι έχουµε:

.

Οι πόλοι της X(z) είναι p1 = 0,2 και p2 = –0,6, οπότε η σχέση αυτή γράφεται στη
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µορφή της (3.34) ως εξής:

Εφαρµόζοντας τη σχέση (3.36) υπολογίζουµε τα Α1 και Α2

Άρα η X(z) µπορεί πλέον να εκφραστεί ως ανάπτυγµα µερικών κλασµάτων

Γνωρίζοντας ότι η ζητούµενη ακολουθία x(n) είναι δεξιόπλευρη, υπολογίζουµε τον

αντίστροφο M.Z. από την πρώτη σχέση της (3.39) ως

x(n) = 2,75(0,2)nu(n) – 1,75( – 0,6)nu(n)

Αυτή είναι η ζητούµενη ακολουθία. Παρατηρούµε ότι για τις τιµές του n = 0,1,2,3

παίρνουµε τα στοιχεία x(0) = 1, x(1) = 1,6, x(2) = – 0,52, x(3) = 0,4, επιβεβαιώνο-

ντας έτσι τα αποτελέσµατα του Παραδείγµατος 3.6.

Η  διαδικασία της ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα που εξετάσαµε µέχρι τώρα, εφαρ-

µόζεται στην περίπτωση που έχουµε απλούς πόλους, δηλαδή πόλους διαφορετικούς

µεταξύ τους. Εάν η X(z) έχει πόλους πολλαπλότητας l, δηλαδή ο παρονοµαστής της

περιέχει παράγοντες της µορφής (z–pk)
l, τότε η προηγούµενη διαδικασία δεν ισχύει

όπως έχει, και πρέπει να τροποποιηθεί. Η  περίπτωση αυτή, όµως, παρεκκλίνει από

τους στόχους του παρόντος βιβλίου και δε θα εξεταστεί. Όπως επίσης δε θα εξετα-

στεί η περίπτωση υπολογισµού του αντίστροφου M.Z. µε χρήση των ολοκληρωτι-
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κών υπολοίπων. Στη βιβλιογραφία του Κεφαλαίου δίνονται συγγράµµατα τα οποία

αναφέρονται εκτενώς στα θέµατα αυτά.

Να υπολογίσετε την x(n) όταν γνωρίζετε ότι X(z) = (z–1)/(z2–1,9z + 0,84) και η Π.Σ.

είναι (α) |z| > 1 ή (β) |z| < 0,5.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.3

Να υπολογίσετε τον αντίστροφο M.Z. της X(z) = (6 + z–1)/(1–0,25z–2).

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.4

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή είδαµε τις µεθόδους υπολογισµού του αντίστροφου M.Z. Συγκε-

κριµένα, είδαµε ότι όταν µας δίνεται ο M.Z. µιας ακολουθίας, ο οποίος είναι συνή-

θως ρητής µορφής, µπορούµε να βρούµε την ίδια την ακολουθία είτε αναπτύσσο-

ντας σε δυναµοσειρά εκτελώντας τη λεγόµενη συνεχή διαίρεση, είτε αναπτύσσο-

ντας σε µερικά κλάσµατα. Η  πρώτη από τις µεθόδους αυτές δεν καταλήγει σε

κάποια αναλυτική µορφή για την ζητούµενη ακολουθία, και χρησιµοποιείται κυρίως

για τον υπολογισµό µερικών από τους πρώτους όρους του αναπτύγµατος.
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O M.Z. που γνωρίσαµε µέχρι τώρα αναφέρεται σε σήµατα τα οποία ορίζονται σε όλο

το διάστηµα του χρόνου από το – ∞ έως το + ∞ ( – ∞ < n < + ∞) και ονοµάζεται

αµφίπλευρος M.Z. (bilateral z–transform). Εκτός αυτού, υπάρχει και ο µονόπλευρος

M.Z. (one–sided or unilateral z–transform), ο οποίος είναι ιδιαίτερα χρήσιµος για

την ανάλυση διακριτών συστηµάτων τα οποία αρχικά δεν βρίσκονται σε ηρεµία.

Αυτά τα συστήµατα περιγράφονται από εξισώσεις διαφορών µε µη µηδενικές αρχι-

κές συνθήκες. Με άλλα λόγια, ένα τέτοιο σύστηµα αρχικά δεν βρίσκεται σε ηρεµία,

λόγω διεγέρσεων που εφαρµόστηκαν σ’ αυτό πριν ακόµα εφαρµοστεί η είσοδος x(n)

κατά τη χρονική στιγµή n = 0. Οι αρχικές τιµές y(–1), y(–2),…,y(–N) της εξόδου του

συστήµατος, οι οποίες οφείλονται στις προηγούµενες διεγέρσεις, αποτελούν τις αρχι-

κές συνθήκες αυτού.

Ο µονόπλευρος M.Z. της ακολουθίας x(n) ορίζεται ως

(3.41)

και γράφουµε συνήθως

(3.42)

Παρατηρούµε ότι στο µονόπλευρο M.Z. το άθροισµα υπολογίζεται µόνο για τις

µη–αρνητικές τιµές του n, ανεξάρτητα από το αν η ακολουθία x(n) είναι µηδενική ή

µη για n < 0. ∆ηλαδή ο µονόπλευρος M.Z. της x(n) µπορεί να θεωρηθεί ως ο αµφί-

πλευρος M.Z. της x(n)u(n). Επειδή η ακολουθία x(n)u(n) είναι πάντοτε µία δεξιό-

πλευρη ακολουθία, η Π.Σ. του Χ + (z) είναι πάντοτε το εξωτερικό  ενός κύκλου. Πολ-

λές από τις ιδιότητες του µονόπλευρου M.Z. είναι ίδιες µε εκείνες του αµφίπλευρου

M.Z., όπως οι ιδιότητες της γραµµικότητας, κλιµάκωσης στο επίπεδο–z, επέκτασης

στο χρόνο, συζυγούς ακολουθίας και παραγώγισης. Μία από τις ιδιότητες που δια-

φέρουν, και παρουσιάζει ενδιαφέρον είναι εκείνη της ολίσθησης, την οποία και θα

εξετάσουµε στη συνέχεια.

√§π™£ ∏™∏ ™∆√ Ãƒ√¡√

Εάν 

τότε για m > 0 (3.43)
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για m > 0 (3.44)

Απόδεξη:

Η  σχέση (3.43) αφορά τη δεξιά ολίσθηση ή καθυστέρηση της ακολουθίας x(n), ενώ

η (3.44) την αριστερή ολίσθηση ή προήγηση αυτής. Συγκρίνοντας τις σχέσεις αυτές

µε την αντίστοιχη σχέση (3.24), για τον αµφίπλευρο M.Z., γίνεται φανερό ότι κατά

τη δεξιά ολίσθηση, νέα δείγµατα εισέρχονται στο διάστηµα [0, + ∞) και άρα πρέπει

να λάβουν και αυτά µέρος στους υπολογισµούς. Τα νέα αυτά δείγµατα είναι τα x(–1),

x(–2), …, x(–m). Κατά την αριστερή ολίσθηση, κάποια από τα υπάρχοντα δείγµατα

βρίσκονται εκτός του διαστήµατος [0, + ∞) και συνεπώς πρέπει να αφαιρεθούν από

το συνολικό άθροισµα. Πρόκειται για τα δείγµατα x(0), x(1), …, x(m–1).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.8

Να υπολογιστεί ο µονόπλευρος M.Z. των σηµάτων x1(n) = anu(n) και x2(n) = x1(n+1).

Λύση

Ο υπολογισµός του X1
+(z) γίνεται εύκολα από τον ορισµό του µονόπλευρου M.Z.

(3.41). Άλλωστε, το αποτέλεσµα είναι ίδιο µε εκείνο του αµφίπλευρου M.Z. αφού

πρόκειται για αιτιατή ακολουθία (βλ. σχέση 3.8). Έχουµε λοιπόν:

X1
+(z) = X1(z) = 1/(1–az–1) µε Π.Σ. |z| > |a|.

Για τον υπολογισµό του X2
+(z) εφαρµόζουµε το θεώρηµα της ολίσθησης (σχέση 3.44)

για m = 1 και παίρνουµε

X2
+(z) = z1[X1

+(z)–x1(0)z0] = z[X1
+(z) – 1] = z/(1–az–1) – z

αφού x1(0) = 1.
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Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε το µονόπλευρο M.Z., ο οποίος χρησιµοποιείται στην

ανάλυση διακριτών συστηµάτων, όταν αυτά δεν βρίσκονται σε αρχική ηρεµία. Ο

µονόπλευρος M.Z. δεν περιέχει πληροφορία για το σήµα στις αρνητικές χρονικές

στιγµές. Ο µονόπλευρος M.Z. του σήµατος x(n) ταυτίζεται µε τον αµφίπλευρο M.Z.

του σήµατος x(n)u(n), το οποίο είναι αιτιατό. Άρα, η Π.Σ. του M.Z. ορίζεται πάντα

στο εξωτερικό ενός κύκλου.

3.4 O ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜–z ÛÙËÓ ·Ó¿Ï˘ÛË Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

Ο M.Z. παίζει πρωτεύοντα ρόλο στη µελέτη LTI συστηµάτων διακριτού χρόνου. Από

τον ορισµό της συνέλιξης (σχέση 1.37) όπως και την ιδιότητα της συνέλιξης (σχέση

3.25), γίνεται προφανές ότι Y(z) = H(z)X(z) ή:

(3.45)

όπου X(z), Y(z), H(z) είναι οι M.Z. της εισόδου x(n), της εξόδου y(n) και της κρου-

στικής απόκρισης h(n) του συστήµατος, αντίστοιχα. ∆ιαγραµµατικά αυτό φαίνεται

στο Σχήµα 3.3. Η  συνάρτηση H(z) ονοµάζεται συνάρτηση συστήµατος (system

function) ή συνάρτηση µεταφοράς (transfer function) του συστήµατος. Για τιµές του

z πάνω στο µοναδιαίο κύκλο, δηλαδή για z = ejω, η H(z) µας δίνει την απόκριση

συχνότητας (frequency response) του συστήµατος, υπό  την προϋπόθεση, βέβαια, ότι

ο µοναδιαίος κύκλος ανήκει στην Π.Σ. της H(z). Πολλές από τις ιδιότητες ενός συστή-

µατος εξάγονται κατευθείαν από τα χαρακτηριστικά των πόλων, των µηδενικών και

της Π.Σ. της συνάρτησης µεταφοράς αυτού, όπως θα δούµε στη συνέχεια.

  
H z

Y z
X z

( )
( )
( )

=
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X(z) Y(z)H(z)

™¯‹Ì· 3.3

Γενικό  διάγραµµα
συστήµατος δια-
κριτού χρόνου

3.4.1 ∞ÈÙÈ·ÙfiÙËÙ· LTI Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Είδαµε στην ενότητα 1.4 ότι ένα σύστηµα είναι αιτιατό όταν η έξοδός του εξαρτά-

ται µόνο από τις παρούσες και προηγούµενες τιµές της εισόδου του συστήµατος και

όχι από µελλοντικές τιµές αυτής. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της συνέλιξης (εξί-

σωση 1.17), µπορούµε να συνδυάσουµε την ιδιότητα της αιτιατότητας µε την κρου-

στική απόκριση ενός LTI συστήµατος. Συγκεκριµένα, για να είναι αιτιατό ένα LTI

σύστηµα διακριτού χρόνου, θα πρέπει η y(n) να µην εξαρτάται από τη x(m) για m >
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n. Από τη σχέση (1.17), βλέπουµε ότι για να ισχύει αυτό, θα πρέπει όλοι οι συντε-

λεστές h(n–m) οι οποίοι πολλαπλασιάζουν τις τιµές του x(m) για m > n να είναι ίσοι

µε µηδέν. Αυτό σηµαίνει ότι η κρουστική απόκριση ενός αιτιατού LTI συστήµατος

διακριτού χρόνου θα πρέπει να ικανοποιεί τη συνθήκη

h(n) = 0 για   n < 0 (3.46)

Η  συνθήκη αυτή, για ένα αιτιατό LTI σύστηµα διακριτού χρόνου, συνεπάγεται ότι

το άθροισµα της συνέλιξης της σχέσης (1.17) γίνεται

(3.47)

και η ισοδύναµη σχέση (1.18) γίνεται

(3.48)

Από τη σχέση (3.46) παρατηρούµε ότι η h(n) είναι µια δεξιόπλευρη ακολουθία.

(Υπενθυµίζεται ότι ο M.Z. αυτής ισούται µε την H(z), τη συνάρτηση µεταφοράς του

συστήµατος). Άρα, όπως είδαµε στην ενότητα 3.1, η Π.Σ. του M.Z. µιας τέτοιας ακο-

λουθίας θα είναι το εξωτερικό ενός κύκλου µε κέντρο την αρχή των αξόνων, συµπε-

ριλαµβανοµένου και του απείρου. Στην περίπτωση κατά την οποία η H(z) είναι ρητή

συνάρτηση, αυτό σηµαίνει ότι η Π.Σ. θα ορίζεται στο εξωτερικό του κύκλου µε ακτί-

να τον πλέον αποµακρυσµένο πόλο αυτής. Επειδή µάλιστα, η τιµή z = ∞ ανήκει στην

Π.Σ., συνεπάγεται ότι ο βαθµός του πολυωνύµου του αριθµητή της H(z) δε θα πρέπει

να είναι µεγαλύτερος του βαθµού του παρανοµαστή, όταν τα πολυώνυµα αυτά εκφρα-

στούν ως συνάρτηση του z.

3.4.2 ∂˘ÛÙ¿ıÂÈ· LTI Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

Στην ενότητα 1.4 είδαµε ότι ένα σύστηµα είναι ευσταθές εάν κάθε φραγµένη είσο-

δος παράγει µια φραγµένη έξοδο (ΒΙΒΟ). Ας δούµε τώρα τις συνθήκες υπό τις οποί-

ες τα LTI συστήµατα διακριτού χρόνου είναι ευσταθή. Αρχίζουµε θεωρώντας ότι η

είσοδος x(n) είναι φραγµένη κατά µέτρο, δηλαδή |x(n)| < B για όλα τα n. Εάν η είσο-

δος αυτή εφαρµοστεί σ’ ένα LTI σύστηµα του οποίου η κρουστική απόκριση είναι

h(n), τότε το µέτρο της εξόδου θα είναι

(3.49)
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Επειδή η απόλυτη τιµή του αθροίσµατος αριθµών είναι πάντοτε µικρότερη ή ίση του

αθροίσµατος των απολύτων τιµών των αριθµών, η σχέση (3.49) γίνεται

(3.50)

και αφού |x(n–m)| < B για όλες τις τιµές των m και n, η σχέση αυτή καταλήγει στην

για όλα τα n. (3.51)

Άρα, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι εάν η κρουστική απόκριση είναι αθροίσιµη

κατ’ απόλυτη τιµή, δηλαδή εάν

(3.52)

τότε η y(n) είναι φραγµένη κατά µέτρο και κατά συνέπεια το σύστηµα είναι ευστα-

θές. Η  σχέση (3.52) αποτελεί την ικανή συνθήκη για την ευστάθεια ενός LTI συστή-

µατος διακριτού χρόνου. Αποδεικνύεται ότι αυτή είναι επίσης, και αναγκαία συν-

θήκη για την ευστάθεια ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου. Γνωρίζουµε όµως

ότι η 3.52 αποτελεί και την ικανή συνθήκη για να υπάρχει ο µετασχηµατισµός

Fourier. Άρα, για ευσταθή συστήµατα, ο µετασχηµατισµός Fourier της h(n) συγκλί-

νει και κατά συνέπεια, η Π.Σ. της H(z) πρέπει να περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο.

Άρα, ένα LTI σύστηµα είναι ευσταθές εάν και µόνο εάν η Π.Σ. της συνάρτησης µετα-

φοράς του H(z) περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο, |z| = 1.

Συνδυάζοντας τα δύο παραπάνω συµπεράσµατα, τα οποία προέκυψαν από την αιτια-

τότητα και την ευστάθεια ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου, µπορούµε να

καταλήξουµε στην ικανή και την αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα αιτιατό σύστη-

µα και ευσταθές: Ένα αιτιατό  LTI σύστηµα µε ρητή συνάρτηση µεταφοράς H(z) είναι

ευσταθές εάν και µόνο εάν όλοι οι πόλοι της H(z) βρίσκονται στο εσωτερικό  του µονα-

διαίου κύκλου, δηλαδή το µέτρο τους είναι µικρότερο της µονάδος.

3.4.3 ∂ÍÈÛÒÛÂÈ˜ ¢È·ÊÔÚÒÓ

Μία µεγάλη κατηγορία συστηµάτων είναι αυτή που τα σήµατα εισόδου–εξόδου συν-

δέονται µε µια εξίσωση διαφορών (difference equation) της µορφής

(3.53)
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όπου x(n) η ακολουθία εισόδου, y(n) η ακολουθία εξόδου και αi, bi οι συντελεστές

του συστήµατος. Η  εξίσωση αυτή µας λέει ότι η τρέχουσα τιµή του δείγµατος εξό-

δου προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός του παρόντος και των προηγουµένων δειγ-

µάτων της εισόδου, καθώς και από προηγούµενες τιµές της εξόδου. Η  σύνδεση µετα-

ξύ της εξίσωσης αυτής και της συνάρτησης µεταφοράς του συστήµατος µπορεί εύκο-

λα να γίνει µε τη βοήθεια των ιδιοτήτων της γραµµικότητας (σχέση 3.23) και της

ολίσθησης στο χρόνο (σχέση 3.24) του M.Z. Έτσι, παίρνοντας το M.Z. και των δύο

µελών της (3.53) έχουµε:

(3.54)

ή (3.55)

και, κατά συνέπεια:

(3.56)

Με άλλα λόγια, η συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος, του οποίου η εξίσωση

διαφορών είναι γραµµική µε σταθερούς συντελεστές, είναι πάντοτε ρητή. Εάν οι

συντελεστές bi του παρανοµαστή είναι µηδενικοί (bi = 0, i = 1, 2, …, N), τότε οι

παραπάνω εξισώσεις (3.53) και (3.56) γίνονται αντίστοιχα:

(3.57)

(3.58)

Η  έξοδος του συστήµατος y(n) εξαρτάται τώρα µόνο από την τρέχουσα και τις προη-

γούµενες τιµές της εισόδου, και όχι από τις προηγούµενες τιµές της εξόδου. Λαµ-

βάνοντας υπόψη ότι , καταλαβαίνουµε ότι αi = h(n). ∆ηλαδή, οι

συντελεστές αi συµπίπτουν µε την κρουστική απόκριση h(n) του συστήµατος.Τα LTI

συστήµατα αυτής της κατηγορίας ονοµάζονται συστήµατα πεπερασµένης κρουστι-

κής απόκρισης (FIR, Finite Impulse Response), επειδή το µήκος της ακολουθίας h(n)

είναι πεπερασµένο. Τα συστήµατα αυτά είναι πάντοτε ευσταθή, αφού η κρουστική
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τους απόκριση h(n) είναι πεπερασµένου µήκους και άρα αθροίσιµη κατ’ απόλυτη

τιµή (βλ. σχέση 3.52).

Τα συστήµατα µε συνάρτηση µεταφοράς της µορφής (3.56) στην οποία τουλάχιστον

ένας από τους συντελεστές του παρανοµαστή είναι διάφορος του µηδενός, ονοµά-

ζονται συστήµατα άπειρης κρουστικής απόκρισης (IIR, Infinite Impulse Response),

επειδή η αντίστοιχη κρουστική απόκριση h(n) αποτελείται από άπειρους όρους.

(Θυµηθείτε την ενότητα 3.2 στην οποία ο υπολογισµός του αντίστροφου M.Z. µιας

ρητής συνάρτησης µε τη µέθοδο της ανάπτυξης σε δυναµοσειρά ή σε µερικά κλά-

σµατα, κατέληγε σε ακολουθία απείρων όρων). Για αιτιατά συστήµατα, οι πόλοι της

H(z) θα πρέπει να βρίσκονται εντός του µοναδιαίου κύκλου για να είναι ευσταθή.

Μια διαφορετική ταξινόµηση των συστηµάτων είναι σε επαναληπτικά (recursive) ή

µη επαναληπτικά (non recursive) συστήµατα[1]. Επαναληπτικά είναι τα συστήµατα

στα οποία η εξίσωση διαφορών εκφράζεται µε τη µορφή (3.53) µε bi ≠ 0. Σ’ αυτά τα

συστήµατα η έξοδος y(n) σε κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται και από τιµές της εξό-

δου σε προηγούµενες χρονικές στιγµές y(n–1), y(n–2),… Έχουµε δηλαδή, ανατρο-

φοδότηση (feedback) τιµών της εξόδου στο σύστηµα. Στα µη επαναληπτικά συστή-

µατα, η εξίσωση διαφορών εκφράζεται µε τη µορφή (3.57), γεγονός που σηµαίνει

πως η έξοδος y(n) σε κάθε χρονική στιγµή εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα και τις

προηγούµενες τιµές της εισόδου.

3.4.4 ¢ÔÌ¤˜ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Τα συστήµατα διακριτού χρόνου παριστάνονται συχνά µε τη µορφή διαγραµµάτων

ροής. Πρόκειται για ένα απλό και κατανοητό τρόπο αναπαράστασης των εξισώσεων

διαφορών και των συναρτήσεων µεταφοράς. Ας µελετήσουµε αυτόν τον τρόπο ανα-

παράστασης µε τη βοήθεια της εξίσωσης διαφορών ενός αιτιατού ψηφιακού φίλτρου

δεύτερης τάξης. Το ότι το συγκεκριµένο φίλτρο είναι δεύτερης τάξης, σηµαίνει ότι

στην εξίσωση (3.53) έχουµε Ν = 2. Το ότι αυτό είναι και αιτιατό, σηµαίνει επιπλέον

ότι M ≤ Ν. Άρα η γενική µορφή της εξίσωσης διαφορών ενός τέτοιου φίλτρου θα είναι

y(n) = α0x(n) + α1x(n – 1) + α2x(n – 2) – b1y(n – 1) – b2y(n – 2) (3.59)

και η αντίστοιχη συνάρτηση µεταφοράς

(3.60)
  
H z

z z

b z b z
( ) = + +

+ +

− −

− −
α α α0 1

1
2

2

1
1

2
21
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[1] Στην ελληνική βιβλιογραφία τα συστήµατα αυτά θα τα δούµε και ως αναδροµικά και ως
µη αναδροµικά. 
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Για τον υπολογισµό των εξισώσεων διαφορών της µορφής (3.59), ή γενικότερα της

µορφής (3.53), χρειαζόµαστε πολλαπλασιαστές, αθροιστές και στοιχεία καθυστέρη-

σης. Οι αντίστοιχες σχηµατικές τους αναπαραστάσεις δίνονται από το Σχήµα 3.4.

Το διάγραµµα ροής που αντιστοιχεί στην εξίσωση (3.59) δίνεται από το Σχήµα 3.5α.

Το σύµβολο z–1 αντιπροσωπεύει καθυστέρηση 1 µονάδας χρόνου (µοναδιαία καθυ-

στέρηση, unit delay), γεγονός που µας είναι ήδη γνωστό από την ιδιότητα της ολί-

σθησης του M.Z. (σχέση 3.24).

x(n) x(n) x(n)k

kx(n) x(n-1)x(n) + w(n)

w(n)

z-1

Πολλαπλασιαστής Aθροιστής Στοιχείο Kαθυστέρησης 

x(n)x(n) w(n)
y(n)

y(n)
α0 α0

α1-b1

α2-b2

α1 -b1

α2 -b2

z-1 z-1

z-1z-1

(α) (β)

z-1

z-1

™¯‹Ì· 3.4

Τα βασικά δοµικά
στοιχεία των

ψηφιακών συστη-
µάτων.

™¯‹Ì· 3.5

Πραγµατοποίηση
δοµής δεύτερης

τάξης: (α) άµεση
µορφή τύπου–1,

(β) κανονική ή
άµεση µορφή

τύπου–2

Η  πραγµατοποίηση[2] του φίλτρου δεύτερης τάξης µε το διάγραµµα του Σχήµατος

3.5α, προκύπτει άµεσα από τη σχέση (3.59) και ονοµάζεται άµεση µορφή τύπου–1

(direct form type – 1). Παρατηρούµε ότι µια τέτοια δοµή πραγµατοποίησης απαιτεί

τέσσερα στοιχεία καθυστέρησης. Ένας διαφορετικός τρόπος πραγµατοποίησης του

ίδιου φίλτρου είναι ο ακόλουθος:

[2] Με τον όρο «πραγµατοποίηση» (realization) εννοούµε τον τρόπο µε τον οποίο αναπαρι-
στούµε και τελικά υπολογίζουµε µία εξίσωση διαφορών ή την αντίστοιχη συνάρτηση
µεταφοράς. Με τον όρο « υλοποίηση» (implementation) εννοούµε τον τελικό υπολογι-
σµό αυτών µε τη βοήθεια ειδικών ψηφιακών κυκλωµάτων ή υπολογιστών.
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Αρχίζοντας από τη συνάρτηση µεταφοράς (3.60), έχουµε ότι:

ή (3.61)

όπου (3.62)

Ο αντίστροφος M.Z. των τελευταίων δύο σχέσεων (3.61) και (3.62) µας δίνει αντίστοιχα:

y(n) = α0w(n) + α1w(n – 1) + α2w(n – 2) (3.63)

w(n) = x(n) – b1w(n – 1) – b2w(n – 2) (3.64)

Η  δοµή πραγµατοποίησης των τελευταίων σχέσεων δίνεται από το Σχήµα 3.5β και

είναι γνωστή ως άµεση µορφή τύπου–2ή κανονική µορφή πραγµατοποίησης του ίδιου

φίλτρου. Στην περίπτωση αυτή απαιτούνται µόνο δύο στοιχεία καθυστέρησης. 

Συστήµατα διακριτού χρόνου τάξης υψηλότερης της δεύτερης, που µόλις εξετάσαµε,

µπορούν να πραγµατοποιηθούν µε τρόπο αντίστοιχο εκείνου του Σχήµατος 3.5. Στην

πράξη όµως, οι υψηλής τάξης συναρτήσεις (Ν > 2) πραγµατοποιούνται ως συνδυασµοί

δοµών πρώτης και / ή δεύτερης τάξης σε σειρά (cascade) ή παράλληλα (parallel), όπως

φαίνεται στο Σχήµα 3.6. Αυτό γίνεται για να µειωθούν τα σφάλµατα των υπολογισµών

κατά την υλοποίησή τους µε ψηφιακά συστήµατα τα οποία χρησιµοποιούν πεπερασµένη

ακρίβεια για την αναπαράσταση των συντελεστών και τον υπολογισµό των πράξεων.
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x(n)

x(n)

y(n)

y(n)
H1(z)

H1(z)

H2(z)

HL(z)

H2(z) HL(z)

(α)

(β)

B0

…

…

™¯‹Ì· 3.6

∆οµές υψηλής
τάξης ως συνδυα-
σµός δοµών πρώ-
της ή δεύτερης
τάξης (α) σε σειρά
και (β) παράλληλα
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Για την πραγµατοποίηση σε σειρά(cascade realisation), η συνάρτηση µεταφοράς H(z)

αναλύεται σε γινόµενο παραγόντων ως:

(3.65)

όπου L το ακέραιο µέρος του (Ν + 1)/2 και Hi(z) δοµή πρώτης ή δεύτερης τάξης: 

πρώτης τάξης (3.66)

δεύτερης τάξης (3.67)

Τρία είναι τα προβλήµατα που πρέπει να αντιµετωπιστούν κατά την πραγµατοποίη-

ση σε σειρά:

1) µε ποιο τρόπο θα πρέπει να συνδυαστούν οι αριθµητές µε τους παρανοµαστές, 

µετά την παραγοντοποίηση της H(z)

2) µε ποια σειρά θα πρέπει οι επιµέρους δοµές να συνδεθούν, και

3) η ανάγκη κλιµάκωσης, δηλαδή µείωσης του πλάτους του σήµατος σε ενδιάµεσα

σηµεία της δοµής, ώστε αυτό να µην είναι ούτε πολύ µεγάλο, ούτε πολύ µικρό.

Για την παράλληλη πραγµατοποίηση (parallel realisation), η συνάρτηση µεταφοράς

H(z) αναλύεται σε άθροισµα παραγόντων ως:

(3.68)

όπου L το ακέραιο µέρος του (Ν + 1)/2, Β0 = αΜ/bN και

πρώτης τάξης (3.69)

δεύτερης τάξης (3.70)

Στην παράλληλη πραγµατοποίηση δεν παίζει ρόλο η σειρά διασύνδεσης των επιµέ-

ρους δοµών. Επιπλέον, η κλιµάκωση είναι πιο εύκολη υπόθεση, αφού µπορεί να γίνει

για κάθε µία δοµή ανεξάρτητα. Τα µηδενικά όµως των επιµέρους δοµών είναι περισ-

σότερο ευαίσθητα στα σφάλµατα κβάντισης των συντελεστών.
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Η  σχέση εισόδου–εξόδου ενός LTI συστήµατος διακριτού χρόνου µε κρουστική από-

κριση h(n) δίνεται από την εξίσωση της συνέλιξης (1.18)

(3.71)

όπου x(n), y(n) οι ακολουθίες εισόδου και εξόδου αντίστοιχα. Αν η ακολουθία εισό-

δου x(n) είναι εκθετικής µορφής

(3.72)

τότε η έξοδος y(n) θα ισούται µε

(3.73)

η οποία µπορεί να γραφεί ως

(3.74)

όπου

(3.75)

Η  ποσότητα H(ejω) ονοµάζεται απόκριση συχνότητας (frequency response) του LTI

συστήµατος και µας παρέχει µια περιγραφή αυτού στο πεδίο της συχνότητας. Από

την εξίσωση (3.75) παρατηρούµε ότι η Η(ejω) αποτελεί ουσιαστικά το µετασχηµατισµό

Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της κρουστικής απόκρισης h(n) του συστήµατος. Η

εξίσωση (3.74) µας λέει ότι για µια µιγαδική ακολουθία εισόδου x(n) γωνιακής συχνό-

τητας ω, η έξοδος είναι επίσης µια µιγαδική ακολουθία της ίδιας γωνιακής συχνότη-

τας, πολλαπλασιασµένη όµως µε το µιγαδικό παράγοντα H(ejω). Ο παράγοντας αυτός

εξαρτάται από τη συχνότητα εισόδου ω και την κρουστική ακολουθία h(n).

H H(ejω), όπως είδαµε άλλωστε και στην ενότητα 2.1 για τον DTFT, είναι γενικά µια

µιγαδική συνάρτηση του ω µε περίοδο 2π και µπορεί να εκφραστεί ως

(3.76)

όπου Hr(e
jω) και Hi(e

jω) είναι πραγµατικές συναρτήσεις ως προς ω, και αποτελούν

το πραγµατικό και φανταστικό µέρος της H(ejω) αντίστοιχα, και
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(3.77)

Η  ποσότητα ονοµάζεται απόκριση µέτρου (magnitude response) και η

ποσότητα Θ(ω) απόκριση φάσης (phase response) του LTI συστήµατος διακριτού

χρόνου. Και οι δύο αυτές συναρτήσεις είναι πραγµατικές συναρτήσεις του ω.

Η  απόκριση συχνότητας ενός συστήµατος διακριτού χρόνου µπορεί εύκολα να υπο-

λογιστεί από τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) του συστήµατος. Φυσικά, όπως έχουµε

ήδη σχολιάσει, η απόκριση συχνότητας έχει νόηµα µόνο για ευσταθή συστήµατα.

Είδαµε ότι η απόκριση συχνότητας του συστήµατος δεν είναι άλλη από το µετα-

σχηµατισµό Fourier της κρουστικής του απόκρισης. Για να βρούµε το µετασχηµα-

τισµό Fourier του συστήµατος πρέπει να υπολογίσουµε το M.Z. πάνω στο µοναδι-

αίο κύκλο, δηλαδή για z = ejω. Έχουµε, εποµένως, από τον ορισµό του M.Z.:

(3.78)

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο γεωµετρικός ή γραφικός προσδιορισµόςτης από-

κρισης συχνότητας που θα εξετάσουµε αµέσως τώρα. Είναι ένας εύκολος και χρή-

σιµος τρόπος για να υπολογίζουµε ποιοτικά κυρίως, την απόκριση συχνότητας σχε-

τικά απλών συστηµάτων και βασίζεται στο διάγραµµα πόλων–µηδενικών της συνάρ-

τησης µεταφοράς H(z). Ταυτόχρονα αναδεικνύει και µια φυσική σηµασία των πόλων

και µηδενικών της συνάρτησης µεταφοράς. Συγκεκριµένα, η ρητή συνάρτηση H(z)

της σχέσης (3.56) γράφεται ως:

(3.79)

όπου z1, z2, …, zM τα M µηδενικά και p1, p2, …, pN οι Ν πόλοι αυτής.

Για z = ejω η σχέση αυτή γίνεται:

(3.80)

και εκφράζοντας κάθε µιγαδικό αριθµό του αριθµητή και παρανοµαστή σε πολικές

συντεταγµένες έχουµε:
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(3.81)

Λαµβάνοντας υπόψη ότι κάθε µιγαδικός zi µπορεί να αναπαρασταθεί και από ένα

διάνυσµα στο µιγαδικό επίπεδο και ότι ο ejω είναι το διάνυσµα µέτρου ίσου µε τη

µονάδα µε κέντρο την αρχή των αξόνων και γωνίας ω µε τον άξονα των θετικών

πραγµατικών, τότε το ejω–zi = Cie
jαi, i = 1,2,…,M, αντιπροσωπεύει το διάνυσµα από

το µηδενικό zi µέχρι εκείνο το σηµείο του µοναδιαίου κύκλου, όπου καταλήγει το ejω

(Βλ. Σχήµα 3.7α). Αντίστοιχα ορίζονται και τα διανύσµατα ejω–pl = Dle
jβl, l =

1,2,…,N, για τους πόλους της σχέσης (3.80). Παρατηρούµε λοιπόν ότι το Ci είναι η

απόσταση του µηδενικού zi από το σηµείο του µοναδιαίου κύκλου όπου καταλήγει

το διάνυσµα ejωκαι Dl είναι η απόσταση του πόλου pl από το ίδιο σηµείο. Οι φάσεις

αi και βl είναι οι γωνίες των αντιστοίχων διανυσµάτων µε τον άξονα των θετικών

πραγµατικών. Αυτές οι γεωµετρικές αναπαραστάσεις φαίνονται στο Σχήµα 3.7β.
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Γραφικός προσ-
διορισµός της
απόκρισης συχνό-
τητας.

Από τη σχέση (3.81) βρίσκουµε πλέον ότι το µέτρο της απόκρισης συχνότητας ισού-

ται µε

(3.82)

και η φάση της µε

Θ = ∠b0 + (N – M)ω + (α1 + α2 + … + αΜ) – (β1 + β2 + …βΝ) (3.83)
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Η  φάση του συντελεστή b0 είναι 0 ή π, ανάλογα µε το πρόσηµο αυτού (θετικό ή

αρνητικό αντίστοιχα).

Η  γεωµετρική αναπαράσταση είναι πολύ χρήσιµη στην κατανόηση του τρόπου µε

τον οποίο οι θέσεις των πόλων και των µηδενικών επηρεάζουν την απόκριση µέτρου

και φάσης ενός συστήµατος. Για παράδειγµα, εάν ένα µηδενικό zi βρίσκεται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο, τότε το µέτρο του αντίστοιχου διανύσµατος Ci θα ισούται µε

µηδέν για ω = ∠zi, µε αποτέλεσµα και το µέτρο |H(ejω)| να γίνεται 0 για τη συχνό-

τητα αυτή. Όµοια, όταν ένας πόλος pl βρίσκεται πάνω στο µοναδιαίο κύκλο, τότε το

µέτρο του αντίστοιχου διανύσµατος Dl θα ισούται µε 0 για ω = ∠pl, µε αποτέλεσµα

το µέτρο |H(ejω)| να γίνεται άπειρο για τη συχνότητα αυτή. Γίνεται λοιπόν φανερό,

ότι η παρουσία ενός µηδενικού κοντά στο µοναδιαίο κύκλο αναγκάζει το µέτρο της

απόκρισης συχνότητας να παίρνει πολύ µικρές τιµές, για τιµές της συχνότητας κοντά

στο συγκεκριµένο σηµείο του µοναδιαίου κύκλου. Κατ’ αναλογία, η παρουσία ενός

πόλου κοντά στο µοναδιαίο κύκλο, αναγκάζει το µέτρο της απόκρισης συχνότητας

να παίρνει πολύ µεγάλες τιµές για τιµές της συχνότητας κοντά στο συγκεκριµένο

σηµείο του µοναδιαίου κύκλου. Εποµένως, οι πόλοι επιφέρουν το αντίθετο αποτέ-

λεσµα από τα µηδενικά. Θέτοντας ένα µηδενικό κοντά σ’ ένα πόλο, αυτό εξουδετε-

ρώνει την επίδραση του πόλου. Το ίδιο συµβαίνει και αν θέσουµε ένα πόλο κοντά

σ’ ένα µηδενικό. Αυτό γίνεται κατανοητό και από την εξίσωση (3.80), όπου φαίνε-

ται ότι για zi = pl οι όροι e
jω–zi και e

jω–pl απλοποιούνται.

Καταλαβαίνουµε λοιπόν ότι η γεωµετρική αναπαράσταση των πόλων και των µηδε-

νικών της συνάρτησης µεταφοράς ενός συστήµατος είναι ουσιώδους σηµασίας για

τον προσδιορισµό της απόκρισης συχνότητας αυτού. Και αντίθετα, εάν µας δίνεται

η επιθυµητή απόκριση συχνότητας, µπορούµε εύκολα να προσδιορίσουµε τη συνάρ-

τηση µεταφοράς του συστήµατος εκείνου που έχει την απόκριση αυτή. Με άλλα

λόγια, µπορούµε να σχεδιάσουµε το κατάλληλο φίλτρο το οποίο παρουσιάζει την

απόκριση συχνότητας που µας ενδιαφέρει. Πριν όµως προχωρήσουµε σε κάποια

παραδείγµατα σχετικά µε τον γεωµετρικό προσδιορισµό της απόκρισης συχνότητας

ενός συστήµατος, θα ήταν καλό να κάνουµε µια σύντοµη αναφορά στα φίλτρα.

Ο όρος φίλτρο (filter) αναφέρεται σε ένα LTI σύστηµα το οποίο χρησιµοποιείται για

την επιλογή διαφόρων συχνοτήτων µεταξύ αυτών που εφαρµόζονται στην είσοδό

του. Οι συχνότητες που θα επιλεγούν καθορίζονται από την απόκριση συχνότητας

H(ejω) του συστήµατος, η οποία µε τη σειρά της εξαρτάται από τις παραµέτρους του

συστήµατος, λ.χ. τους συντελεστές αi, bi της εξίσωσης διαφορών (3.53). Εποµένως,

επιλέγοντας κατάλληλα τους συντελεστές, µπορούµε να σχεδιάσουµε φίλτρα τα

οποία επιτρέπουν τη διέλευση σηµάτων µε συνιστώσες συχνότητας σε ορισµένες
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περιοχές, ενώ εξασθενίζουν τις συνιστώσες συχνότητας σε άλλες περιοχές. Γενικά,

ένα LTI σύστηµα τροποποιεί το φάσµα του σήµατος X(ejω) σύµφωνα µε την από-

κριση H(ejω) αυτού, δίνοντας στην έξοδο ένα σήµα µε φάσµα Y(ejω) = H(ejω) X(ejω).

Με άλλα λόγια, η H(ejω) δρα ως συνάρτηση βάρους (weighting function) για τις δια-

φορετικές συνιστώσες της συχνότητας του σήµατος εισόδου. Από αυτή την άποψη,

µπορούµε να πούµε ότι κάθε LTI σύστηµα µπορεί να χαρακτηριστεί ως ένα φίλτρο,

ακόµη και αν αυτό δεν εµποδίζει τη διέλευση σε κάποιες ή σε όλες τις συχνότητες.

Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο οι όροι «LTI σύστηµα» και «φίλτρο» χρησιµο-

ποιούνται ο ένας αντί του άλλου. 

Τα φίλτρα ταξινοµούνται σε βαθυπερατά (lowpass), υψηπερατά (highpass), ζωνοπε-

ρατά (bandpass) και απόρριψης ζώνης (bandstop), ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά

τους στο πεδίο της συχνότητας. Η  ιδανική απόκριση µέτρου των φίλτρων αυτών φαί-

νεται στο Σχήµα 3.8. Οι συχνότητες ωc, ω1, ω2 ονοµάζονται συχνότητες αποκοπής

(cutoff frequencies) και ορίζουν τα όρια µεταξύ των συχνοτήτων που επιτρέπεται να

διέλθουν από το σύστηµα και αυτών που απορρίπτονται. Η  περιοχή συχνοτήτων στην

οποία επιτρέπεται η διέλευση αποτελεί τη ζώνη διέλευσης (passband), ενώ η περιο-

χή συχνοτήτων στην οποία δεν επιτρέπεται η διέλευση ονοµάζεται ζώνη απόρριψης

ή ζώνη αποκοπής (stopband). Όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.8, τα ιδανικά φίλτρα έχουν

ζώνη διέλευσης σταθερού κέρδους, δηλαδή σταθερής τιµής (συνήθως ίσης µε 1) και

ζώνη αποκοπής µηδενικού κέρδους.

Στην πραγµατικότητα όµως, η µορφή ενός φίλτρου αποκλίνει από τις ιδανικές αυτές

µορφές, όπως για παράδειγµα αυτή του Σχήµατος 3.9 για ένα βαθυπερατό φίλτρο.

Η  µετάβαση από τη ζώνη διέλευσης στη ζώνη αποκοπής δεν γίνεται ακαριαία, και

καθορίζει έτσι µια νέα περιοχή συχνοτήτων, τη λεγόµενη ζώνη µετάβασης (transition

band). Η  συχνότητα ωp αναφέρεται και ως όριο ζώνης διέλευσης (passband edge),

και η συχνότητα ωs ως όριο ζώνης αποκοπής (stopband edge). Η  ζώνη µετάβασης

καθορίζεται µεταξύ των συχνοτήτων ωp και ωs. Επίσης, το κέρδος στις ζώνες διέ-

λευσης και αποκοπής δεν είναι σταθερό, αλλά µεταβάλλεται. Για παράδειγµα, µπο-

ρεί να παρουσιάζεται κάποια κυµάτωση (απόκλιση) γύρω από τις τιµές 1 και 0 αντί-

στοιχα, η οποία συµβολίζεται µε δp και δs για την κάθε περιοχή αντίστοιχα.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.9

Να προσδιοριστεί η απόκριση συχνότητας του συστήµατος διακριτού χρόνου το

οποίο έχει συνάρτηση µεταφοράς H(z) = (z + 0,5)/(z – 0,5) µε |z| > 0,5.

Λύση

Για να βρούµε την απόκριση συχνότητας του συστήµατος, πρέπει να υπολογίσουµε

τη συνάρτηση µεταφοράς για όλες τις τιµές |z| = 1 ή z = ejω. Έτσι, µε βάση την ανά-

λυση που προηγήθηκε έχουµε:

όπου V = C/D και Θ = α – β. Γραφικά, οι υπολογισµοί αυτοί αρχίζουν µε την τοπο-

θέτηση στο µιγαδικό επίπεδο–z του πόλου στο σηµείο z = 0,5 (σύµβολο ××) και του

µηδενικού στο σηµείο z = – 0,5 (σύµβολο ••), όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.10α. Στη

συνέχεια, για κάθε γωνία ω υπολογίζουµε το µέτρο V και την φάση Θ. Το µέτρο και

η φάση της απόκρισης συχνότητας του συγκεκριµένου συστήµατος δείχνονται στο

Σχήµα 3.10ε και 3.10στ αντίστοιχα.
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Οι υπολογισµοί αυτοί επιβεβαιώνονται εύκολα µε τη βοήθεια των σχηµάτων

3.10β–3.10δ. Έτσι, για γωνία ίση µε 0 (Σχήµα 3.10β) C = 1,5, D = 0,5, α = β = 0 και,

κατά συνέπεια, V = 3 και Θ = 0. Για γωνία ίση µε π/2 (Σχήµα 3.10γ) C = D, α < β

και άρα V = 1 και Θ < 0. Για γωνία ίση µε π (Σχήµα 3.10δ) C = 0,5, D = 1,5, α = β

= π και άρα V = 1/3 και Θ = 0. Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ένα βαθυπερατό φίλ-

τρο. Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι το µέτρο της απόκρισης συχνότητας |H(ejω)|

είναι συµµετρική συνάρτηση γύρω από το σηµείο ω = π, ενώ η φάση είναι αντι–συµ-

µετρική γύρω από το ίδιο σηµείο. Επιπλέον, επιβεβαιώνεται ότι η απόκριση συχνό-

τητας είναι περιοδική. 
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Γεωµετρικός προσ-
διορισµός της από-
κρισης συχνότητας
του Παραδείγµατος

3.9: (α)–(δ) διά-
γραµµα

πόλων–µηδενικών
για διαφορετικές

συχνότητες, (ε)–(στ)
µέτρο και φάση της

απόκρισης

Η  κρουστική απόκριση ενός ευσταθούς LTI συστήµατος διακριτού χρόνου δίνεται

από τη σχέση h(n) = αnu(n) µε α = 0,5. Να σχεδιαστεί η απόκριση συχνότητας του

συστήµατος.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.5
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.10

Να σχεδιαστεί ψηφιακό φίλτρο το οποίο να αποκόπτει τη συχνότητα ω0.

Λύση

Τα φίλτρα αυτής της κατηγορίας ονοµάζονται φίλτρα αποκοπής ή απόρριψης συχνό-

τητας (notch filters). Τέτοια φίλτρα είναι συνήθως πολύ χρήσιµα σε όργανα ή συστή-

µατα εγγραφής στα οποία θέλουµε να αποκόψουµε τη συχνότητα των 50 Hz της

γραµµής τροφοδοσίας που παρεισδύει σ’ αυτά.

Για να δηµιουργήσουµε ένα µηδενικό στην απόκριση συχνότητας για µια συγκεκρι-

µένη συχνότητα ω0, απλώς εισάγουµε ένα ζεύγος συζυγών µιγαδικών µηδενικών πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο και σε µία γωνία ω0, δηλαδή z1,2 = 1e ± jω0 (Βλ. Σχήµα 3.11α).

Κατά συνέπεια, η συνάρτηση µεταφοράς του FIR φίλτρου που προκύπτει είναι:

Σχεδιάζοντας την απόκριση συχνότητας του συστήµατος αυτού παρατηρούµε ότι

αυτό µηδενίζει τη συχνότητα ω0, ταυτόχρονα όµως, εξασθενίζει σηµαντικά και τις

συχνότητες γύρω από την ω0. (Στο Σχήµα 3.11α φαίνεται η απόκριση συχνότητας

για ω0 = π/4). Για να µειώσουµε το εύρος των συχνοτήτων που επηρεάζονται, θα

πρέπει να καταφύγουµε σε τεχνικές σχεδιασµού FIR φίλτρων µεγαλύτερης τάξης,

όπως αυτές παρουσιάζονται στο επόµενο κεφάλαιο. Μια διαφορετική προσέγγιση

είναι αυτή της εισαγωγής πόλων στη συνάρτηση του συστήµατος. Έστω, λοιπόν, ότι

τοποθετούµε ένα ζεύγος συζυγών µιγαδικών πόλων στα σηµεία p1,2 = re ± jω0,

0 < r < 1, δηλαδή στην ίδια γωνία (συχνότητα) που βρίσκονται και τα µηδενικά (Βλ.

Σχήµα 3.11β). Το αποτέλεσµα των πόλων είναι η εισαγωγή συντονισµού στην περιο-

χή γύρω από τα µηδενικά και συνεπώς η ελάττωση του εύρους των συχνοτήτων που

επηρεάζονται. Η  συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος γίνεται τώρα:

Η  απόκριση συχνότητας του συστήµατος φαίνεται στο Σχήµα 3.11β για ω0 = π/4 και

r = 0,85 ή r = 0,95 και b0 = 1. Συγκρίνοντας αυτή µε την απόκριση του FIR φίλτρου

του Σχήµατος 3.11α, παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα της εισαγωγής των πόλων

ήταν η σηµαντική µείωση του εύρους των συχνοτήτων γύρω από τη συχνότητα ω0.

Τέλος, η σύγκριση της τελευταίας συνάρτησης µεταφοράς µε εκείνη της σχέσης

(3.60) µας οδηγεί στην εύρεση των τιµών των συντελεστών του φίλτρου, δηλαδή a0
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= 1, a1 = –2cosω0, a2 = 1, b1 = –2rcosω0, b2 = r2. Για παράδειγµα, στην περίπτωση

που ω0 = π/4 και r = 0,85 οι συντελεστές αυτοί είναι αντίστοιχα: a0 = 1, a1 = –1,41,

a2 = 1, b1 = –1,2, b2 = 0,72. Συνεπώς, η πραγµατοποίηση του δεύτερης τάξης φίλ-

τρου το οποίο εξετάζουµε, µπορεί να γίνει µε µία από τις άµεσες µορφές τύπου–1 ή

τύπου–2 του Σχήµατος 3.5, µε τιµές συντελεστών αυτές που µόλις υπολογίσαµε.
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™¯‹Ì· 3.11

∆ιάγραµµα πόλων
– µηδενικών και
απόκριση συχνό-
τητας (α) του FIR

και (β) του IIR
φίλτρου του

Παραδείγµατος
3.10.
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Στην αυτή ενότητα ασχοληθήκαµε µε την ανάλυση συστηµάτων βασιζόµενοι στον

M.Z. Είδαµε ότι από τη συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος µπορούµε άµεσα

να εξάγουµε συµπεράσµατα για την αιτιατότητα και την ευστάθεια αυτού. Είδαµε

επίσης ότι από τη συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος µπορούµε εύκολα να

προσδιορίσουµε την αντίστοιχη εξίσωση διαφορών αυτού, όπως και το αντίστρο-

φο. Γνωρίσαµε τις δοµές πραγµατοποίησης των συστηµάτων διακριτού χρόνου και

αναφερθήκαµε στην αναγκαιότητα πραγµατοποίησης δοµών υψηλής τάξης µε δοµή

πρώτης ή / και δεύτερης τάξης σε σειρά ή παράλληλα. Τέλος, µελετήσαµε την από-

κριση συχνότητας των συστηµάτων διακριτού χρόνου και ασχοληθήκαµε µε το γεω-

µετρικό (γραφικό) προσδιορισµό αυτής. Είδαµε ότι η απόκριση συχνότητας προ-

κύπτει από τη συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος, υπολογίζοντας αυτή πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο.

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο Κεφάλαιο αυτό ασχοληθήκαµε µε το M.Z. σηµάτων διακριτού χρόνου, και δια-

πιστώσαµε ότι πρόκειται για ένα ισχυρό µαθηµατικό εργαλείο στη µελέτη διακρι-

τών σηµάτων και συστηµάτων, αντίστοιχο του µετασχηµατισµού Laplace για σήµα-

τα και συστήµατα συνεχούς–χρόνου. Είδαµε ότι:

Η  συνέλιξη δύο ακολουθιών ισοδυναµεί µε τον πολλαπλασιασµό των αντίστοιχων

M.Z. τους.

1 3 3™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À

Ποια η έξοδος του συστήµατος , όταν η είσο-

δος είναι x(n) = δ(n)–(1/3)δ(n–1);

  
y n y n y n x n( ) ( ) ( ) ( )= − − − +5

1
1

2
6 6

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.6

Η  συνάρτηση µεταφοράς ενός αιτιατού LTI συστήµατος διακριτού χρόνου ισούται

µε H(z) = 1/(1 + 0,5z–1). Εξετάστε αν το σύστηµα είναι ευσταθές και σχεδιάστε τη

δοµή πραγµατοποίησης του συστήµατος καθώς και την απόκριση συχνότητας αυτού.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.7
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Ο καθορισµός της Π.Σ. του M.Z. είναι πάντοτε απαραίτητος.

Η  Π.Σ. αιτιατής ακολουθίας εκτείνεται στο εξωτερικό ενός κύκλου ακτίνας ίσης µε

το µέτρο του πλέον αποµακρυσµένου πόλου του M.Z. από την αρχή των αξόνων

του µιγαδικού επιπέδου–z.

Τα LTI συστήµατα, τα οποία περιγράφονται από εξισώσεις διαφορών µε σταθερούς

συντελεστές, έχουν ρητές συναρτήσεις µεταφοράς.

Ο µονόπλευρος M.Z. µας λύνει το πρόβληµα του υπολογισµού της απόκρισης δια-

κριτών συστηµάτων µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.

Από τη συνάρτηση µεταφοράς H(z) ενός συστήµατος διακριτού χρόνου, µπορού-

µε άµεσα να εξάγουµε συµπεράσµατα για την αιτιατότητα και ευστάθεια του

συστήµατος. Επίσης, εύκολα προσδιορίζουµε την εξίσωση διαφορών του συστή-

µατος και τη δοµή πραγµατοποίησης αυτού.

Η  απόκριση συχνότητας ενός ευσταθούς συστήµατος προσδιορίζεται από τη συνάρ-

τηση µεταφοράς αυτού για z = ejω, δηλαδή για τις τιµές του z που βρίσκονται πάνω

στο µοναδιαίο κύκλο. Η  χρήση του διαγράµµατος πόλων–µηδενικών οδηγεί σε

εύκολο γεωµετρικό (γραφικό) προσδιορισµό της απόκρισης συχνότητας ενός

συστήµατος. 
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√¢∏°√™ ¶∂ƒ∞π∆∂ƒø ª∂§∂∆∏™

Σ.Θεοδωρίδης, Κ.Μπερµπερίδης, Εισαγωγή στη Θεωρία Σηµάτων & Συστηµάτων,

Τυπωθήτω Γ. ∆αρδανός, 1998.

Το Κεφάλαιο 5 αναφέρεται σε σήµατα και συστήµατα διακριτού χρόνου. Γίνεται

αναλυτική αναφορά στις ιδιότητες του µετασχηµατισµού–z και δίνονται παρα-

δείγµατα και ασκήσεις.

S.K.Mitra, Dig ital Sig nal Processing : A computer–Based Approach, Second

Edition,McGraw Hill, 2001.

Στο Κεφάλαιο 3 γίνεται µια σχετικά σύντοµη αναφορά στο µετασχηµατισµό–z, στις

ιδιότητες και στις εφαρµογές του. Περιέχονται πολλά παραδείγµατα τα οποία υλο-

ποιούνται σε Matlab.

A.V.Oppenheim, A.S.Willsky, Sig nals & Systems, Second Edition, Prentice– Hall,

1997.
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Εκτενής αναφορά στο µετασχηµατισµό–z, µε πολλά παραδείγµατα και µε αυστηρή

µαθηµατική θεµελίωση γίνεται στο Κεφάλαιο 10 του βιβλίου. Υπάρχουν επίσης

πολλές ασκήσεις µε τις απαντήσεις τους.

J.P.Proakis, D.G.Manolakis, Dig ital Sig nal Processing : Principles, Alg orithms and

Applications, Third Edition, Prentice Hall, 1996.

Το Κεφάλαιο 3 του βιβλίου αναφέρεται στο M.Z. Εξαιρετική παρουσίαση µε πολλά

παραδείγµατα και ασκήσεις.
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absolutely summable αθροίσιµος κατ’ απόλυτη τιµή

bandpass filter ζωνοδιαβατό ή ζωνοπερατό φίλτρο

bandstop filter φίλτρο απόρριψης ζώνης

bilateral transform αµφίπλευρος µετασχηµατισµός

cascade realisation πραγµατοποίηση σε σειρά

cutoff frequency συχνότητα αποκοπής

difference equation εξίσωση διαφορών

feedback ανάδραση, ανατροφοδότηση

frequency response απόκριση συχνότητας

highpass filter υψηπερατό φίλτρο

left–sided αριστερόπλευρος

long division συνεχής διαίρεση

lowpass filter βαθυπερατό φίλτρο

magnitude response απόκριση µέτρου

notch filter φίλτρo αποκοπής (απόρριψης) συχνότητας

passband ζώνη διέλευσης

phase response απόκριση φάσης

recursive επαναληπτικός, αναδροµικός

right–sided δεξιόπλευρος

ring δακτύλιος

ROC Π.Σ., περιοχή σύγκλισης

stopband ζώνη απόρριψης ή αποκοπής

system function συνάρτηση συστήµατος

transfer function συνάρτηση µεταφοράς

transition band ζώνη µετάβασης

two–sided αµφίπλευρος

unilateral transform µονόπλευρος µετασχηµατισµός

unit circle µοναδιαίος κύκλος

unit delay µοναδιαία καθυστέρηση

z–plane επίπεδο–z

1 3 7∞ ¶√¢√™∏ ∞°°§π∫ø¡ √ƒø¡ ™∆∏¡ ∂§§∏¡π∫∏
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3.1

Μία από τις πιο σηµαντικές ιδιότητες του M.Z. είναι αυτή της συνέλιξης. Ας δούµε

την ευκολία που µας παρέχει υπολογίζοντας τη συνέλιξη y(n) = h(n)*x(n), όπου h(n)

= {1, 2, 3} και x(n) = {3, 4, 5, 2}. Βρίσκουµε τους M.Z. των συναρτήσεων και υπο-

λογίζουµε την Y(z) = H(z)X(z). H y(n) θα προκύψει από τον αντίστροφο M.Z. της

H(z). Έχουµε εποµένως:

H(z) = 1 + 2z–1 + 3z–2 X(z) = 3 + 4z–1 + 5z–2 + 2z–3

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τα πολυώνυµα αυτά παίρνουµε την Y(z):

Y(z) = 3 + 10z–1 + 22z–2 + 24z–3 + 19z–4 + 6z–5

H Y(z) εκφράζεται ως δυναµοσειρά και συνεπώς οι συντελεστές αυτής αποτελούν

στην πράξη και τα δείγµατα εξόδου y(n):

y(n) = {3, 10, 22, 24, 19, 6}

Παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα αυτό συµφωνεί µε τα αντίστοιχα των Παραδειγ-

µάτων 6 και 7 του Κεφαλαίου 1.

3.2

Ο υπολογισµός του M.Z. του σήµατος x(n), το οποίο είναι πεπερασµένης διάρκειας,

µπορεί να γίνει απευθείας από τον ορισµό (3.1). Η  Π.Σ. του M.Z. θα είναι όλο το επί-

πεδο–z εκτός της τιµής z = 0, αφού η x(n) είναι δεξιόπλευρη ακολουθία πεπερασµέ-

νου µήκους µε n ≥ 0. Αυτός ο τρόπος υπολογισµού αφήνεται ως άσκηση στον ανα-

γνώστη. Σηµειώστε µόνο ότι για z = 1 ο X(z) = N, αφού X(z) = 1 + z–1 + … + z–(N–1).

Εναλλακτικά, ο ίδιος υπολογισµός θα µπορούσε να γίνει µε βάση τις ιδιότητες της

γραµµικότητας και της ολίσθησης. Παρατηρήστε ότι το σήµα x(n) µπορεί να εκφρα-

στεί ως γραµµικός συνδυασµός δύο µοναδιαίων βηµατικών ακολουθιών άπειρου

µήκους, δηλαδή x(n) = u(n)–u(n–N) (Βλ. άσκηση αυτοαξιολόγησης 1.1). Συνεπώς

Z{x(n)} = Z{u(n)}–Z{u(n–N)}

ή  X(z) = Z{u(n)}–z–NZ{u(n)} = (1–z–N)Z{u(n)} = (1–z–N) , |z| > 1

όπου από τον Πίνακα 3.1, χρησιµοποιήσαµε ότι Z{u(n)} = µε Π.Σ. |z| > 1.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η Π.Σ. του X(z) είναι, όπως ήδη αναφέραµε, ολόκληρο

το επίπεδο–z εκτός της τιµής z = 0. Με άλλα λόγια, εάν ο γραµµικός συνδυασµός

πολλών σηµάτων έχει ως αποτέλεσµα ένα σήµα πεπερασµένης διάρκειας, τότε η Π.Σ.

  

1

1 1− −z

  

1

1

1

11 1−
= −

−−

−

−z

z

z

N
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του M.Z. καθορίζεται αποκλειστικά και µόνο από τη φύση τού πεπερασµένης διάρ-

κειας σήµατος και όχι από τις Π.Σ. των επιµέρους M.Z. Αυτό ουσιαστικά είναι συνέ-

πεια του γεγονότος ότι πόλοι απαλείφονται από αντίστοιχα µηδενικά, όπως είναι η

περίπτωση του παραδείγµατος. 

3.3

(α) Αφού η Π.Σ. είναι το εξωτερικό ενός κύκλου, συµπεραίνουµε ότι το σήµα x(n) θα

είναι αιτιατό. Άρα ψάχνουµε για µια δυναµοσειρά µε αρνητικές δυνάµεις του z. Εκτε-

λούµε λοιπόν τη συνεχή διαίρεση του αριθµητή µε τον παρονοµαστή και έχουµε:

z2–1,9z + 0,84

z–1  + 0,9 z–2  + 0,87 z–3 + ….K

z–1K

z–1,9 + 0,84z–1K

L 0,9–0,846z–1K

L 0,9–1,71z–1 + 0,756z–2K

LL 0,87z–1 – 0,756z–2K

LL 0,87z–1 – 1,653z–2  + 0,7308z–3K

LLL 0,897z–2 – 0,7308 z–3K

LLLL …………K

Εποµένως η X(z) µπορεί να εκφραστεί ως δυναµοσειρά:

X(z) = z–1 + 0,9z–2 + 0,87z–3 + ….

Κατά συνέπεια, µπορούµε άµεσα να συµπεράνουµε ότι

{x(n)} = {0, 1, 0,9, 0,87,…}

Περισσότερα δείγµατα της x(n) µπορούµε να έχουµε συνεχίζοντας τη διαίρεση.

Σηµειώστε ότι για τη διαδικασία της συνεχούς διαίρεσης γράψαµε τον αριθµητή και

τον παρονοµαστή της X(z) κατά τις φθίνουσες δυνάµεις του z. 

(β) Στην περίπτωση αυτή η Π.Σ. του M.Z. X(z) ορίζεται στο εσωτερικό ενός κύκλου.

Εποµένως, το αντίστοιχο σήµα x(n) θα είναι αντι–αιτιατό (anticausal). Άρα ψάχνου-

µε για µια δυναµοσειρά µε θετικές δυνάµεις του z. Εκτελούµε και πάλι τη συνεχή

διαίρεση, διατάσσοντας όµως την φορά αυτή αριθµητή και παρονοµαστή κατά τις

αύξουσες δυνάµεις του z. Έχουµε λοιπόν:
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Άρα X(z) = –1,1905–1,5023z–1,9807z2 + …

και κατά συνέπεια {x(n)} = {…,–1,9807, –1,5023,–1,1905},

δηλαδή x(–2) = –1,9807, x(–1) = –1,5023, x(0) = –1,1905.

3.4

Η  διαδικασία της ανάπτυξης σε µερικά κλάσµατα είναι παρόµοια εκείνης του Παρα-

δείγµατος 3.7. Αυτό που πρέπει να διερευνήσουµε εκτενέστερα εδώ είναι το θέµα

της ζητούµενης ακολουθίας, αφού δεν µας δίνεται το εάν πρόκειται για αιτιατό ή

µη–αιτιατό σήµα. Αρχίζουµε λοιπόν από την ανάπτυξη σε µερικά κλάσµατα και

συνεχίζουµε µε τη µελέτη των Π.Σ. της X(z).

και εποµένως

Οι πόλοι της X(z) βρέθηκαν ίσοι µε p 1 = 0,5 και p 2 = –0,5. Υπολογίζουµε τώρα τα

Α1, Α2.
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0,84–1,9z + z2

–1,1905 – 1,5023 z  + 1,9807 z2  + …K

–1 + zK

–1 + 2,2619z–1,1905z2K

L  –1,2619z  + 1,1905z2K

L  –1,2619z  + 2,8543z2–1,5023z3K

LL  –1,6638z2 + 1,5023z3K

LLL ………K

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 281











2 8 2 æ H º I A K H  E ¶ E • E P °A ™ I A  E I K O N ø N  K A I  ™ H M AT ø N

Μέχρι το σηµείο αυτό, πιστεύουµε πως φτάσατε σχετικά εύκολα. Αν όχι, προσπα-

θήστε και πάλι ακολουθώντας το Παράδειγµα 3.7. Εκείνο που ίσως δε σκεφτήκατε

να κάνετε, είναι µία µικρή διερεύνηση σχετικά µε τις διαφορετικές περιοχές σύγκλι-

σης του M.Z., ώστε να προτείνετε την αντίστοιχη ακολουθία.

Οι δύο πόλοι βρίσκονται στα σηµεία ± 0,5 και έχουν το ίδιο µέτρο. Εποµένως χωρί-

ζουν το επίπεδο σε δύο Π.Σ. την Ρ1 εκτός του κύκλου |z| = 0,5 και την Ρ2 εντός του

ίδιου κύκλου. Για την Π.Σ. Ρ1 (|z| > 0,5) και τα δύο µερικά κλάσµατα αντιστοιχούν

σε δεξιόπλευρες ακολουθίες δίνοντας:

x(n) = 4(0,5)nu(n) + 2(–0,5)nu(n).

Επειδή η Π.Σ. Ρ1 περιλαµβάνει το µοναδιαίο κύκλο, το σήµα x(n) θα είναι ευσταθές.

Για την Π.Σ. Ρ2 (|z| < 0,5) και τα δύο µερικά κλάσµατα αντιστοιχούν σε αριστερό-

πλευρες ακολουθίες δίνοντας:

x(n) = –4(0,5)nu(–n–1)–2(–0,5)nu(–n–1)

Στην περίπτωση αυτή το σήµα x(n) είναι ασταθές, αφού ο µοναδιαίος κύκλος δεν

περιέχεται στην Π.Σ.

3.5

Υπολογίζουµε τη συνάρτηση µεταφοράς και από αυτή µπορούµε εύκολα να προσ-

διορίσουµε γεωµετρικά την απόκριση συχνότητας.

µε Π.Σ. |z| > 0,5

Ο πόλος z = 0,5 προσδιορίζει και την Π.Σ. της H(z), η οποία ορίζεται στο εξωτερι-

κό του κύκλου ακτίνας |z| = 0,5. Ο µοναδιαίος κύκλος εµπεριέχεται στην Π.Σ. και

εποµένως, το σύστηµα είναι ευσταθές. Η  απόκριση συχνότητας µπορεί να υπολογι-

στεί από την H(z) για z = ejω. Έχουµε:

  
H z Z h n

z
( ) { ( )}= =

− −
1

1 10,5

P1
P2

0 0,5-0,5™¯‹Ì· 3.12

Περιοχές σύγκλι-
σης στο

επίπεδο–z.
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όπου V = C/D = 1/D και Θ = α–β. Η  συνάρτηση έχει ένα πόλο στο σηµείο z = 0,5.

Ο γεωµετρικός προσδιορισµός της απόκρισης συχνότητας γίνεται µε τη βοήθεια των

διαγραµµάτων του Σχήµατος 3.13α–δ. Για διαφορετικές γωνίες ω, δηλαδή για δια-

φορετικές συχνότητες, υπολογίζουµε το µέτρο V και την φάση Θ της απόκρισης

συχνότητας. Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις δίνονται από το Σχ. 3.13ε–στ.

Παρατηρούµε ότι πρόκειται για ένα σύστηµα το οποίο επιτρέπει στις χαµηλές συχνό-

τητες να «περάσουν» από αυτό, ενώ εξασθενεί τις υψηλές συχνότητες. ∆ηλαδή, πρό-

κειται για ένα βαθυπερατό φίλτρο.
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Γεωµετρικός
προσδιορισµός της
απόκρισης συχνό-
τητας: (α)–(δ) διά-
γραµµα πόλων –
µηδενικών για δια-
φορετικές συχνό-
τητες, (ε)–(στ)
µέτρο και φάση
της απόκρισης.

3.6

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό θα πρέπει να δούµε το σύστηµα από την

πλευρά του M.Z. αυτού. Μόνο έτσι θα µπορέσουµε εύκολα να το αναλύσουµε και

να προσδιορίσουµε τη συµπεριφορά του.

Από την εξίσωση διαφορών που µας δίνεται µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρ-

τηση µεταφοράς του συστήµατος H(z). Αναλυτικά έχουµε:
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και

ή

ή

Παρατηρούµε ότι το σύστηµα αυτό έχει δύο πόλους στα σηµεία z = 1/2 και z = 1/3.

Στην είσοδο του συστήµατος εφαρµόζεται το σήµα x(n) = δ(n)–(1/3)δ(n–1). Ο M.Z.

αυτού είναι X(z) = 1–(1/3)z–1. Βλέπουµε εποµένως, ότι το σήµα εισόδου περιέχει ένα

µηδενικό στο σηµείο z = 1/3. Το µηδενικό αυτό εξουδετερώνει τον πόλο z = 1/3 του

συστήµατος. ∆ηλαδή, Y(z) = H(z)X(z) ή . 

Κατά συνέπεια, η απόκριση του συστήµατος για τη συγκεκριµένη είσοδο x(n) θα

ισούται µε .

3.7

Είδαµε ότι, γνωρίζοντας τη συνάρτηση µεταφοράς ενός συστήµατος, µπορούµε

άµεσα να ελέγξουµε την BIBO ευστάθεια αυτού, να σχεδιάσουµε τη δοµή του, που

θα µας οδηγήσει τελικά στην πιο κατάλληλη υλοποίηση και να βρούµε την απόκρι-

ση συχνότητας του συστήµατος. Ας εξετάσουµε τη συνάρτηση µεταφοράς του αιτια-

τού συστήµατος H(z) = 1/(1 + 0,5z–1) = z/(z + 0,5). Βλέπουµε ότι αυτή έχει ένα µηδε-

νικό στο σηµείο z = 0 και έναν πόλο στο σηµείο z = –0,5. Αφού ο πόλος βρίσκεται

εντός του µοναδιαίου κύκλου, το σύστηµα είναι ευσταθές. Από την H(z) µπορούµε

εύκολα να προσδιορίσουµε µε το γεωµετρικό (γραφικό) τρόπο την απόκριση συχνό-

τητας. Τα διαγράµµατα πόλων–µηδενικών για τις πλέον χαρακτηριστικές περιπτώ-

σεις, δηλαδή ω = 0, ω = π/2 και ω = π φαίνονται στο Σχήµα 3.14α–γ. H αντίστοιχη

απόκριση συχνότητας (µέτρο και φάση) δίνεται από το Σχήµα 3.14δ–ε. Παρατηρούµε

ότι το σύστηµα αυτό εξασθενίζει τις χαµηλές και «ευνοεί» τις υψηλές συχνότητες.

Άρα, το σύστηµα είναι ένα υψηπερατό φίλτρο.

Η  δοµή πραγµατοποίησης του συστήµατος αποτελεί ουσιαστικά την άµεση απεικό-
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νιση της εξίσωσης διαφορών αυτού (Σχήµα 3.15). Η  εξίσωση διαφορών προκύπτει

εύκολα από τη συνάρτηση µεταφοράς, δηλαδή:

Παίρνοντας τον αντίστροφο M.Z. και λαµβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες της γραµµι-

κότητας και της ολίσθησης, καταλήγουµε στη σχέση: y(n) = x(n)–0,5y(n–1).
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Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ τα εξής:

• Το σύστηµα που µόλις εξετάσαµε είναι ένα φίλτρο πρώτης τάξης. (Θυµηθείτε ότι

ο βαθµός του πολυωνύµου του παρανοµαστή της H(z) καθορίζει και την τάξη του

συστήµατος).

• Το φίλτρο είναι επαναληπτικό, αφού δείγµατα της εξόδου ανατροφοδοτούνται

στο σύστηµα.

• Συγκρίνοντας την H(z) του συστήµατος αυτού µε εκείνη της άσκησης αυτοαξιο-

λόγησης 3.5, παρατηρούµε ότι η µόνη διαφορά που υπάρχει είναι στο πρόσηµο

του συντελεστή της z–1 του παρανοµαστή, δηλαδή στον πόλο της συνάρτησης.

Αυτή η διαφορά έχει ως συνέπεια να αλλάξει ριζικά η συµπεριφορά του συστή-

µατος και από βαθυπερατό φίλτρο στη µία περίπτωση να γίνει υψηπερατό στην

άλλη.

4.1

α. Σωστό.

β. Λάθος (5).

γ. Λάθος (Τιµή συντελεστή 0,2)

δ. Σωστό.

ε. Λάθος (Καθυστέρηση 2Τs = 1/44100 = 45,3 µsec)

Αν έχετε απαντήσει σωστά, τότε µπράβο σας! Έχετε καταλάβει τις βασικές έννοιες

στα FIR φίλτρα, τα οποία µε τη σειρά τους αποτελούν ουσιαστικό εργαλείο στην

ψηφιακή επεξεργασία σήµατος. 

Αν έχετε µερικές από τις απαντήσεις λάθος µην απογοητευτείτε. ∆ιαβάστε πάλι την

ενότητα 4.1, δίνοντας έµφαση στην υποενότητα 4.1.1. 

4.2

Η  συχνότητα αποκοπής πρέπει να είναι µικρότερη από την π, αφού η περιοχή ενδια-

φέροντος στα ψηφιακά φίλτρα είναι [–π, π].

Αν απαντήσατε σωστά, συγχαρητήρια. Έχετε κατανοήσει δύο πράγµατα. Τον τρόπο

που ενεργούν στις συχνότητες τα διάφορα φίλτρα (υψηπερατά, βαθυπερατά κτλ.),

καθώς επίσης και το γεγονός ότι η απόκρισή τους στη συχνότητα είναι περιοδική µε

περίοδο 2π. 

Στην περίπτωση που έχετε κάνει λάθος, θα πρέπει να εστιάσετε την προσοχή σας
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