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1.1 æËÊÈ·Î‹ ÂÂÍÂÚÁ·Û›· Û‹Ì·ÙÔ˜

Η ψηφιακή επεξεργασία σήµατος ασχολείται µε την ψηφιακή αναπαράσταση των

σηµάτων και την ανάλυση, τροποποίηση και εξαγωγή πληροφοριών από αυτά, µε τη

βοήθεια ψηφιακών επεξεργαστών. Περιπτώσεις κατά τις οποίες θέλουµε να αφαι-

ρέσουµε τον θόρυβο από ένα σήµα ή να βρούµε το µετασχηµατισµό Fourier κάποι-

ων δεδοµένων ή να δώσουµε σ’ ένα σήµα µορφή πιο κατάλληλη για επεξεργασία

και ανάλυση της πληροφορίας που εµπεριέχει, αποτελούν παραδείγµατα της ψηφια-

κής επεξεργασίας σήµατος. Αυτή χρησιµοποιείται όλο και περισσότερο σε πολλές

περιοχές εφαρµογών όπου παραδοσιακά χρησιµοποιούνταν αναλογικές µορφές επε-

ξεργασίας, αλλά και σε νέες εφαρµογές στις οποίες οι αναλογικές µέθοδοι είναι

δύσκολο ή και αδύνατον να χρησιµοποιηθούν. Το γεγονός αυτό οφείλεται στα πλε-

ονεκτήµατα που παρουσιάζει η ψηφιακή επεξεργασία σήµατος.

Υπάρχουν πολλοί λόγοι για τους οποίους θα προτιµούσαµε την ψηφιακή επεξεργα-

σία ενός σήµατος έναντι της αναλογικής. Κατά πρώτιστο λόγο, ένα ψηφιακό προ-

γραµµατιζόµενο σύστηµα παρουσιάζει µεγάλη ευελιξία στην τροποποίηση των πρά-

ξεων ψηφιακής επεξεργασίας µε µια απλή µετατροπή του προγράµµατος. Μια τέτοια

τροποποίηση ενός αναλογικού συστήµατος συνεπάγεται την επανασχεδίαση του

κυκλώµατος και συνεπακόλουθο έλεγχο και επιβεβαίωση (testing and verification)

της ορθής λειτουργίας του.

Η ακρίβεια (accuracy) παίζει επίσης πολύ σπουδαίο ρόλο. Η ανοχή των στοιχείων

των αναλογικών κυκλωµάτων καθιστά δύσκολο τον προσδιορισµό της ακρίβειας

ενός αναλογικού συστήµατος επεξεργασίας. Στην περίπτωση ενός ψηφιακού συστή-

µατος, ο έλεγχος της πιστότητας των προδιαγραφών είναι πολύ πιο εύκολος.

Τα ψηφιακά σήµατα αποθηκεύονται σε µαγνητικά ή οπτικά µέσα (λ.χ. µαγνητικούς

ή οπτικούς δίσκους, ταινίες, κ.ά.) χωρίς υποβάθµιση της πιστότητάς τους, πέραν

αυτής που υπεισήλθε στη διαδικασία µετατροπής τους από αναλογικά σε ψηφιακά.

Έτσι, δίνεται η δυνατότητα µεταφοράς και επεξεργασίας τέτοιων σηµάτων σε µη

πραγµατικό χρόνο. Επιπλέον, δίνεται η δυνατότητα εφαρµογής πιο περίπλοκων

αλγορίθµων επεξεργασίας σήµατος. Συνήθως η υλοποίηση µαθηµατικών πράξεων

µεγάλης ακρίβειας είναι δύσκολο να γίνει σε σήµατα τα οποία βρίσκονται σε ανα-

λογική µορφή, πράγµα όµως που είναι συνηθισµένο και εύκολο να γίνει σε ένα

ψηφιακό σήµα το οποίο επεξεργαζόµαστε µε έναν υπολογιστή και µε κατάλληλο

λογισµικό.

Σε πολλές περιπτώσεις, η ψηφιακή επεξεργασία ενός σήµατος έχει χαµηλότερο

κόστος από την αντίστοιχη αναλογική. Αυτό µπορεί να οφείλεται είτε στο ότι το
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υλικό (hardware) σήµερα είναι φθηνότερο είτε στην ευελιξία που παρέχεται λόγω

της ψηφιακής υλοποίησης.

Αποτέλεσµα των πλεονεκτηµάτων της ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος είναι η διαρ-

κώς αυξανόµενη χρήση της σε όλο και περισσότερους τοµείς εφαρµογών, όπως στην

επεξεργασία οµιλίας, στη µετάδοση σήµατος σε τηλεφωνικά κανάλια, στη σεισµο-

λογία, στη γεωφυσική, στην ιατρική, στην εξερεύνηση του διαστήµατος, στη µετε-

ωρολογία, κ.ά.

Φυσικά, η ψηφιακή επεξεργασία σήµατος έχει και τα όριά της, τα οποία οφείλονται

στους περιορισµούς που τίθενται στην ταχύτητα λειτουργίας των µετατροπέων ανα-

λογικού σήµατος σε ψηφιακό, καθώς και στους ίδιους τους ψηφιακούς επεξεργαστές

σήµατος. Έτσι, σήµατα µε εξαιρετικά µεγάλο εύρος συχνοτήτων, για παράδειγµα,

σήµατα µε εύρος συχνοτήτων της τάξεως των 100 MHz, υφίστανται επεξεργασία

ακόµα και σήµερα µε αναλογικές µεθόδους.

1.2 T‡ÔÈ ÛËÌ¿ÙˆÓ

Τα σήµατα ταξινοµούνται σε δύο µεγάλες κατηγορίες: στα σήµατα συνεχούς χρόνου

και στα σήµατα διακριτού χρόνου. Συνήθως, ως ανεξάρτητη µεταβλητή χρησιµοποι-

είται ο χρόνος, χωρίς όµως να αποκλείεται η ανεξάρτητη µεταβλητή να είναι κάποιο

άλλο φυσικό µέγεθος, όπως για παράδειγµα η απόσταση, η θερµοκρασία ή η πίεση.

Παρ’ όλα αυτά έχει επικρατήσει να µιλάµε για σήµατα διακριτού χρόνου.

Στα σήµατα συνεχούς χρόνου (continuous time) η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι συνε-

χής, δηλαδή τα σήµατα αυτά ορίζονται για οποιαδήποτε τιµή της ανεξάρτητης µετα-

βλητής. Η εξαρτηµένη µεταβλητή, δηλαδή το πλάτος (amplitude) του σήµατος, είναι

και αυτή συνεχής. Γι’ αυτό και τα σήµατα αυτά αναφέρονται και ως σήµατα συνε-

χούς χρόνου συνεχούς πλάτους ή αναλογικά σήµατα (Σχήµα 1.2α). Παραδείγµατα

τέτοιων σηµάτων είναι η οµιλία ως συνάρτηση του χρόνου ή η ατµοσφαιρική πίεση

ως συνάρτηση του ύψους. Ένα αναλογικό σήµα περιγράφεται από µια συνάρτηση

x(t), όπου t πραγµατικός αριθµός.

Στα σήµατα διακριτού χρόνου (discrete time) η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι διακρι-

τή, δηλαδή τα σήµατα αυτά ορίζονται µόνο για συγκεκριµένες τιµές της ανεξάρτητης

µεταβλητής. Με άλλα λόγια, η ανεξάρτητη µεταβλητή παίρνει τιµές από ένα διακρι-

τό σύνολο τιµών. Η εξαρτηµένη µεταβλητή, δηλαδή το πλάτος του σήµατος, είναι

συνεχής. Γι’ αυτό και τα σήµατα αυτά αναφέρονται και ως σήµατα διακριτού χρόνου

συνεχούς πλάτους (Σχήµα 1.2β). Παραδείγµατα τέτοιων σηµάτων είναι ο δείκτης

Dow–Jones ως συνάρτηση του χρόνου (λ.χ. ανά ηµέρα) ή το κατά κεφαλήν εισόδη-
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µα ως συνάρτηση του τόπου διαµονής. Στη περίπτωση που και η εξαρτηµένη µετα-

βλητή παίρνει διακριτές τιµές, τότε µιλάµε για σήµατα διακριτού χρόνου διακριτού

πλάτους ή ψηφιακά σήµατα (Σχήµα 1.2γ). Ένα σήµα διακριτού χρόνου συµβολίζεται

συνήθως ως x(n), όπου n ακέραιος. Πρόκειται για µία ακολουθία (sequence) αριθ-

µών, γι’ αυτό συχνά αναφερόµαστε στο σήµα αυτό και ως ακολουθία.

Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη των βασικών σηµάτων διακριτού χρόνου, θα ήταν

καλό να γνωρίσουµε την έννοια της συχνότητας τόσο για τα σήµατα συνεχούς χρό-

νου όσο και για τα σήµατα διακριτού χρόνου.

x(t) x(n) x(n)

t n n
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1/4
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™¯‹Ì· 1.2

Τύποι σηµάτων:
(α) αναλογικό, 

(β) διακριτού 
χρόνου, 

(γ) ψηφιακό

1.2.1 H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ÛÙ· Û‹Ì·Ù·

Η έννοια της συχνότητας είναι βασική και γνωστή σε όλους µας. Την έχουµε συνα-

ντήσει στο ραδιοφωνικό δέκτη που χρησιµοποιούµε ή στο στερεοφωνικό σύστηµα

που έχουµε ή στο φίλτρο που πρέπει να βάλουµε στη φωτογραφική µας µηχανή. Από

τη φυσική γνωρίζουµε ότι η συχνότητα σχετίζεται µε έναν τύπο περιοδικής κίνησης,

η οποία ονοµάζεται αρµονική ταλάντωση, και η οποία περιγράφεται από ηµιτονοει-

δείς συναρτήσεις. Η έννοια της συχνότητας σχετίζεται άµεσα µε την έννοια του χρό-

νου, αφού η διάσταση αυτής είναι το αντίστροφο του χρόνου. Κατά συνέπεια, η φύση

του χρόνου (συνεχής ή διακριτή) αναµένουµε να επηρεάζει τη φύση της συχνότητας.

∏ªπ∆√¡√∂π¢∏ ™∏ª∞∆∞ ™À¡∂Ã√À™ Ãƒ√¡√À

Μία απλή αρµονική ταλάντωση ορίζεται µαθηµατικά από το ηµιτονοειδές σήµα

συνεχούς χρόνου: 

xα(t) = Α⋅cos(Ωt + θ), – ∞ < t < ∞ (1.1)

όπου Α το πλάτος (amplitude) του ηµιτονοειδούς, Ω η συχνότητα σε ακτίνια ανά δευ-

τερόλεπτο (rad/s) και θ η φάση σε ακτίνια (Σχήµα 1.3) Η σχέση (1.1) µπορεί να γρα-

φεί και ως:

xα(t) = Α⋅cos(2πFt + θ), – ∞ < t < ∞ (1.2)
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όταν θέσουµε

Ω = 2πF (1.3)

όπου F η συχνότητα σε κύκλους ανά δευτερόλεπτο ή hertz (Hz). Το αναλογικό αυτό

σήµα παρουσιάζει τις εξής ιδιότητες:

• Είναι περιοδικό: Πράγµατι, για οποιαδήποτε τιµή της συχνότητας F, η συνάρτη-

ση xα(t) είναι περιοδική, δηλαδή xα(t + Τp) = xα(t), όπου Τp = 1/F είναι η βασική

περίοδος του ηµιτονοειδούς σήµατος.

• Για διαφορετικές συχνότητες έχουµε διαφορετικά σήµατα.

• Αύξηση της συχνότητας F συνεπάγεται αντίστοιχη αύξηση του ρυθµού ταλά-

ντωσης του σήµατος, δηλαδή περισσότερες περίοδοι εµπεριέχονται σε ένα συγκε-

κριµένο χρονικό διάστηµα.

1 71 . 2  T À ¶ √ π  ™ ∏ ª ∞∆ ø ¡

™¯‹Ì· 1.3

Παράδειγµα 
αναλογικού 
ηµιτονοειδούς
σήµατος

xa(t)=A cos(2πFt+θ)

Tp=1/F

A

–A

A cosθ

t0

L

Σηµαντική Παρατήρηση

Η συχνότητα είναι από τη φύση της θετική ποσότητα. Αυτό είναι προφανές, αφού η

συχνότητα σε ένα περιοδικό σήµα εκφράζει τον αριθµό των κύκλων στη µονάδα του

χρόνου. Σε ορισµένες περιπτώσεις όµως, για λόγους ευκολίας από µαθηµατικής από-

ψεως, απαιτείται η εισαγωγή αρνητικών συχνοτήτων. Αυτό γίνεται κατανοητό αν

θυµηθούµε ότι το ηµιτονοειδές σήµα (σχέση 1.1) µπορεί να γραφεί και ως:

(1.4)

βασιζόµενοι στην ταυτότητα του Euler e ± jφ = cosφ ± jsinφ. Παρατηρούµε, λοιπόν,

  
x t A t

A
e

A
ej t j t

α
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ότι το ηµιτονοειδές σήµα µπορεί να προέλθει από την πρόσθεση δύο συζυγών µιγα-

δικών εκθετικών σηµάτων ίσου πλάτους. Τα µιγαδικά εκθετικά σήµατα συνηθίζου-

µε να τα παριστάνουµε ως διανύσµατα πάνω στο µιγαδικό επίπεδο, τα οποία ονο-

µάζουµε φάσορες (phasors). Οι φάσορες της σχέσης (1.4) περιστρέφονται µε γωνια-

κές συχνότητες ± Ω rad/sec. Η θετική συχνότητα αντιστοιχεί σε οµοιόµορφη περι-

στροφή του φάσορα µε φορά αντίθετη της κίνησης των δεικτών του ρολογιού (αρι-

στερόστροφη περιστροφή). Κατά συνέπεια, η αρνητική συχνότητα αντιστοιχεί σε

οµοιόµορφη περιστροφή του φάσορα κατά τη φορά της κίνησης των δεικτών του

ρολογιού (δεξιόστροφη περιστροφή).

Όπως λοιπόν αναφέραµε, για λόγους ευκολίας από (µαθηµατικής απόψεως) θα χρησι-

µοποιούµε θετικές και αρνητικές συχνότητες σε όλη την έκταση αυτού του βιβλίου. Αυτό

σηµαίνει ότι η περιοχή συχνοτήτων των αναλογικών σηµάτων θα είναι – ∞ < F < ∞.

∏ªπ∆√¡√∂π¢∏ ™∏ª∞∆∞ ¢π∞∫ƒπ∆√À Ãƒ√¡√À

Ένα ηµιτονοειδές σήµα διακριτού χρόνου µπορεί να εκφραστεί ως:

x(n) = Αcos(ωn + θ), – ∞ < n < ∞ (1.5)

όπου n ακέραιη µεταβλητή, η οποία αντιπροσωπεύει τον αριθµό (τη θέση) του δείγ-

µατος, Α το πλάτος του σήµατος, ω η συχνότητα του σήµατος σε ακτίνια ανά δείγ-

µα και θ η φάση σε ακτίνια (Σχήµα 1.4). Η σχέση (1.5) µπορεί να γραφεί και ως:

x(n) = Αcos(2πfn + θ), – ∞ < n < ∞ (1.6)

όταν θέσουµε 

ω = 2πf (1.7)

όπου f η συχνότητα σε κύκλους ανά δείγµα.

x(n)=A cos(ωn + θ)

A

–A

0 n

... ...™¯‹Ì· 1.4

Παράδειγµα ενός
ηµιτονοειδούς

σήµατος διακριτού
χρόνου µε 

ω = π/6 και 
θ = π/3
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Σε αντίθεση µε ένα ηµιτονοειδές σήµα συνεχούς χρόνου, ένα ηµιτονοειδές διακρι-

τού χρόνου παρουσιάζει τις ακόλουθες ιδιότητες:

• Είναι περιοδικό µόνο όταν η συχνότητα του f είναι ρητός αριθµός.

• Τα ηµιτονοειδή σήµατα διακριτού χρόνου των οποίων οι συχνότητες διαφέρουν

κατά ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π είναι ίδια (ταυτίζονται).

• Ο µέγιστος ρυθµός ταλάντωσης ενός ηµιτονοειδούς διακριτού χρόνου επιτυγχά-

νεται για ω = π (ή ω = –π) ή ισοδύναµα για (ή ).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1

Να αποδειχτεί ότι ένα ηµιτονοειδές διακριτού χρόνου είναι περιοδικό µόνο όταν η

συχνότητά του f είναι ρητός αριθµός.

Λύση:

Ένα σήµα διακριτού χρόνου x(n) είναι περιοδικό µε περίοδο Ν (Ν > 0) εάν και µόνον

εάν

x(n + N) = x(n) για όλα τα n (1.8)

Η µικρότερη τιµή του Ν για την οποία επαληθεύεται η σχέση αυτή, ονοµάζεται βασι-

κή περίοδος (fundamental period).

Για να είναι περιοδικό ένα ηµιτονοειδές σήµα διακριτού χρόνου µε συχνότητα f, θα

πρέπει να ισχύει η σχέση cos(2 πf(N + n) + θ) = cos(2πfn + θ). Η σχέση αυτή αλη-

θεύει εάν και µόνο εάν υπάρχει ακέραιος m τέτοιος ώστε 2πfN = 2mπ ή ισοδύναµα

, δηλαδή εάν και µόνο εάν η συχνότητα f µπορεί να γραφεί ως πηλίκο δύο

ακέραιων αριθµών.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2

Να αποδείξετε ότι ηµιτονοειδή σήµατα διακριτού χρόνου, των οποίων οι συχνότη-

τες διαφέρουν κατά ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π, ταυτίζονται.

Λύση:

Έστω το σήµα x(n) = Αcos(ωn + θ) µε συχνότητα ω, και το σήµα x1(n) = Αcos[(ω +

2π)n + θ] µε συχνότητα ω + 2π. Αποδεικνύεται πολύ εύκολα ότι:

x1(n) = Αcos[(ω + 2π)n + θ] = Αcos(ωn + θ+2 πn) = Αcos(ωn + θ) = x(n)

Γενικά, όλα τα ηµιτονοειδή σήµατα διακριτού χρόνου xk(n) = Αcos(ωkn + θ), 

 
f

m
N

=

  
f = − 1

2  
f = 1

2
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k = 0,1,2, … µε ωk = ω + 2kπ, –π ≤ ω ≤ π ταυτίζονται. Μόνο τα ηµιτονοειδή σήµα-

τα διακριτού χρόνου των οποίων οι συχνότητες βρίσκονται στην περιοχή

–π ≤ ω ≤ π ή είναι διαφορετικά, δηλαδή µοναδικά. 

Μπορούµε, εποµένως, να παρατηρήσουµε την ουσιαστική διαφορά µεταξύ των ηµι-

τονοειδών διακριτού χρόνου και των ηµιτονοειδών συνεχούς χρόνου. Στα ηµιτονο-

ειδή συνεχούς χρόνου έχουµε διαφορετικά σήµατα για οποιαδήποτε συχνότητα Ω (ή

F) στην περιοχή –∞ < Ω < ∞ (ή –∞ < F < ∞), ενώ στα ηµιτονοειδή διακριτού χρό-

νου έχουµε διαφορετικά σήµατα για οποιαδήποτε συχνότητα ω (ή f) στην περιοχή

–π ≤ ω ≤ π (ή ).

1.2.2 ªÂÙ·ÙÚÔ‹ Û‹Ì·ÙÔ˜ ·fi ·Ó·ÏÔÁÈÎfi–ÛÂ–„ËÊÈ·Îfi Î·È ·fi
„ËÊÈ·Îfi–ÛÂ–·Ó·ÏÔÁÈÎfi

Τα περισσότερα σήµατα που παρουσιάζουν πρακτικό ενδιαφέρον, όπως για παράδειγµα

η οµιλία, τα βιολογικά σήµατα, τα σεισµικά σήµατα, κ.ά., είναι αναλογικά. Για να επε-

ξεργαστούµε αναλογικά σήµατα µε ψηφιακά µέσα, απαιτείται η µετατροπή αυτών σε

ψηφιακή µορφή, δηλαδή η µετατροπή τους σε µία ακολουθία αριθµών πεπερασµένης

ακρίβειας. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται µετατροπή αναλογικού–σε–ψηφιακό

(analog–to–digital conversion, Α/D) και τα αντίστοιχα κυκλώµατα ονοµάζονται «µετα-

τροπείς αναλογικού–σε–ψηφιακό» (analog–to–digital converters, ADCs). Η αντί-

στροφη διαδικασία της µετατροπής ενός ψηφιακού σήµατος σε αναλογικό είναι γνω-

στή ως µετατροπή ψηφιακού–σε–αναλογικό (digital–to–analog conversion, D/A) και

γίνεται µε τη βοήθεια κυκλωµάτων τα οποία ονοµάζονται µετατροπείς

«ψηφιακού–σε–αναλογικό» (digital–to–analog converters, DACs).

Η διαδικασία της µετατροπής ενός αναλογικού σήµατος σε ψηφιακό γίνεται σε τρία

στάδια, όπως δείχνουµε στο Σχήµα 1.5.
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1. ∆ειγµατοληψία (sampling): Αυτή είναι η διαδικασία µετατροπής ενός σήµατος

συνεχούς χρόνου σε σήµα διακριτού χρόνου, παίρνοντας δείγµατα του σήµατος

συνεχούς χρόνου σε διακριτές στιγµές του χρόνου. Έτσι, αν xα(t) είναι η είσοδος

στο δειγµατολήπτη, τότε η έξοδος αυτού είναι xα(nT)≡x(n), όπου Τ η περίοδος

δειγµατοληψίας.

2. Κβάντιση (quantisation): Πρόκειται για τη διαδικασία µετατροπής ενός σήµατος

διακριτού χρόνου συνεχών τιµών σε σήµα διακριτού χρόνου διακριτών τιµών

(ψηφιακό). Το κάθε δείγµα του σήµατος αντιπροσωπεύεται από µία τιµή η οποία

επιλέγεται από ένα πεπερασµένο σύνολο πιθανών τιµών. Η διαφορά µεταξύ του

αρχικού µη κβαντισµένου δείγµατος x(n) και της κβαντισµένης εξόδου xq(n) απο-

τελεί το λεγόµενο σφάλµα κβάντισης.

3. Κωδικοποίηση (coding): Κατά τη διαδικασία της κωδικοποίησης, κάθε διακριτή
τιµή xq(n) αντιπροσωπεύεται από έναν αριθµό αποτελούµενο από b–bits.

Ας εξετάσουµε ξεχωριστά καθένα από αυτά τα τρία στάδια:

¢∂π°ª∞∆√§∏æπ∞ ∞¡∞§√°π∫ø¡ ™∏ª∞∆ø¡

Η δειγµατοληψία ενός αναλογικού σήµατος xα(t) επιτυγχάνεται παίρνοντας δείγµα-
τα αυτού ανά Τ δευτερόλεπτα, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.6. Η διαδικασία αυτή
περιγράφεται από τη σχέση:

x(n) = xα(nT), –∞ < n < ∞ (1.9)

όπου x(n) είναι το σήµα διακριτού χρόνου που προκύπτει. Το χρονικό διάστηµα Τ

µεταξύ των διαδοχικών δειγµάτων ονοµάζεται περίοδος δειγµατοληψίας και το αντί-

στροφο του = Fs αποτελεί το ρυθµό δειγµατοληψίας (sampling rate) σε δείγµατα

ανά δευτερόλεπτο ή αλλιώς τη συχνότητα δειγµατοληψίας (sampling frequency) σε Hz.

Οι µεταβλητές χρόνου t και n για τα σήµατα συνεχούς χρόνου και διακριτού χρόνου

αντίστοιχα, συνδέονται γραµµικά µέσω της περιόδου δειγµατοληψίας Τ ή ισοδύνα-

µα µέσω του ρυθµού δειγµατοληψίας Fs = ως εξής:

(1.10)

Εποµένως, αναµένουµε να υπάρχει κάποια σχέση που να συνδέει τη συχνότητα F (ή
Ω) των αναλογικών σηµάτων µε τη συχνότητα f (ή ω) των σηµάτων διακριτού χρό-
νου. Για να βρούµε αυτή τη σχέση, ξεκινούµε από την (1.9) και αντικαθιστούµε το

 
t nT

n
Fs

= =

  

1
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xα(t) µε τη συνάρτηση του ηµιτονοειδούς σήµατος της εξίσωσης (1.2). Έτσι έχουµε:

x(n) = xα(nΤ) = Αcos(2πFnT + θ) = Αcos(2πn + θ) (1.11)

Συγκρίνοντας την (1.11) µε την αντίστοιχη σχέση (1.6) για το ηµιτονοειδές σήµα

διακριτού χρόνου, διαπιστώνουµε ότι:

f = (1.12)

ή ισοδύναµα:

ω = ΩΤ (1.13)

Από τη σχέση (1.12) παρατηρούµε ότι η συχνότητα f είναι µία κανονικοποιηµένη ή

σχετική συχνότητα (normalized or relative frequency). Κατά συνέπεια, για να προσ-

διορίσουµε την F Hz, όταν µας δίνεται η f, πρέπει απαραίτητα να γνωρίζουµε τη συχνό-

τητα δειγµατοληψίας Fs.

Είδαµε στο προηγούµενο Παράδειγµα 1.2, ότι η περιοχή συχνοτήτων F ή Ω των ηµι-

τονοειδών συνεχούς χρόνου είναι:

–∞ < F < ∞ ή –∞ < Ω < ∞ (1.14)

Για τα ηµιτονοειδή διακριτού χρόνου είδαµε ότι µόνο οι συχνότητες f ή ω που βρί-

σκονται στο διάστηµα:

ή –π ≤ ω ≤ π (1.15)
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είναι διαφορετικές. Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση τις µεταβλητές f και ω
µε τις ισοδύναµές τους από τις σχέσεις (1.12) και (1.13), βρίσκουµε ότι η συχνότη-
τα του ηµιτονοειδούς συνεχούς χρόνου, όταν παίρνουµε δείγµατά του µε ρυθµό 
Fs = 1/T, θα πρέπει να βρίσκεται στην περιοχή:

(1.16)

ή (1.17)

Παρατηρούµε, εποµένως, ότι η βασική διαφορά µεταξύ των σηµάτων συνεχούς χρό-

νου και διακριτού χρόνου βρίσκεται στην περιοχή τιµών των µεταβλητών συχνότη-

τας F και f ή Ω και ω. Η περιοδική δειγµατοληψία ενός σήµατος συνεχούς χρόνου

οδηγεί στην απεικόνιση της απείρου εύρους περιοχής συχνοτήτων F (ή Ω), στην

πεπερασµένου εύρους περιοχή συχνοτήτων f (ή ω). Και αφού η µέγιστη συχνότητα

σ’ ένα σήµα διακριτού χρόνου είναι ή ω = π, συνεπάγεται ότι για ένα ρυθµό

δειγµατοληψίας Fs, η αντίστοιχη µέγιστη τιµή της F ή Ω θα ισούται µε:

ή (1.18)

Με άλλα λόγια, η δειγµατοληψία εισάγει ασάφεια, αφού η µέγιστη συχνότητα ενός
σήµατος συνεχούς χρόνου, η οποία µπορεί να αναπαρασταθεί σωστά, είναι Fmax = Fs/2,
όταν λαµβάνονται δείγµατα του σήµατος αυτού µε ρυθµό Fs = 1/T. Πριν όµως προ-
χωρήσουµε σε κάποια παραδείγµατα που θα µας δείξουν τι συµβαίνει όταν οι συχνό-
τητες του αναλογικού σήµατος είναι µεγαλύτερες από Fs/2, ας δούµε το θεώρηµα της
δειγµατοληψίας, το οποίο απαντά στο εξής ερώτηµα: Ποιoς ο ρυθµός δειγµατοληψίας
Fs για τη σωστή αναπαράσταση ενός αναλογικού σήµατος, το οποίο µας δίνεται; ∆ηλα-
δή, πόσο συχνά πρέπει να παίρνουµε δείγµατα ώστε να έχουµε ένα πιστό αντίγραφο
του αναλογικού σήµατος; Η απάντηση σ’ αυτό το ερώτηµα δόθηκε αρχικά από τον
Nyquist (1928) και στη συνέχεια από τον Shannon (1949) και αποτελεί το λεγόµενο
θεώρηµα δειγµατοληψίας ή θεώρηµα του Shannon– διατυπώνεται δε ως εξής:

Η συχνότητα Fs, µε την οποία λαµβάνονται τα δείγµατα ενός σήµατος, πρέπει να
είναι τουλάχιστον διπλάσια από την υψηλότερη συχνότητα Fmax που περιέχεται στο
σήµα, δηλαδή

Fs ≥ 2Fmax (1.19)

Με άλλα λόγια, το θεώρηµα δειγµατοληψίας µας λέει πως για να µη χαθεί πληρο-
φορία θα πρέπει να παίρνουµε τουλάχιστον δύο δείγµατα ανά περίοδο (της υψηλό-
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τερης συχνότητας του σήµατος). Για παράδειγµα, αν θελήσουµε να ψηφιοποιήσου-
µε ένα σήµα οµιλίας και χρησιµοποιούµε µικρόφωνο το οποίο λειτουργεί για συχνό-
τητες µεταξύ 300 Hz και 3 kHz, τότε η µικρότερη συχνότητα δειγµατοληψίας που
πρέπει να χρησιµοποιήσουµε είναι 6 kHz. Ας δούµε τώρα τι θα συµβεί αν το θεώ-
ρηµα δειγµατοληψίας δε γίνει σεβαστό.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.3

∆ίνονται τα αναλογικά σήµατα και . 

Ποια τα σήµατα διακριτού χρόνου που θα προκύψουν µετά τη δειγµατοληψία αυτών

µε ρυθµό Fs = 1 Hz;

Λύση:

Τα αντίστοιχα σήµατα διακριτού χρόνου (ακολουθίες) είναι:

Παρατηρούµε, εποµένως, ότι τα δύο ηµιτονοειδή σήµατα δεν ξεχωρίζουν µετά τη

δειγµατοληψία τους µε ρυθµό 1 Hz (Σχήµα 1.7).
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Αν µας δώσουν µόνο τα δείγµατα (κουκίδες του Σχήµατος 1.7) τα οποία αντιστοι-

χούν στις τιµές του , υπάρχει ασάφεια στο να πούµε αν αυτά τα δείγµατα

αντιστοιχούν σε τιµές του αναλογικού σήµατος x1(t) ή x2(t). Επειδή το x2(t) δίνει ακρι-

βώς τα ίδια δείγµατα µε το x1(t), για δειγµατοληψία µε ρυθµό Fs = 1 δείγµατος ανά

δευτερόλεπτο (Fs = 1 Hz), λέµε ότι η συχνότητα F2 = Hz είναι ένα ψευδές αντί-

γραφο (alias) της συχνότητας F1 = Hz για το ρυθµό δειγµατοληψίας του 1 Hz.

Μάλιστα, είναι σηµαντικό να δούµε ότι η F2 δεν αποτελεί το µοναδικό ψευδές αντί-

γραφο της F1. Πράγµατι, για το ρυθµό δειγµατοληψίας Fs = 1 Hz, η συχνότητα 

F3 = Hz είναι επίσης ψευδές αντίγραφο της F1, όπως και η συχνότητα F4 =

Hz, και γενικά όλες οι συχνότητες F1 + k1 ή γενικότερα F1 + kFs, όπου k = 1,2,…

Συνεπώς, όλες αυτές οι συχνότητες είναι ψευδή αντίγραφα (aliases) της συχνότητας

F1 = Hz.

Γενικά, η δειγµατοληψία του ηµιτονοειδούς σήµατος συνεχούς χρόνου

xα(t) = Αcos(2πF0t + θ) (1.20)

µε ρυθµό δειγµατοληψίας Fs = 1/T, µας δίνει το διακριτού χρόνου σήµα:

x(n) = Αcos(2πf0n + θ) (1.21)

όπου f0 = F0/Fs είναι η σχετική συχνότητα του ηµιτονοειδούς. Αν θεωρήσουµε ότι

, η συχνότητα f0 του x(n) βρίσκεται στην περιοχή , η

οποία αντιπροσωπεύει τη βασική περιοχή συχνοτήτων των σηµάτων διακριτού χρό-

νου. Στην περίπτωση αυτή, η απεικόνιση της F0 στην f0 είναι ένα–προς–ένα, κι έτσι

είναι δυνατή η εύρεση (ανακατασκευή) του αναλογικού σήµατος xα(t) από τα δείγ-

µατα x(n).

Από την άλλη πλευρά, εάν τα αναλογικά ηµιτονοειδή:

xα(t) = Αcos(2πFkt + θ) (1.22)

όπου

Fk = F0 + kFs, k = ± 1, ± 2, … (1.23)
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υποστούν δειγµατοληψία µε ρυθµό Fs, είναι φανερό ότι η συχνότητα Fk βρίσκεται

εκτός της βασικής περιοχής συχνοτήτων [1]. Συνεπώς το σήµα που

προήλθε από δειγµατοληψία ισούται µε:

(1.24)

το οποίο συµπίπτει µε το διακριτού χρόνου σήµα της σχέσης (1.21) που προήλθε από

την δειγµατοληψία του αναλογικού σήµατος (1.20). Εποµένως, ένας άπειρος αριθµός

ηµιτονοειδών συνεχούς χρόνου αντιπροσωπεύεται από το ίδιο σύνολο δειγµάτων

(Σχήµα 1.8). Για παράδειγµα οι συχνότητες (Fk) 2,5 kHz, 5,5 kHz, 8,5 kHz, …, 30,5

kHz, … δεν ξεχωρίζουν από τη συχνότητα (F0) 500Hz για συχνότητα δειγµατολη-

ψίας (Fs) ίση µε 3 kHz.
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[1] Η συχνότητα Fs/2 (ή αντίστοιχα ω = π) ονοµάζεται συχνότητα αναδίπλωσης (folding
frequency).
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Άρα, αν δίνεται το σύνολο των δειγµάτων x(n), υπάρχει ασάφεια ως προς το ποιo

αναλογικό σήµα xα(t) αντιπροσωπεύουν αυτά τα δείγµατα. Με άλλα λόγια, µπορού-

µε να πούµε ότι οι συχνότητες Fk = F0 + kFs, k = ± 1, ± 2, … δεν µπορούν να δια-

κριθούν από την συχνότητα F0 µετά τη δειγµατοληψία και συνεπώς όλες αυτές είναι

ψευδή αντίγραφα (aliases) της F0. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται φαινόµενο χαµη-

λού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing), ή φαινόµενο φασµατικής επι-

κάλυψης (spectral overlap). Το φαινόµενο αυτό µας είναι γνωστό από τις κινηµατο-

γραφικές ταινίες, στις οποίες πολλές φορές παρατηρούµε τους τροχούς µίας άµαξας

να περιστρέφονται αντίθετα προς την κατεύθυνση κίνησης της άµαξας. Αυτό οφεί-

λεται στο γεγονός ότι ο ρυθµός λήψης των «καρέ» (ρυθµός δειγµατοληψίας) είναι

µικρότερος απ’ όσο πρέπει για να «προλάβουµε» την περιστροφή των τροχών.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.4
∆ίνεται το αναλογικό σήµα xα(t) = 2cos100πt. (α) Να προσδιορίσετε την ελάχιστη

συχνότητα δειγµατοληψίας που απαιτείται, ώστε να αποφύγουµε το φαινόµενο της

χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing). (β) Θεωρήστε ότι λαµβάνονται δείγµατα

του σήµατος µε ρυθµό Fs = 200 Hz. Ποιο το σήµα διακριτού χρόνου το οποίο θα προ-

κύψει µετά τη δειγµατοληψία; (γ) Επαναλάβετε το ερώτηµα (β) για ρυθµό δειγµατο-

ληψίας Fs = 75 Hz. (δ) Για Fs = 75 Hz, ποια η συχνότητα F0, όπου ,

του ηµιτονοειδούς το οποίο δίνει τα ίδια ακριβώς δείγµατα µε εκείνα που πήραµε

στην περίπτωση (γ);

Λύση

(α) Η συχνότητα του αναλογικού σήµατος είναι F = 50 Hz. Άρα η ελάχιστη συχνό-

τητα δειγµατοληψίας που απαιτείται, για να αποφύγουµε το φαινόµενο aliasing

θα πρέπει να είναι Fs = 2F = 100 Hz.

(β) Όταν Fs = 200 Hz, τότε το σήµα διακριτού χρόνου που παίρνουµε είναι:

(γ) Ο ρυθµός δειγµατοληψίας των 75 Hz είναι µικρότερος αυτού που απαιτείται για

να αποφύγουµε το φαινόµενο aliasing. Το σήµα διακριτού χρόνου που παίρνου-

µε είναι στην περίπτωση αυτή:

Η συχνότητα του σήµατος είναι f = 1/3, δηλαδή F/Fs = 1/3 ή F = 25 Hz αφού 

Fs = 75 Hz.

(δ) Από τη σχέση (1.23) γνωρίζουµε τη συχνότητα Fk = F (που στην προκειµένη

περίπτωση είναι 50 Hz), τη συχνότητα δειγµατοληψίας Fs (που στην προκειµέ-

νη περίπτωση είναι 75 Hz) και ζητούµε να προσδιορίσουµε τη συχνότητα F0 της

βασικής περιοχής συχνοτήτων. Έτσι, έχουµε F0 = Fk–kFs = 50–1⋅75 = –25 Hz.

(∆ιαλέξαµε k = 1 γιατί µόνο αυτή η τιµή δίνει ). Άρα, για το

ρυθµό δειγµατοληψίας των 75 Hz, η συχνότητα F = 50 Hz είναι ένα ψευδές αντί-

γραφο της συχνότητας των 25 Hz.
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Από αναλογικό σήµα συχνότητας 100 Hz λαµβάνουµε δείγµατα µε συχνότητες (α)

75 Hz και (β) 150 Hz. Σε ποιες συχνότητες θα αντιστοιχούν τα δείγµατα που θα

προκύψουν;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.1

Θεωρήστε τα αναλογικά σήµατα x1(t) = cos(60πt), x2(t) = cos(140πt), x3(t) =

cos(260πt), τα οποία υφίστανται οµοιόµορφα δειγµατοληψία µε συχνότητα 100 Hz.

Ποια είναι τα εξαγόµενα σήµατα διακριτού χρόνου;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.2

Ο ρυθµός δειγµατοληψίας του σήµατος x(t) = sin(πt) + 4sin(3πt)cos(2πt) είναι 3

kHz. Σε ποιες συχνότητες θα αντιστοιχούν τα δείγµατα που θα προκύψουν;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.3

Προτείνετε δύο συχνότητες οι οποίες να δίνουν τα ίδια δείγµατα µε αυτά του σήµα-

τος x(t) της άσκησης αυτοαξιολόγησης 1.3, όταν ο ρυθµός δειγµατοληψίας είναι 

3 kHz.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.1

∫µ∞¡∆π™∏ ™∏ª∞∆ø¡ ™À¡∂Ã√À™–¶§∞∆√À™

Κβάντιση (quantisation) ονοµάζεται η διαδικασία της µετατροπής ενός σήµατος δια-

κριτού χρόνου συνεχούς–πλάτους σε ψηφιακό σήµα, εκφράζοντας την τιµή κάθε

δείγµατος ως ένα αριθµό µε πεπερασµένο πλήθος ψηφίων (αντί για άπειρο πλήθος

ψηφίων που απαιτείται για κάθε συνεχούς–πλάτους τιµή). 

Το σφάλµα που υπεισέρχεται από την αναπαράσταση του σήµατος συνεχών–τιµών

µε ένα πεπερασµένο πλήθος διακριτών–τιµών, ονοµάζεται σφάλµα κβάντισης

(quantisation error) ή θόρυβος κβάντισης (quantisation noise). Αν x(n) είναι τα δείγ-

µατα εισόδου στον κβαντιστή και xq(n) η ακολουθία των κβαντισµένων δειγµάτων

της εξόδου του κβαντιστή, τότε το σφάλµα κβάντισης είναι η ακολουθία eq(n), η

οποία ορίζεται ως η διαφορά της πραγµατικής τιµής από την κβαντισµένη τιµή, δηλα-
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δή eq(n) = x(n)–xq(n). Στο Σχήµα 1.9 φαίνεται παραστατικά το αποτέλεσµα της κβά-

ντισης των δειγµάτων ενός αναλογικού σήµατος, καθώς και το σφάλµα κβάντισης. 

Για τον περιορισµό κάθε δείγµατος στο επιθυµητό πλήθος ψηφίων, χρησιµοποιήσαµε τη

µέθοδο της στρογγυλοποίησης (rounding) και όχι της αποκοπής (truncation). Οι τιµές τις

οποίες επιτρέπεται να παίρνει ένα ψηφιακό σήµα, αποτελούν τα λεγόµενα επίπεδα κβά-

ντισης (quantisation levels), ενώ η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών επιπέδων κβάντι-

σης ονοµάζεται βήµα κβάντισης (quantisation step) ή διακριτική ικανότηταή ανάλυση

(resolution). Κατά τη στρογγυλοποίηση, ο κβαντιστής αποδίδει στη συνεχή τιµή x(n) την

τιµή του πλησιέστερου επιπέδου κβάντισης. Έτσι, το σφάλµα κβάντισης eq(n) κυµαίνε-

ται στην περιοχή µεταξύ –∆/2 και ∆/2, δηλαδή –∆/2 ≤ eq(n) ≤ ∆/2. Το βήµα κβάντισης

∆ ορίζεται ως ∆ = (xmax–xmin)/(L–1), όπου xmax, xmin είναι η µεγαλύτερη και µικρότερη

τιµή του x(n) αντίστοιχα, και L το πλήθος των επιπέδων κβάντισης. Η διαφορά xmax–xmin

αποτελεί τη δυναµική περιοχή (dynamic range) του σήµατος. Στην περίπτωση του Σχή-

µατος 1.9 έχουµε xmax = 7, xmin = 0, L = 8 και άρα ∆ = 1. Παρατηρήστε ότι, αν η δυναµι-

κή περιοχή του σήµατος είναι καθορισµένη, τότε αύξηση του πλήθους των επιπέδων

κβάντισης L, συνεπάγεται µείωση του βήµατος κβάντισης. Εποµένως, το σφάλµα κβά-

ντισης µειώνεται, δηλαδή, αυξάνει η ακρίβεια του κβαντιστή. Τα επίπεδα κβάντισης L

είναι συνάρτηση του πλήθους b των δυαδικών ψηφίων (bits) της λέξης που χρησιµο-

ποιούµε για την αναπαράσταση κάθε δείγµατος, όπως θα δούµε στο αµέσως επόµενο

εδάφιο του κωδικοποιητή. Αποδεικνύεται ότι για ηµιτονοειδή σήµατα, ο λόγος του σήµα-

τος προς το θόρυβο κβάντισης αυξάνεται κατά περίπου 6dB[2] για κάθε επιπλέον bit που

προστίθεται στο µήκος λέξης, δηλαδή για κάθε διπλασιασµό των επιπέδων κβάντισης.

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι η κβάντιση αναλογικών σηµάτων οδηγεί

πάντοτε σε απώλεια πληροφορίας, εξαιτίας της ασάφειας που αυτή εισάγει. Πράγ-

µατι, η κβάντιση είναι µία µη αντιστρεπτή διαδικασία, αφού όλα τα δείγµατα σε από-

σταση ∆/2 γύρω από ένα επίπεδο κβάντισης, αντιπροσωπεύονται από την ίδια τιµή.

Συνεπώς, δεν µπορούµε ποτέ να εξαλείψουµε το θόρυβο κβάντισης, παρά µόνο να

τον µειώσουµε αυξάνοντας τα επίπεδα κβάντισης L.

2 91 . 2  T À ¶ √ π  ™ ∏ ª ∞∆ ø ¡

[2] Υπενθυµίζεται ότι το dB (decibel) ορίζεται ως 10 log10(P2/P1) = 20 log10(V2/V1), όπου µε
P, V συµβολίζουµε την ισχύ και την τάση ενός σήµατος αντίστοιχα. Το dB αντιστοιχεί
στο 1/10 του Bell, µονάδα η οποία ορίστηκε και καθιερώθηκε από τον Alexander Graham
Bell, ο οποίος ανακάλυψε ότι το ανθρώπινο αυτί αποκρίνεται λογαριθµικά στις διαφο-
ρές ισχύος. Έτσι, 3dB σηµαίνει ότι έχουµε διπλασιασµό της ισχύος (P2 = 2P1), ενώ –3dB
σηµαίνει ότι έχουµε υποδιπλασιασµό αυτής (P2 = P1/2). Αναφερόµενοι στην τάση, 6dB
σηµαίνει διπλασιασµό της τάσης (V2 = 2V1), ενώ –6dB σηµαίνει ότι έχουµε υποδιπλα-
σιασµό αυτής (V2 = V1/2).
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∫ø¢π∫√¶√π∏™∏ ∆ø¡ ∫µ∞¡∆π™ª∂¡ø¡ ¢∂π°ª∞∆ø¡

Κατά τη διαδικασία της κωδικοποίησης σ’ ένα µετατροπέα αναλογικού–σε–ψηφιακό,

ένας µοναδικός δυαδικός αριθµός εκχωρείται σε κάθε επίπεδο κβάντισης. Αν έχουµε

L επίπεδα κβάντισης, χρειαζόµαστε τουλάχιστον L διαφορετικούς δυαδικούς αριθµούς.

Με ένα µήκος λέξης b bits µπορούµε να έχουµε 2b διαφορετικούς δυαδικούς αριθµούς.

Άρα, πρέπει 2b ≥ L ή ισοδύναµα b ≥ log2L. Στο παράδειγµα του Σχήµατος 1.9 χρησι-

µοποιήσαµε έναν κωδικοποιητή µε b = 3 bits. Στο εµπόριο υπάρχουν διαθέσιµοι µετα-

τροπείς A/D µε ακρίβεια µέχρι και b = 24 bits. Χαρακτηριστική είναι η περίπτωση των

µουσικών CDs, όπου χρησιµοποιούνται µετατροπείς A/D ακριβείας 16 bits.

™¯‹Ì· 1.9

Κβάντιση και
κωδικοποίηση

σήµατος
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τους διάφορους τύπους σηµάτων. Είδαµε τις διαφορές

µεταξύ των αναλογικών σηµάτων, των σηµάτων διακριτού χρόνου και των ψηφιακών

σηµάτων, και ασχοληθήκαµε διεξοδικά µε τη µετατροπή ενός αναλογικού σήµατος σε

ψηφιακό. Έγινε φανερό ότι η µετατροπή αυτή απαρτίζεται από δύο κύριες, αλλά ανε-

ξάρτητες µεταξύ τους, διαδικασίες: τη δειγµατοληψία, η οποία έχει σχέση µε το πόσο

συχνά παίρνουµε τα δείγµατα, και τη κβάντιση, η οποία έχει σχέση µε την ακρίβεια

αναπαράστασης του πλάτους κάθε δείγµατος. Με άλλα λόγια, η δειγµατοληψία έχει

να κάνει µε τη συχνότητα του σήµατος, ενώ η κβάντιση µε το πλάτος του σήµατος. 

• Το θεώρηµα δειγµατοληψίας µας λέει ότι η συχνότητα δειγµατοληψίας πρέπει

να είναι τουλάχιστον διπλάσια της µέγιστης συχνότητας που περιέχεται στο σήµα

από το οποίο θέλουµε να λάβουµε δείγµατα. Αν αυτό δε συµβαίνει, τότε παρου-
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σιάζεται το φαινόµενο της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας (aliasing).

• Η ψηφιοποίηση του πλάτους ενός σήµατος εισάγει ένα θόρυβο, το λεγόµενο

θόρυβο κβάντισης, ο οποίος, όσο περισσότερα επίπεδα κβάντισης χρησιµοποι-

ούµε, δηλαδή όσο περισσότερα bits χρησιµοποιούµε για την αναπαράσταση της

κάθε τιµής του πλάτους, τόσο µικρότερος γίνεται.

1.3 ™‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούµε µε τα σήµατα διακριτού χρόνου. Θα γνωρίσουµε

τα πιο βασικά σήµατα διακριτού χρόνου, καθώς και τις στοιχειώδεις πράξεις που

εφαρµόζονται σε τέτοιου είδους σήµατα. Όλα αυτά θα αποτελέσουν τα εργαλεία τα

απαραίτητα για τη µελέτη των συστηµάτων και την ανάλυση των σηµάτων που θα

µας απασχολήσουν σε όλη την έκταση αυτού του βιβλίου.

1.3.1 µ·ÛÈÎ¿ Û‹Ì·Ù· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ¯ÚfiÓÔ˘

Τα σήµατα που περιγράφονται στη συνέχεια θεωρούνται ως τα βασικά (στοιχειώδη)

σήµατα διακριτού χρόνου.

α) Μοναδιαίο δείγµα (unit sample) ή µοναδιαία κρουστική ακολουθία (unit impulse

sequence): Είναι το πλέον βασικό σήµα διακριτού χρόνου το οποίο ορίζεται ως:

(1.25)

β) Μοναδιαία βηµατική ακολουθία (unit step sequence): Ορίζεται ως:

(1.26)

γ) Σταθερή ακολουθία (constant sequence):

x(n) = Α, –∞ < n < ∞ (1.27)

δ) Γραµµική ακολουθία (linear sequence):

x(n) = Αn, –∞ < n < ∞ (1.28)

Οι κυµατοµορφές όλων των παραπάνω σηµάτων φαίνονται στα Σχήµατα 1.10

έως και 1.13. 

ε) Εκθετική ακολουθία (exponential sequence):

x(n) = an, –∞ < n < ∞ (1.29)

Η ακολουθία αυτή παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Η µορφή της εξαρτάται από
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A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜ AÛÎ‹ÛÂˆÓ A˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜

1.1

Γνωρίζοντας, πλέον, το θεώρηµα δειγµατοληψίας, µπορούµε εύκολα να διαπιστώ-

σουµε αν θα παρουσιαστεί το φαινόµενο της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας. Και

αν παρουσιαστεί, τότε µπορούµε µε βάση τη σχέση F0 = Fk–kFs, να υπολογίσουµε

τη συχνότητα στην οποία αντιστοιχούν τα δείγµατα που πήραµε. Έτσι, η συχνότη-

τα του αναλογικού σήµατος είναι F = 100 Hz. Για να αντιπροσωπευθεί σωστά το

σήµα αυτό στον ψηφιακό χώρο πρέπει να λάβουµε δείγµατά του µε συχνότητα του-

λάχιστον 2F = 2⋅100 = 200 Hz. Άρα, και στις δύο περιπτώσεις δε θα αποφύγουµε το

φαινόµενο της χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατοληψίας (φαινόµενο φασµα-

τικής επικάλυψης).

(α) Για Fs = 75 Hz τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντιστοιχούν στη δειγµατολη-

ψία του ηµιτονοειδούς της βασικής περιοχής συχνοτήτων (–Fs/2 ≤ F0 ≤ Fs/2) µε

συχνότητα ίση προς Fο = Fk–kFs = 100–1⋅75 = 25 Hz.

(β) Για Fs = 150 Hz τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντιστοιχούν στη δειγµατολη-

ψία του ηµιτονοειδούς της βασικής περιοχής συχνοτήτων (–Fs/2 ≤ F0 ≤ Fs/2) µε

συχνότητα ίση προς F0 = Fk–kFs = 100–1⋅150 = –50 Hz.

Αυτή ήταν µία εύκολη άσκηση. Αν τα καταφέρατε, σηµαίνει πως έχετε κατανοήσει

το φαινόµενο της χαµηλού (ανεπαρκούς) ρυθµού δειγµατοληψίας. Συνεχίστε στις

επόµενες ασκήσεις. Αν όχι, τότε επαναλάβετε τα Παραδείγµατα 1.3 και 1.4 και ξανα-

προσπαθήστε. Χρειάζεται κάποιος χρόνος µέχρι να εξοικειωθείτε µε τις ιδιαιτερό-

τητες των σηµάτων που προέρχονται από δειγµατοληψία. 

1.2

Υπάρχουν δύο τρόποι για να λύνουµε αυτού του είδους τις ασκήσεις, δηλαδή τις

ασκήσεις στις οποίες µας ζητείται να δώσουµε τα σήµατα διακριτού χρόνου και όχι

µόνο τις συχνότητές τους.

Ο πρώτος είναι αυτός κατά τον οποίο, ξεκινώντας από τον ορισµό της δειγµατολη-

ψίας, αντικαθιστούµε τη µεταβλητή t µε nT, και εκτελούµε τις όποιες τριγωνοµε-

τρικές πράξεις.

Ο δεύτερος είναι εκείνος κατά τον οποίο υπολογίζουµε πρώτα τις συχνότητες που

θα προκύψουν από τη δειγµατοληψία (όπως κάναµε και στην άσκηση αυτοαξιολό-

γησης 1.1), και µετά προσδιορίζουµε τις αντίστοιχες σχέσεις για τα σήµατα διακρι-

τού χρόνου. Όποιον από τους τρόπους και αν επιλέξετε, θα πρέπει να βρείτε το ίδιο
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αποτέλεσµα, το οποίο στην προκειµένη περίπτωση είναι x1(n) = x2(n) = x3(n) =

cos(0,6πn). Ας τα πάρουµε όµως από την αρχή.

Η περίοδος δειγµατοληψίας ισούται µε T = 1/Fs = 1/100 Hz = 0,01 sec. Άρα, οι ακο-

λουθίες που θα προκύψουν θα είναι οι εξής:

x1(n) = cos(60πnT) = cos(0,6πn)

x2(n) = cos(140πnT) = cos(1,4πn) = cos[(2π–0,6π)n] = cos(0,6πn)

x3(n) = cos(260πnT) = cos(2,6πn) = cos[(2π + 0,6π)n] = cos(0,6πn)

Συµπεραίνουµε, εποµένως, ότι η δειγµατοληψία των τριών αναλογικών σηµάτων,

διαφορετικής συχνότητας το καθένα, οδήγησε τελικά στο ίδιο σήµα διακριτού χρό-

νου cos(0,6πn).

Όπως αναφέραµε προηγουµένως, στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε αν εφαρµό-

σουµε την σχέση F0 = Fk–kFs για καθεµιά από τις συχνότητες. ∆ηλαδή, η συχνότη-

τα του σήµατος x1(t) είναι F1 = 30 Hz και, κατά συνέπεια, δε θα παρουσιαστεί το

φαινόµενο της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας, αφού F1 < Fs/2 = 50 Hz. Άρα, x1(n)

= cos[2π(F1/Fs)n] = cos[2π(30/100)n] = cos(0,6πn). Η συχνότητα του σήµατος x2(t)

είναι F2 = Fk = 70 Hz και τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντιστοιχούν στη δειγµα-

τοληψία ενός ηµιτονοειδούς συχνότητας F0 = Fk–kFs = 70–100 = –30Hz. Άρα x2(n)

= cos[2π(F2/Fs)n] = cos[2π(–30/100)n] = cos(–0,6πn) = cos(0.6πn).Τέλος, η συχνό-

τητα του σήµατος x3(t) είναι F3 = 130Hz και τα δείγµατα που θα πάρουµε θα αντι-

στοιχούν στη δειγµατοληψία ενός ηµιτονοειδούς συχνότητας F0 = Fk–kFs = 130–100

= 30 Hz. Άρα x3(n) = x1(n). Συνεπώς, και τα τρία αναλογικά x1(t), x2(t), x3(t) σήµα-

τα αντιπροσωπεύονται από τα ίδια δείγµατα µετά τη δειγµατοληψία τους µε ρυθµό

100Hz.

Αν και εσείς καταλήξατε στο ίδιο αποτέλεσµα, τότε προχωράτε πολύ καλά. Συνεχί-

στε µε την επόµενη άσκηση αυτοαξιολόγησης. Αν δεν τα καταφέρατε, µελετήστε

και πάλι τα Παραδείγµατα 1.3 και 1.4 και ξαναπροσπαθήστε.

1.3

Στην άσκηση αυτή θα πρέπει να προσέξετε το γινόµενο του ηµιτόνου µε το συνηµί-

τονο. Αυτό είναι το συνηθισµένο λάθος που γίνεται στην περίπτωση αυτή. Παρατη-

ρήστε ότι σ’ όλες τις προηγούµενες ασκήσεις είχαµε µόνο αθροίσµατα (ή διαφορές)

ηµιτονοειδών, και εξετάζοντας κάθε όρο του αθροίσµατος χωριστά, µπορούσαµε να

προσδιορίσουµε τη συχνότητα του κάθε ηµιτονοειδούς. Για να εκφράσουµε το γινό-

µενο της άσκησης αυτής ως άθροισµα ηµιτονοειδών, θα χρησιµοποιήσουµε την
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σχέση 2sinΑcosB = sin (Α + B) + sin(Α–B). Εποµένως, έχουµε:

x(t) = sin(πt) + 4sin(3πt)cos(2πt) = sin(πt) + 2[sin(3πt + 2πt) + sin(3πt–2πt)] =

sin(πt) + 2sin(5πt) + 2sin(πt) = 3sin(πt) + 2sin(5πt) = 3sin(2π t) +

2 sin(2π t)

Βλέπουµε ότι το αναλογικό σήµα x(t) αποτελείται από δύο συχνότητες, 

την F1 = kHz και την F2 = kHz. 

Η ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας για την F1 είναι 2F1 = 2(1/2) = 1 kHz, ενώ

για την F2 είναι 2F2 = 2(5/2) = 5 kHz. Συνεπώς, λαµβάνοντας δείγµατα του σήµα-

τος µε ρυθµό 3 kHz, για την F1 δε θα υπάρξει πρόβληµα και τα δείγµατα που θα

πάρουµε θα αντιστοιχούν σ΄ αυτή. Για το ηµιτονοειδές όµως µε συχνότητα F2, θα

παρουσιαστεί πρόβληµα, εξαιτίας της χαµηλού ρυθµού δειγµατοληψίας, αφού για

να το αναπαραστήσουµε σωστά θα έπρεπε να λαµβάνουµε δείγµατα µε συχνότητα

τουλάχιστον 5 kHz. Έτσι, τα δείγµατα που θα προκύψουν θα αντιστοιχούν σ’ ένα

ηµιτονοειδές συχνότητας 

F0 = Fk–kFs = –k3 = – kHz, όπου Fk = F2 = kHz και k = 1, 

αφού η τιµή F0 που προέκυψε ανήκει στο διάστηµα [–Fs/2, Fs/2]. Τελικά, ως συµπέ-

ρασµα προκύπτει ότι τα δείγµατα που θα πάρουµε από τη δειγµατοληψία του x(t),

θα αντιστοιχούν σ’ ένα και µόνο ηµιτονοειδές συχνότητας kHz. 

Επισηµαίνεται ότι στο ίδιο αποτέλεσµα θα είχαµε καταλήξει αν εργαζόµασταν µόνο

µε τη σχέση x(t) = 3sin(πt) + 2sin(5πt), και αντικαθιστούσαµε t = nT, όπου T = 1/Fs

= 1/3 msec. Επαληθεύστε το.

1.4

Είναι εύκολο να δούµε ότι η ακολουθία p(n) µπορεί να εκφραστεί ως διαφορά δύο

βηµατικών ακολουθιών, από τις οποίες η µία είναι ολισθηµένη ως προς την άλλη

κατά 4 µονάδες (δείγµατα). Έχουµε, δηλαδή, p(n) = u(n)–u(n–4), όπως φαίνεται και

στο Σχήµα 1.30. Αν πάλι δεν το σκεφτήκατε έτσι και κάνατε χρήση της µοναδιαίας

κρουστικής δ(n), τότε θα καταλήξατε στο σωστό αποτέλεσµα, αλλά λίγο πιο επίπο-

να. Παρατηρείτε, δηλαδή, ότι p(n) = δ(n) + δ(n–1) + δ(n–2) + δ(n–3). Αλλά, µε βάση

τη σχέση (1.33) έχουµε
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