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™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε τα χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες των ψηφια-

κών φίλτρων πεπερασµένης κρουστικής απόκρισης (Finite Impulse Response – FIR).

Επίσης, θα γνωρίσουµε τις δύο πιο σηµαντικές µεθόδους σχεδίασής τους και θα ανα-

λύσουµε εκτενώς τη µέθοδο των παραθύρων. Τα FIR φίλτρα χρησιµοποιούνται ευρύ-

τατα στην ψηφιακή επεξεργασία σήµατος λόγω δύο πολύ σηµαντικών ιδιοτήτων που

παρουσιάζουν, και τις οποίες επίσης θα εξετάσουµε εδώ: τη γραµµική απόκριση

φάσης και την ευστάθεια. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Σχεδιάζετε τη γενική δοµή ενός FIR ψηφιακού φίλτρου

• Γνωρίζετε τα πλεονεκτήµατά τους, για τα οποία άλλωστε και τα χρησιµοποιούµε

• Καθορίζετε τις προδιαγραφές ενός FIR φίλτρου

• Υπολογίζετε το µέτρο της απόκρισης συχνότητας ενός FIR φίλτρου

• Κατανοείτε το ρόλο της γραµµικής απόκρισης φάσης στη διατήρηση της µορφής

του σήµατος

• Υπολογίζετε την απόκριση φάσης στα φίλτρα αυτά

• Σχεδιάζετε ένα FIR φίλτρο µε τη µέθοδο των παραθύρων

• Εξηγείτε τι είναι βέλτιστο φίλτρο και σε τι πλεονεκτεί η µέθοδος σχεδίασης βέλτι-

στων FIR φίλτρων σε σχέση µε εκείνη των παραθύρων

• Επιλέγετε την απαιτούµενη ακρίβεια των συντελεστών του FIR φίλτρου για να επι-

τευχθούν τα επιθυµητά χαρακτηριστικά

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Πεπερασµένη κρουστική απόκριση

• Συµµετρική κρουστική απόκριση

4∫ ∂ º∞§∞π√
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• Γραµµική απόκριση φάσης

• Ευστάθεια των FIR φίλτρων

• Μέθοδος σχεδίασης µε παράθυρα

• Συνάρτηση παραθύρου

• Φάσµα παραθύρου

• Φαινόµενο Gibbs

• Βέλτιστο φίλτρο

• Υλοποίηση γραµµικής απόκρισης φάσης

• Κβάντιση των συντελεστών

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Τα γραµµικά ψηφιακά φίλτρα που θα εξετάσουµε στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουν

πεπερασµένης χρονικής διάρκειας απόκριση σε είσοδο µοναδιαίας κρούσης. Στη διε-

θνή βιβλιογραφία τα συναντούµε ως Finite Impulse Response ή FIR φίλτρα. Αποτε-

λούν ουσιαστικά µερική περίπτωση των φίλτρων άπειρης κρουστικής απόκρισης (IIR).

Από τα γραµµικά ψηφιακά φίλτρα, προτιµούνται συνήθως τα FIR έναντι των IIR,

λόγω της ευστάθειας στη λειτουργία τους και της γραµµικής απόκρισης που παρου-

σιάζουν στη φάση. Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε τα είδη και τα χαρακτηριστικά

των FIR φίλτρων και θα µελετήσουµε τη µέθοδο σχεδίασης τους µε τα παράθυρα.

Τέλος, θα περιγράψουµε δοµές υλοποίησης των FIR φίλτρων, καθώς και τα προ-

βλήµατα που προκύπτουν κατά την υλοποίηση αυτή. Απαραίτητο γνωστικό υπόβα-

θρο αποτελεί η ύλη του προηγούµενου κεφαλαίου.

Το κεφάλαιο αυτό περιλαµβάνει τις ακόλουθες ενότητες:

4.1 Χαρακτηριστικά των FIR φίλτρων

4.2 Τύποι και προδιαγραφές των FIR φίλτρων

4.3 Μέθοδοι σχεδίασης των FIR φίλτρων

4.4 Θέµατα υλοποίησης FIR φίλτρων
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4.1 Ã·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Η γενική δοµή των FIR φίλτρων έχει όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.1. Αποτελείται από

µία γραµµή καθυστέρησης (delay line), όπου ολισθαίνουν τα δείγµατα του σήµατος

εισόδου x(n), και από τους πολλαπλασιαστές h(m). Τα αποτελέσµατα των πολλαπλα-

σιασµών προστίθενται για να δώσουν την τελική έξοδο του φίλτρου y(n). Είναι προ-

φανές ότι η έξοδος y(n) είναι ο γραµµικός συνδυασµός των δειγµάτων εισόδου x(n):

(4.1)

Αν το σήµα εισόδου στο FIR φίλτρο είναι η µοναδιαία κρούση δ(n), τότε η έξοδός

του (κρουστική απόκριση του φίλτρου ή Impulse Response) θα είναι διαδοχικά ίση

µε κάθε έναν από τους συντελεστές h(m). Έτσι, έχουµε πεπερασµένη σε χρονική

διάρκεια κρουστική απόκριση h(m) για τα FIR φίλτρα (Finite Impulse Response). Η

εξίσωση διαφορών (4.1) αποτελεί τη σχέση εισόδου–εξόδου του FIR φίλτρου. Επί-

σης ξέρουµε ότι για τη συνάρτηση µεταφοράς ισχύει, 

(4.2)

Ο βαθµός N του φίλτρου χαρακτηρίζεται από το πλήθος των όρων της κρουστικής

απόκρισης (πλήθος συντελεστών h(m)).
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h(0) h(1) h(2) h(N-2) h(N-1)

+ n

Γραµµή καθυστέρησης

™¯‹Ì· 4.1

∆οµή FIR ψηφια-
κού φίλτρου. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.1

Για το FIR φίλτρο του Σχήµατος 4.2 να γραφεί η εξίσωση εισόδου–εξόδου και η

συνάρτηση µεταφοράς. Επίσης, να σχεδιαστεί η κρουστική απόκριση του φίλτρου.
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Λύση

Το φίλτρο του Σχήµατος 4.2 είναι FIR, διότι η κρουστική του απόκριση είναι πεπε-

ρασµένης χρονικής διάρκειας (τρεις όροι). Κάθε όρος της κρουστικής απόκρισης

είναι ίσος µε 1/3, όσο δηλαδή ο αντίστοιχος συντελεστής του φίλτρου. Η εξίσωση

εισόδου–εξόδου (εξίσωση διαφορών) είναι η ακόλουθη:

Η σχέση αυτή δείχνει ότι το φίλτρο του Σχήµατος 4.2 είναι ένα ψηφιακό σύστηµα

µέσης τιµής (averager). Με τη βοήθεια της σχέσης (4.2) η συνάρτηση µεταφοράς

έχει ως εξής:
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™¯‹Ì· 4.2

Ψηφιακό φίλτρο
µέσης τιµής µε
τρεις όρους.

Να σχεδιαστεί ένας απλός ψηφιακός διαφοριστής (digital differentiator). Να γρα-

φεί η σχέση εισόδου–εξόδου, η συνάρτηση µεταφοράς και να σχεδιαστεί η δοµή

του φίλτρου. Επίσης να σχεδιαστεί η κρουστική του απόκριση. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.1

Ο απλούστερος ψηφιακός διαφοριστής θα έχει έξοδο y(n) τη διαφορά δύο διαδοχι-

κών δειγµάτων της εισόδου x(n). Έτσι η σχέση εισόδου–εξόδου του φίλτρου θα είναι

Η συνάρτηση µεταφοράς µπορεί να υπολογιστεί αν λάβουµε το µετασχηµατισµό–z

και των δύο µερών της προηγούµενης σχέσης: 

  y n x n x n( ) ( ) ( )= − −1
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Η δοµή του φίλτρου είναι πολύ απλή και έχει ως εξής:
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Όταν η είσοδος είναι η µοναδιαία κρούση, η έξοδος του φίλτρου (κρουστική από-

κριση) θα ισούται µε τους συντελεστές της αρχικής σχέσης εισόδου–εξόδου, δηλα-

δή µε 1 και –1. Η µορφή της κρουστικής απόκρισης έχει ως εξής:

x(n) x(n-1)z-1

1 –1

y(n)+

1

-1

TS n

4.1.1 °Ú·ÌÌÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË Ê¿ÛË˜

Ένα φίλτρο έχει γραµµική απόκριση φάσης (linear phase response) όταν η διαφορά

φάσης θ(ω) µεταξύ εισόδου και εξόδου για σήµα γωνιακής συχνότητας ω, δίνεται ως:

ή   (4.3)

Όπου α και b σταθερές που εξαρτώνται από τα χαρακτηριστικά του φίλτρου. Όταν οι

αρµονικές συνιστώσες ενός σήµατος, διέλθουν από σύστηµα που έχει γραµµική από-

κριση φάσης σύµφωνα µε την (4.3), υπόκεινται όλες στην ίδια χρονική καθυστέρη-

ση ίση µε α sec, µε αποτέλεσµα να µην καταστρέφεται η µορφή του σήµατος. Αυτό

γίνεται φανερό αν σκεφτούµε ότι cos(ωt + θ) = cos(ωt–αω) = cos[ω(t–α)]. Στο Σχήµα

4.3α φαίνονται οι δύο αρµονικές συνιστώσες από τις οποίες αποτελείται ένα σήµα,

που έχουν µηδενική διαφορά φάσης για t = 0, καθώς και η µορφή του σήµατος. Το

σήµα που φαίνεται στο Σχήµα 4.3β αποτελείται από τις ίδιες συνιστώσες, που έχουν

όµως υποστεί διαφορετική χρονική καθυστέρηση η µία ως προς την άλλη, έτσι ώστε

να έχουν διαφορά φάσης για t = 0 ίση µε π. Το αποτέλεσµα είναι ότι η µορφή του

  θ ω ω( ) = −b a  θ ω ω( ) = −a
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Για να έχει ένα FIR φίλτρο την ιδιότητα της γραµµικής απόκρισης φάσης, θα πρέ-

πει να παρουσιάζει κάποιας µορφής συµµετρία στην κρουστική απόκριση h(n). Έτσι,

έστω ένα FIR φίλτρο µε N όρους στην κρουστική απόκριση h(n) (n = 0,…,N–1),

όπου το Ν είναι περιττός αριθµός και οι όροι h(n) παρουσιάζουν τη συµµετρία:

(4.4)

Τότε, το φίλτρο αυτό έχει γραµµική απόκριση φάσης. Ας πάρουµε, για παράδειγµα, την

απόκριση συχνότητας του φίλτρου για N = 5. Θέτουµε στην (4.2) και έχουµε 

(4.5)

  

H e h m e

h h e h e h e h e

e h e h e h h e h e

e

j j m

m

j j j j

j j j j j

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= =

= + + + +

= + + + +[ ]
=

−

=
− − − −

− − −

−

∑
0

4

2 3 4

2 2 2

0 1 2 3 4

0 1 2 3 4

jj j j j j

j

h e e h e e h

e h h h

2 2 2

2

0 1 2

2 0 2 2 1 2

ω ω ω ω ω

ω ω ω

( )( ) ( )( ) ( )

( )cos( ) ( )cos( ) ( )

+ + + +[ ]
= + +[ ]

− −

−

 z e j= ω

  h n h N n( ) ( )= − −1

(α) (β)

1

1

0.5

0

–0.5

–1

1

0.5

0

–0.5

–1

2

–2

–1
0

0

1

2

–2

–1

0

500 1000 1500

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

0 500 1000 1500

™¯‹Ì· 4.3 

∆ύο αρµονικές
που δίνουν διαφο-
ρετική µορφή για
το σύνθετο σήµα
ανάλογα µε τη

µεταξύ τους αρχι-
κή διαφορά

φάσης. α) Αρχική
διαφορά φάσης 0.
β) Αρχική διαφο-

ρά φάσης π. 

σήµατος έχει αλλάξει ριζικά. Παρ’ ότι το ανθρώπινο σύστηµα ακοής δεν είναι ευαί-

σθητο στις φασικές µετατοπίσεις των αρµονικών ενός σήµατος, µία τέτοια αλλαγή

θα µπορούσε να έχει καταστρεπτικά αποτελέσµατα σε περιπτώσεις που ενδιαφέρει η

µορφή του σήµατος (τηλεπικοινωνίες, καρδιογράφηµα, εικόνες κτλ.).
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Το µέτρο της H(ejω) είναι η πραγµατική ποσότητα µέσα στην αγκύλη. Η φάση της

ισούται µε τη φάση που δηµιουργεί ο όρος e–j2ω. Ο υπολογισµός της δίνει

θ(ω) = –2ω. Στη γενική περίπτωση φίλτρων µήκους Ν θα είναι .

Eποµένως ο συντελεστής αναλογίας της σχέσης (4.3) ισούται µε (Ν–1)/2. Συµπερα-

σµατικά, ένα FIR φίλτρο µε συµµετρική κρουστική απόκριση και περιττό πλήθος

όρων έχει γραµµική φάση, και όπως είδαµε αυτό έχει ως συνέπεια τη χρονική καθυ-

στέρηση όλων των αρµονικών του σήµατος κατά δείγµατα. 

Υπάρχουν τέσσερις διαφορετικοί τύποι FIR φίλτρων γραµµικής φάσης, ανάλογα µε

το αν το πλήθος N των συντελεστών της h(n) είναι άρτιο ή περιττό και αν η h(n) είναι

συµµετρική ή αντισυµµετρική. Σε όλες τις περιπτώσεις ο υπολογισµός του µέτρου

και της φάσης της απόκρισης συχνότητας H(ejω) γίνεται όπως στο προηγούµενο

παράδειγµα, και αποδεικνύεται ότι η φάση είναι γραµµική.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.2

Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας (µέτρο και φάση) για το φίλτρο του παρα-

δείγµατος 4.1.

Λύση

Το µέτρο της H(ejω) είναι . Η φάση της υπολογίζεται από τη φάση

που δηµιουργεί ο µιγαδικός e–jω, και η οποία είναι θ(ω)=–ω.
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Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας (µέτρο και φάση) του φίλτρου που περι-

γράφηκε στην δραστηριότητα 1/ κεφάλαιο 4.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.2
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Η απόκριση συχνότητας H(ejω) υπολογίζεται αν στη σχέση θέσουµε

:

Το µέτρο της H(ejω) είναι: 

,

ενώ η φάση ισούται µε π/2που εισάγει η µιγαδική µονάδα και –ω/2 από τον εκθετι-

κό όρο:

4.1.2 ∂˘ÛÙ¿ıÂÈ· ÙˆÓ Ê›ÏÙÚˆÓ – ¶fiÏÔÈ Î·È ÌË‰ÂÓÈÎ¿

Στα FIR φίλτρα η έξοδος εξαρτάται µόνο από τις τιµές της εισόδου x(n–k) µε 

k = 0 ,..., N–1. Καµία καθυστερηµένη τιµή της εξόδου y(n–k) δεν συµµετέχει στον

υπολογισµό της. Έτσι η κρουστική απόκριση είναι πεπερασµένη και η συνάρτηση

µεταφοράς του φίλτρου H(z) που δίνεται από την (4.2) δεν έχει παρονοµαστή, επο-

µένως δεν έχει πόλους που δηµιουργούν αστάθεια. Όλα αυτά έχουν ως αποτέλεσµα

την ευστάθεια του φίλτρου, που σηµαίνει ότι για οποιοδήποτε πεπερασµένο σε πλά-

τος σήµα εισόδου, η έξοδος είναι επίσης πεπερασµένη σε µέγεθος. Η θέση όπου η

H(z) µηδενίζεται (µηδενικά) µπορεί να καθοριστεί, έτσι ώστε να επιτυγχάνεται από

το φίλτρο πολύ καλή απόρριψη κάποιων από τις αρµονικές συνιστώσες του σήµα-

τος.

 
θ ω π ω

( ) = −
2 2

  
| ( ) | sinH e jω ω= 2

2

  
H e e e e e jej j

j j j j
( ) [ ] [ sin ]ω ω

ω ω ω ω ω= − = − =− − − −
1 2

2
2 2 2 2

 z e j= ω
  H z z( ) = − −1 1

Σε ένα FIR φίλτρο η κρουστική απόκριση έχει τους πέντε όρους της ίσους µε 0,2.

Ποιες από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς και ποιες ψευδείς και γιατί; 

α. Το φίλτρο χρειάζεται τέσσερις µονάδες καθυστέρησης για την υλοποίησή του. 

β. Οι συντελεστές του φίλτρου είναι 6.

γ. Κάθε συντελεστής έχει τιµή 0,3.

δ. Η καθυστέρηση φάσης που δηµιουργεί το φίλτρο είναι 2ω.

ε. Για συχνότητα δειγµατοληψίας 44,1 kHz η χρονική καθυστέρηση που δηµιουρ-

γείται σε κάθε αρµονική του σήµατος είναι 2Τs = 50,5 µsec.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.1
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Τα FIR φίλτρα παρουσιάζουν ιδιαίτερα χαρακτηριστικά, τα οποία είναι απαραίτητα

στις περισσότερες περιπτώσεις ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος. Το πρώτο από αυτά,

η ευστάθεια, οφείλεται στο γεγονός ότι η έξοδος y(n) στα FIR φίλτρα υπολογίζεται

µόνο από τιµές της εισόδου x(n), εποµένως τα φίλτρα δεν έχουν κλάδο ανατροφοδό-

τησης. Το άλλο χαρακτηριστικό, η γραµµική απόκριση φάσης, λαµβάνεται όταν η

κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι συµµετρική. 

4.2 ∆‡ÔÈ Î·È ÚÔ‰È·ÁÚ·Ê¤˜ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Ο τρόπος µε τον οποίο κυρίως καθορίζεται αλλά και χρησιµοποιείται ένα ψηφιακό

φίλτρο είναι η συµπεριφορά του στη συχνότητα. Η συµπεριφορά αυτή περιγράφε-

ται από την απόκριση στη συχνότητα του φίλτρου, τόσο σε ό,τι έχει σχέση µε την

επίδρασή του στο πλάτος των διαφόρων αρµονικών του σήµατος (απόκριση πλά-

τους), όσο και στο τρόπο µε τον οποίο επηρεάζει τη φασική σχέση των αρµονικών

(απόκριση φάσης). ∆εδοµένου ότι η απόκριση στη συχνότητα των ψηφιακών συστη-

µάτων είναι περιοδική, αρκεί να καθοριστεί η συµπεριφορά του ψηφιακού φίλτρου

στην περιοχή από 0 ως π. 

Η απόκριση φάσης στα FIR φίλτρα µπορεί να είναι γραµµική αν η κρουστική από-

κριση h(n) είναι συµµετρική ή αντισυµµετρική. Στην απόκριση µέτρου του φίλτρου

ενδιαφέρον παρουσιάζουν τόσο οι αποκλίσεις από την επιθυµητή απόκριση στις

ζώνες διέλευσης και αποκοπής, όσο και οι συχνότητες που καθορίζουν τα όρια των

ζωνών αυτών. Όλα αυτά τα χαρακτηριστικά περιγράφτηκαν στο κεφάλαιο 3, παρά-

γραφος 3.4.5 και ιδιαίτερα στο Σχήµα 3.9. Στο Σχήµα αυτό µπορούµε να διακρίνουµε

τις επόµενες παραµέτρους:

δp είναι η απόκλιση (από τη µονάδα) στη ζώνη διέλευσης

δs είναι η απόκλιση (από το µηδέν) στη ζώνη αποκοπής

ωp είναι το όριο της ζώνης διέλευσης

ωs είναι το όριο της ζώνης αποκοπής

2π είναι η κυκλική συχνότητα δειγµατοληψίας

Το εύρος της ζώνης µετάβασης είναι . Συνήθως τα ωp και ωs ορίζο-

νται ως κλάσµατα του π, ενώ οι αποκλίσεις δp και δs ορίζονται σε dB µέσω των ποσο-

τήτων 20 log(1 + δp) και 20 log(δs), αντίστοιχα. Επιπλέον, ως χαρακτηριστικό σχε-

δίασης µπορεί να θεωρηθεί το µέγιστο αποδεκτό πλήθος N των συντελεστών h(n)

του φίλτρου. Οι προηγούµενες προδιαγραφές αφορούν την πραγµατική συµπεριφο-

 ∆ω ω ω= −s p

1 4 74 . 2  ∆ À ¶ √ π  ∫ ∞ π  ¶ ƒ √ ¢ π ∞ ° ƒ∞ º ∂ ™  ∆ ø ¡  F I R  º π § ∆ ƒ ø ¡
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ρά ενός FIR φίλτρου. Όταν τα µεγέθη δs, δp και ∆ω τείνουν στο µηδέν, το απαιτού-

µενο πλήθος Ν των συντελεστών τείνει στο άπειρο και η απόκριση του φίλτρου προ-

σεγγίζει την ιδανική απόκριση (Βλέπε Σχήµα 3.8).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.3

Οι προδιαγραφές FIR φίλτρου είναι 0,01 dB κυµάτωση (απόκλιση) στη ζώνη διέ-

λευσης, –60 dBs στη ζώνη αποκοπής, ωs = 0,4π και ζώνη µετάβασης ίση µε 0,2π. Να

εξηγήσετε τι ακριβώς σηµαίνει καθεµιά από τις προδιαγραφές αυτές. 

Λύση

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, θα πρέπει από το φίλτρο να διέρχονται όλες οι συχνό-

τητες µέχρι το 0,4π, και να αποκόπτονται όλες οι συχνότητες πάνω από τα 0,6π. Η

ζώνη µετάβασης βρίσκεται από το 0,4π µέχρι το 0,6π. Στη ζώνη διέλευσης η από-

κλιση από τη µονάδα είναι δp και προσδιορίζεται από τη σχέση:

20 log(1 + δp) = 0,01⇒ δp = 0,001

Στη ζώνη αποκοπής ισχύει 20 log(δs) = –60⇒δs = 1/1000. Αυτό σηµαίνει ότι µόνο το ένα

χιλιοστό από το πλάτος των συχνοτήτων στην περιοχή αυτή διέρχεται από το φίλτρο.

Να σχεδιαστεί η απόκριση µέτρου στη συχνότητα ιδανικού υψηπερατού φίλτρου

µε ζώνη διέλευσης το 1/Ν της συχνότητας Nyquist. Η τιµή του Ν είναι δική σας

επιλογή. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.3

Η συχνότητα Nyquist είναι ίση µε π (µισό της συχνότητας δειγµατοληψίας). Έτσι, η

ζώνη διέλευσης του υψηπερατού φίλτρου θα έχει εύρος π/Ν. Αν επιλέξουµε Ν = 10,

τότε η απόκριση µέτρου του φίλτρου στη συχνότητα έχει όπως φαίνεται στο επόµε-

νο Σχήµα.

|H(ejω)|

1

0 π 2π9π/10
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Οι τύποι των ψηφιακών φίλτρων που µπορούν να σχεδιαστούν ως FIR φίλτρα ποι-

κίλλουν και µπορούν να έχουν όλες τις µορφές όπως βαθυπερατά, ζωνοδιαβατά και

υψηπερατά. Επίσης οι προδιαγραφές τους µπορεί να είναι πολύ αυστηρές τόσο στη

ζώνη διέλευσης των συχνοτήτων, όσο και στη ζώνη αποκοπής. 

4.3 M¤ıÔ‰ÔÈ Û¯Â‰›·ÛË˜ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Η διαδικασία για τη σχεδίαση FIR φίλτρων περιλαµβάνει τον καθορισµό των προ-

διαγραφών του φίλτρου, τον υπολογισµό των συντελεστών του φίλτρου µε µία από

τις διαθέσιµες µεθόδους, τον καθορισµό της δοµής υλοποίησης, την ανάλυση σφαλ-

µάτων λόγω του πεπερασµένου µήκους των συντελεστών καθώς και την επιλογή για

υλοποίηση µε λογισµικό ή υλικό.

Σηµαντικό βήµα στη διαδικασία σχεδίασης των FIR φίλτρων είναι να υπολογιστούν

οι συντελεστές h(n), ώστε το φίλτρο να πληροί τις επιθυµητές προδιαγραφές µέτρου

και φάσης στη συχνότητα. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούνται ευρύτατα είναι κυρίως

οι επόµενες τρεις. Η µέθοδος των παραθύρων (windows method), η µέθοδος σχε-

δίασης βέλτιστων φίλτρων (optimal method) και η µέθοδος της δειγµατοληψίας στη

συχνότητα (frequency sampling method). Εδώ θα παρουσιάσουµε τη µέθοδο των

παραθύρων που είναι απλή. Η µέθοδος σχεδίασης βέλτιστων φίλτρων δίνει την καλύ-

τερη δυνατή απόκριση συχνότητας για συγκεκριµένο πλήθος συντελεστών. Όλες οι

µέθοδοι µπορούν να δώσουν FIR φίλτρα γραµµικής φάσης.

4.3.1 ª¤ıÔ‰Ô˜ ÙˆÓ ·Ú·ı‡ÚˆÓ

Η µέθοδος των παραθύρων αποτελεί µια σχετικά απλή διαδικασία σχεδίασης FIR

φίλτρων. Οι συντελεστές hD(n) του ιδανικού φίλτρου υπολογίζονται από τον αντί-

στροφο µετασχηµατισµό Fourier της απόκρισης συχνότητας HD(ejω):

1 4 94 . 3  M ∂£√¢√π ™Ã∂¢π∞™∏™ FIR ºπ§∆ƒø¡

Στην επόµενη πρόταση να επιλέξετε τη σωστή απάντηση.

1. Σε ένα ζωνοδιαβατό FIR φίλτρο η ανώτερη συχνότητα αποκοπής είναι: 

– Μεγαλύτερη από π

– Μικρότερη από π

– Μεγαλύτερη από 2π

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.2
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(4.6)

Το γράµµα D χρησιµοποιείται για να δηλώσει την επιθυµητή (Desired) ή ιδανική

συµπεριφορά. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.4

Να σχεδιαστεί ένα βαθυπερατό φίλτρο µε συχνότητα αποκοπής ωc = π/2 (ηµίσειας

ζώνης ή half–band), του οποίου η ιδανική απόκριση στη συχνότητα δίνεται στο

Σχήµα 4.4α. 

Λύση

Θεωρούµε ότι η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι κανονικοποιηµένη στη µονάδα

( ). Από τη σχέση (4.6) οι συντελεστές h(n) υπολογίζονται ως εξής:

(4.7)

Η γραφική παράσταση των συντελεστών δίνεται στο Σχήµα 4.4β, από όπου φαίνε-

ται ότι η κρουστική απόκριση είναι συµµετρική. Εποµένως, το φίλτρο θα έχει γραµ-

µική απόκριση φάσης. Από τη σχέση (4.7) είναι φανερό ότι οι όροι hD(n) φθίνουν

συνεχώς αλλά, δεν µηδενίζονται ποτέ, µε αποτέλεσµα η κρουστική απόκριση να είναι

άπειρη.
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™¯‹Ì· 4.4

(α). Ιδανική απόκριση συχνότη-
τας βαθυπερατού ψηφιακού φίλ-

τρου ηµίσειας ζώνης
(half–band) και (β) η αντίστοιχη
κρουστική απόκριση (κάθε δεύ-

τερος συντελεστής, εκτός 

των κεντρικών, είναι µηδενι-
κός). 
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Η αποκοπή της κρουστικής απόκρισης hD(n) για |n|>M, ώστε αυτή να έχει πεπερα-

σµένο µήκος και να διατηρεί τη συµµετρία της, έχει ως αποτέλεσµα να αλλοιωθεί η

ζητούµενη ιδανική απόκριση στη συχνότητα. Η αλλοίωση αυτή είναι εµφανής στο

Σχήµα 4.5 όπου δείχνονται οι αποκρίσεις στη συχνότητα για κρουστική απόκριση

µε 13 (Σχήµα 4.5α), 25 (Σχήµα 4.5β) και άπειρους όρους (Σχήµα 4.5γ). Η αντίστοι-

χη απόκριση συχνότητας H(ejω), εµφανίζει κυµάτωση σε όλη την έκταση της ζώνης

διέλευσης και της ζώνης αποκοπής, ενώ παρουσιάζει διαπλάτυνση της ζώνης µετά-

βασης. Η εµφάνιση της κυµάτωσης είναι γνωστή ως φαινόµενο Gibbs, και λαµβά-

νει τη µέγιστη τιµή της κοντά στις ασυνέχειες της H(ejω), στην περιοχή της ζώνης

µετάβασης. Η µέγιστη αυτή τιµή κυµαίνεται περίπου στο 9% του ύψους της ασυνέ-

χειας και παραµένει σταθερή ανεξάρτητα από το µήκος 2M + 1 της κρουστικής από-

κρισης. Για τη ζώνη της αποκοπής η τιµή του 9% αντιστοιχεί σε 21 περίπου dBs εξα-

σθένιση, τιµή που δεν είναι αποδεκτή για πρακτικές εφαρµογές. Έτσι, για ικανοποι-

ητική προσέγγιση των ιδανικών µορφών των διάφoρων φίλτρων, δεν συνιστάται ο

απευθείας περιορισµός του µήκους της κρουστικής απόκρισης h(n).

1 5 14 . 3  M ∂£√¢√π ™Ã∂¢π∞™∏™ FIR ºπ§∆ƒø¡

|H1(e
jω)|

|H2(e
jω)|

|H3(e
jω)|

-ωc

-ωc

-ωc ωc ω

ωc ω

ωc ω

(α)

(β)

(γ)

0

™¯‹Ì· 4.5

Απόκριση συχνό-
τητας βαθυπερα-
τού φίλτρου µε (α)
13, (β) 25 και (γ)
άπειρους όρους
στην κρουστική
απόκριση.
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Ένας δόκιµος τρόπος, για να πετύχουµε ικανοποιητική προσέγγιση στην απόκριση

συχνότητας ενός FIR φίλτρου, είναι να χρησιµοποιηθεί µια πεπερασµένη ακολου-

θία συντελεστών w(n), που καλείται παράθυρο, για να τροποποιήσει τους συντελε-

στές hD(n) της εξίσωσης (4.7). Η νέα κρουστική απόκριση h(n) προκύπτει ως το γινό-

µενο hD(n)w(n). Με τον τρόπο που περιγράφεται στο Σχήµα 4.6 ελέγχονται τα προ-

βλήµατα σύγκλισης (φαινόµενο Gibbs) του µετασχηµατισµού Fourier στα σηµεία

ασυνέχειας της H(ejω). Στο Σχήµα 4.6α απεικονίζεται η επιθυµητή απόκριση HD(ejω)

του ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου ηµίσειας ζώνης (half–band). Ακριβώς δίπλα δίνε-

ται η απεριόριστη στο χρόνο κρουστική απόκριση hD(n). Στο επόµενο Σχήµα 4.6β

δίνεται η απόκριση Ht(e
jω), όπως προκύπτει από την αποκοπή της hD(n) για M=8.

Εδώ εµφανίζεται καθαρά το φαινόµενο Gibbs. Ακολούθως, στο Σχήµα 4.6γ. δίνεται

το παράθυρο w(n), το οποίο είναι µη µηδενικό στο διάστηµα και µηδέν

για |n| > 8. Στο αριστερό µέρος δίνεται το φάσµα του παραθύρου W(ejω). Στο Σχήµα

4.6δ δίνεται η τελική κρουστική απόκριση h(n) η οποία προκύπτει από το γινόµενο

ht(n)w(n), από πολλαπλασιασµό δηλαδή σηµείο προς σηµείο των δύο χρονικών ακο-

λουθιών. Η αντίστοιχη τελική απόκριση H(ejω) προκύπτει φυσικά από τη συνέλιξη

της Ht(e
jω) µε την W(ejω). Στο Σχήµα αυτό έχει µειωθεί αισθητά το φαινόµενο Gibbs,

αλλά έχει αυξηθεί η ζώνη µετάβασης του φίλτρου. H τελική κρουστική απόκριση

h(n) πρέπει να ολισθήσει στο χρόνο για να γίνει αιτιατή (causal), και εποµένως φυσι-

κώς πραγµατοποιήσιµη (η h(n) ευρίσκεται όλη στα θετικά n). Η χρονική αυτή ολί-

σθηση πρακτικά αντιστοιχεί στην προσθήκη της γραµµικής απόκρισης φάσης που

εισάγουν τα FIR φίλτρα. Αυτό γίνεται ξεκάθαρο από τη σχέση (4.5), όπου ο κοινός

παράγοντας που δηµιουργεί τη γραµµική απόκριση φάσης έχει προκύψει ακριβώς

διότι η κρουστική απόκριση του φίλτρου έχει γίνει αιτιατή.

Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ ότι η αύξηση του πλήθους των συντελεστών που προ-

κύπτει όταν το µήκος του παραθύρου είναι µεγαλύτερο, έχει ως αποτέλεσµα να γίνει

στενότερη η ζώνη µετάβασης, δηλαδή το φίλτρο πιο απότοµο. Από την άλλη, το

είδος του χρησιµοποιούµενου παραθύρου θα επηρεάσει την κυµάτωση στις ζώνες

διέλευσης και αποκοπής.

  − ≤ ≤8 8n
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™¯‹Ì· 4.6

Γραφική παράστα-
ση του τρόπου
εφαρµογής των
παραθύρων στη
σχεδίαση FIR 
φίλτρων. 

Με τη βοήθεια της εξίσωσης 4.7, να υπολογίσετε τους συντελεστές της κρουστι-

κής απόκρισης ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου µε συχνότητα αποκοπής ωc = π/Ν

(N–th band ή Ν–ζωνικό φίλτρο). Η επιλογή του Ν είναι δική σας.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.4

4.3.2 π‰ÈfiÙËÙÂ˜ Î·È Ù‡ÔÈ ÙˆÓ ·Ú·ı‡ÚˆÓ

Η συνάρτηση W(ejω), που είναι το φάσµα του παραθύρου w(n), αποτελείται από έναν

κύριο λοβό που περιέχει την περισσότερη φασµατική ενέργεια του παραθύρου,

καθώς και από παράπλευρους λοβούς που γενικά ελαττώνονται γρήγορα (Σχήµα

4.6γ). Το εύρος της ζώνης µετάβασης του φίλτρου εξαρτάται από το εύρος του κύρι-

ου λοβού της W(ejω). Στην τελική H(ejω) επιδρούν επίσης οι παράπλευροι λοβοί της

W(ejω), εισάγοντας σ’ αυτή µικρή κυµάτωση σε όλες τις συχνότητες. Το φάσµα µιας
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συνάρτησης παραθύρου πρέπει να έχει στενό κύριο λοβό, ο οποίος να περιέχει όσο

το δυνατόν περισσότερη φασµατική ενέργεια, µε παράπλευρους λοβούς που να φθί-

νουν γρήγορα. Από τις πλέον γνωστές συναρτήσεις παραθύρων είναι οι ακόλουθες: 

Α. Το τετραγωνικό παράθυρο (rectangular). Αντιστοιχεί στην απλή αποκοπή της ακο-

λουθίας hD(n). Η ακολουθία βάρους δίνεται από τη σχέση:

(4.8)

Β. Το γενικευµένο παράθυρο Hamming:

(4.9)

Το παράθυρο αυτό για a = 0,54 δίνει το γνωστό παράθυρο Hamming. Για την τιµή

αυτή του a, ο κεντρικός λοβός της W(ejω) περιέχει το 99,96% της συνολικής φασµα-

τικής ενέργειας, ενώ επιτυγχάνονται –52 dB εξασθένιση στη ζώνη απόρριψης των

φίλτρων που σχεδιάζονται. Η µορφή του παραθύρου w(n) για Ν = 17 είναι αυτή του

Σχήµατος 4.6γ.

Η µέθοδος σχεδίασης των FIR φίλτρων µε τα παράθυρα, παρ’ ότι απλή, δεν αίρει το

βασικό µειονέκτηµα των FIR φίλτρων, να απαιτούν πολλούς συντελεστές και, επο-

µένως, αυξηµένες απαιτήσεις σε υλικό για την υλοποίησή τους. Με κατάλληλη

χρήση του παραθύρου Hamming και άλλων παραθύρων έχει γίνει δυνατή η µείωση

του απαιτούµενου υλικού υλοποίησης των φίλτρων. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.5

Να δειχθεί γραφικά η επίδραση του πλήθους Ν των συντελεστών του παραθύρου

Hamming (και κατά συνέπεια του πλήθους των συντελεστών του φίλτρου) στα χαρα-

κτηριστικά της απόκρισης συχνότητας ενός FIR φίλτρου ηµίσειας ζώνης. 

Λύση

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.7) και (4.9), έχουµε για τους συντελεστές h(n) ενός

FIR φίλτρου ηµίσειας ζώνης µε τη χρήση του παραθύρου Hamming 
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Η σχέση αυτή θα χρησιµοποιηθεί για να σχεδιαστούν δύο FIR φίλτρα, το πρώτο µε

Ν = 17 συντελεστές και το δεύτερο µε Ν = 29. Ο υπολογισµός της απόκρισης συχνό-

τητας για τα δύο φίλτρα, γίνεται όπως ακριβώς και στη σχέση (4.5). Οι γραφικές

παραστάσεις του Σχήµατος 4.7 ελήφθησαν µε τη βοήθεια του MATLAB και µε εφαρ-

µογή της προηγούµενης διαδικασίας. Τα δύο πρώτα Σχήµατα, δείχνουν τους συντε-

λεστές του φίλτρου και την απόκριση συχνότητας για Ν = 17. Τα δύο επόµενα, παρου-

σιάζουν το φίλτρο µε Ν = 29 συντελεστές. Από τη σύγκριση των δύο αποκρίσεων στη

συχνότητα γίνεται φανερό ότι η αύξηση των συντελεστών του παραθύρου οδηγεί σε

πιο µικρή ζώνη µετάβασης (transition band), άρα και πιο απότοµο φίλτρο, όχι όµως

και σε µεγαλύτερη εξασθένιση στη ζώνη αποκοπής. Για να πετύχει κάτι τέτοιο ο σχε-

διαστής πρέπει να αναζητήσει στη βιβλιογραφία διαφορετικού τύπου παράθυρο.

1 5 54 . 3  M ∂£√¢√π ™Ã∂¢π∞™∏™ FIR ºπ§∆ƒø¡
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™¯‹Ì· 4.7

Βαθυπερατό FIR
φίλτρο σχεδιασµέ-
νο µε δέκα εφτά
και εικοσιεννέα
συντελεστές. Στη
δεύτερη περίπτω-
ση το φίλτρο είναι
πιο απότοµο.

Ποιες από τις πιο κάτω προτάσεις, που αφορούν στη σχεδίαση FIR φίλτρων µε τη

µέθοδο των παραθύρων, είναι σωστές και γιατί;

1. Η συνάρτηση του παραθύρου επιδρά απευθείας στο φάσµα του σήµατος. 

2. Το τελικό φίλτρο έχει ευρύτερη ζώνη µετάβασης

3. Το τετραγωνικό παράθυρο που δίνεται από τη σχέση 4.8 έχει σαράντα έναν όρους.

4. Η εξασθένιση στη ζώνη αποκοπής του φίλτρου εξαρτάται από το είδος του χρη-

σιµοποιούµενου παραθύρου και όχι από το πλήθος των όρων του. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.3
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Με τη βοήθεια του παραθύρου Hamming να υπολογιστούν οι συντελεστές του φίλ-

τρου της δραστηριότητας 4 /Κεφάλαιο 4 για να γίνει FIR φίλτρο µε δέκα εφτά όρους.

Με κατάλληλο λογισµικό να σχεδιαστεί η απόκριση µέτρου και φάσης του φίλτρου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.5

Οι συντελεστές του third band φίλτρου θα βρεθούν αν οι όροι hD(n) της δραστηριότητας
4.4 πολλαπλασιαστούν µε τους όρους wR(n) της σχέσης (4.9) για α = 0,54 και Ν = 17. 

4.3.3 ª¤ıÔ‰Ô˜ Û¯Â‰›·ÛË˜ ‚¤ÏÙÈÛÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Ο όρος βέλτιστο FIR φίλτρο σηµαίνει την επίτευξη των καλύτερων δυνατών προ-
διαγραφών στην απόκριση συχνότητας µε το µικρότερο πλήθος συντελεστών. Η
µέθοδος σχεδίασης βέλτιστων FIR φίλτρων αναπτύχθηκε στις αρχές της δεκαετίας
του ’70, και έχει κωδικοποιηθεί σε πρόγραµµα υπολογιστή µε αποτέλεσµα να είναι
εύκολη η εφαρµογή της. Η µέθοδος παρέχει πλήρη έλεγχο της κυµάτωσης στη ζώνη
διέλευσης και αποκοπής, ενώ τα φίλτρα που προκύπτουν από αυτή είναι πάντα πιο
οικονοµικά σε πλήθος συντελεστών. 

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Η µέθοδος σχεδίασης βέλτιστων FIR φίλτρων είναι η καλύτερη επιλογή, όταν είναι
διαθέσιµο το αντίστοιχο λογισµικό. Η µέθοδος παρέχει πλήρη έλεγχο της κυµάτω-
σης στη ζώνη διέλευσης και αποκοπής, ενώ τα φίλτρα που προκύπτουν από αυτή
είναι πάντα πιο οικονοµικά σε πλήθος συντελεστών. Αντίθετα, η µέθοδος των παρα-
θύρων είναι πολύ απλή και µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν δεν υπάρχει το απα-
ραίτητο λογισµικό για την προηγούµενη µέθοδο. ∆ίνει πάντα την ίδια κυµάτωση
στη ζώνη µετάβασης και τη ζώνη αποκοπής, ενώ δεν παρέχει έλεγχο στα όρια των
ζωνών. Στο Σχήµα 4.8 δίνονται φίλτρα που έχουν σχεδιαστεί ώστε να έχουν τις ίδιες
προδιαγραφές. Η σχεδίαση µε τα παράθυρα δίνει εξήντα ένα συντελεστές, ενώ µε
τη µέθοδο των βέλτιστων φίλτρων σαράντα έξι συντελεστές.
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™¯‹Ì· 4.8

(α) Απόκριση µέτρου FIR
ψηφιακού φίλτρου σχεδιασµένου
µε το παράθυρο Hamming και
εξήντα ένα συντελεστές, (β) Από-
κριση µέτρου βέλτιστου FIR
βαθυπερατού φίλτρου. Το απαι-
τούµενο πλήθος των συντελε-
στών είναι σαράντα έξι.

4.4 £¤Ì·Ù· ˘ÏÔÔ›ËÛË˜ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

4.4.1 ¢ÔÌ¤˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË˜ ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Οι δοµές πραγµατοποίησης των FIR φίλτρων είναι στην ουσία σχηµατικά διαγράµ-

µατα για τους διαφορετικούς, αλλά θεωρητικά ισοδύναµους τρόπους που µπορεί να

οργανωθεί η συνάρτηση µεταφοράς H(z). Η πιο διαδεδοµένη δοµή είναι η άµεση ή

transversal. Για τη δοµή αυτή, που παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.9α, η σχέση µεταξύ

των σηµάτων εισόδου–εξόδου του φίλτρου έχει ως εξής:

(4.10)

Σύµφωνα µε την εξίσωση αυτή η άµεση δοµή απαιτεί για την πραγµατοποίησή της:

• Ν–1 θέσεις µνήµης για την αποθήκευση των δειγµάτων x(n).

• Ν θέσεις µνήµης για την αποθήκευση των συντελεστών h(m).

• Ν πολλαπλασιασµούς.

• Ν–1 προσθέσεις.
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™¯‹Ì· 4.9

Οι δύο κυριότερες
δοµές πραγµατο-
ποίησης FIR φίλ-
τρων (α). Άµεση

(Transversal) και
(β) γραµµικής

φάσης.

Τροποποίηση της transversal δοµής αποτελεί η δοµή γραµµικής φάσης. Στη δοµή

αυτή (Σχήµα 4.9β) τα δείγµατα που πρόκειται να πολλαπλασιαστούν µε ίδιους συντε-

λεστές λόγω της συµµετρικής κρουστικής απόκρισης , πρώτα

προστίθενται και µετά πολλαπλασιάζονται. Αποτέλεσµα αυτού είναι να απαιτείται

µόνο ένας πολλαπλασιασµός για κάθε δύο δείγµατα. Η εξίσωση εισόδου–εξόδου

στην περίπτωση αυτή γράφεται ως:

(4.11)
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Η δοµή της γραµµικής φάσης για να υλοποιηθεί απαιτεί τους µισούς πολλαπλασια-

σµούς σε σχέση µε την άµεση, και βρίσκει εφαρµογή στα FIR φίλτρα γραµµικής

φάσης (συµµετρική κρουστική απόκριση). 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.6

Για το FIR φίλτρο ηµίσειας ζώνης του παραδείγµατος 4.5, να υπολογιστούν οι µονά-

δες καθυστέρησης και οι πολλαπλασιαστές που απαιτούνται για την πραγµατοποίη-

σή του µε άµεση δοµή και δοµή γραµµικής φάσης. 

Λύση

Σύµφωνα µε το Σχήµα 4.9α, ένα FIR φίλτρο µε Ν συντελεστές απαιτεί Ν–1 στοιχεία

καθυστέρησης, και Ν πολλαπλασιαστές για την πραγµατοποίησή του µε την άµεση δοµή.

Στην περίπτωσή µας (Ν = 17 συντελεστές) χρειάζονται δέκα έξι µονάδες καθυστέρησης

και δέκα εφτά πολλαπλασιασµοί. Αντίθετα, για την πραγµατοποίηση της δοµής γραµµι-

κής φάσης, χρειάζονται (βλέπε Σχήµα 4.9β) δέκα έξι µονάδες καθυστέρησης, δεκαεπτά

προσθετές και εννέα πολλαπλασιασµοί. Πρέπει να σηµειώσουµε, ότι στο φίλτρο αυτό,

µε βάση την εξίσωση (4.7), αρκετοί συντελεστές είναι µηδέν επειδή το φίλτρο είναι ηµί-

σειας ζώνης. Έτσι, ο αριθµός των πολλαπλασιασµών είναι ακόµη µικρότερος. 

4.4.2 ™Ê¿ÏÌ· ·fi ÙËÓ Î‚¿ÓÙÈÛË ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ

Η υλοποίηση των FIR φίλτρων µε ψηφιακά κυκλώµατα (hardware) συνεπάγεται

πεπερασµένη ακρίβεια αναπαράστασης των συντελεστών του φίλτρου. Ο περιορι-

σµός στην ακρίβεια των συντελεστών έχει ως αποτέλεσµα την απόκλιση των χαρα-

κτηριστικών του φίλτρου από τις αρχικές προδιαγραφές. Ας σηµειωθεί ότι µετά από

τέτοια αλλαγή ένα φίλτρο παύει να είναι βέλτιστο. Το φαινόµενο αναφέρεται στη

διεθνή βιβλιογραφία ως φαινόµενο πεπερασµένου µήκους λέξης (Finite Wordlength

Effect). Στο Σχήµα 4.10 µε τη συνεχόµενη γραµµή δίνεται η απόκριση του φίλτρου

που σχεδιάστηκε αρχικά, ενώ µε τη διακεκοµµένη γραµµή δίνεται η απόκριση του

ίδιου φίλτρου όταν οι συντελεστές του έχουν ακρίβεια 7 bits. 

Αποδεικνύεται ότι κάθε αύξηση κατά 1 bit στην ακρίβεια των συντελεστών βελτιώ-

νει την απόδοση του φίλτρου κατά έξι dBs (βλέπε επίσης ενότητα 1.2.2). Αν το φίλ-

τρο έχει σχεδιαστεί µε θεωρητική απόρριψη στη ζώνη αποκοπής Α dBs, τότε απαι-

τούνται το λιγότερο Α/6 bits στην δυαδική αναπαράσταση των συντελεστών για να

µην αλλοιωθεί η θεωρητική απόκριση του φίλτρου.
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™¯‹Ì· 4.10

Αποτελέσµατα από
την κβάντιση των
συντελεστών. Με

διακεκοµµένη
γραµµή δίνεται η
απόκριση του φίλ-

τρου µετά την
κβάντιση των

συντελεστών. (α)
Απόκριση συχνό-
τητας, (β) Λεπτο-
µέρεια της ζώνης

διέλευσης. 
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Ένα FIR φίλτρο µε 31 συντελεστές απαιτεί για την υλοποίησή του µε την άµεση δοµή

α. 31 µονάδες καθυστέρησης και 31 πολλαπλασιασµούς.

β. 30 µονάδες καθυστέρησης και 31 πολλαπλασιασµούς.

γ. 30 µονάδες καθυστέρησης και 30 πολλαπλασιασµούς.

δ. 31 µονάδες καθυστέρησης και 30 πολλαπλασιασµούς.

Ποια από τις παραπάνω προτάσεις είναι σωστή; 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.4

Η θεωρητική αποκοπή ενός FIR φίλτρου στη ζώνη απόρριψης είναι 106 dBs. Οι

συντελεστές που χρειάζονται για την υλοποίηση του φίλτρου πρέπει να έχουν ακρί-

βεια σε bits: 8, 12, 14, 18. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.5
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Τα FIR ψηφιακά φίλτρα που αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουν δύο

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά που είναι επιθυµητά στην ψηφιακή επεξεργασία σήµα-

τος. Τη γραµµική απόκριση στη φάση και την ευστάθεια. Γνωρίσαµε τον τρόπο που

καθορίζονται οι προδιαγραφές των φίλτρων αυτών και στη συνέχεια µελετήσαµε

τη µέθοδο σχεδίασης των FIR φίλτρων µε τα παράθυρα. Τέλος, µε τη µέθοδο σχε-

δίασης των βέλτιστων FIR φίλτρων µπορούµε να λάβουµε πολύ καλή απόκριση

συχνότητας µε τους λιγότερο δυνατούς συντελεστές. 

1 6 1™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À
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Το κεφάλαιο 4 αναφέρεται περισσότερο αναλυτικά στα FIR φίλτρα. 

MATLAB, Signal processing toolbox, MathWorks, 1994. Το MATLAB µε το αντί-

στοιχο εγχειρίδιο του Toolbox, αποτελεί τον καλύτερο τρόπο πειραµατισµού στη

σχεδίαση των FIR, καθώς και στη µελέτη της συµπεριφοράς τους σε διάφορες

περιπτώσεις.

∞fi‰ÔÛË ·ÁÁÏÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙËÓ ÂÏÏËÓÈÎ‹

Averager Κύκλωµα µέσης τιµής

Causal Αιτιατό

Delay line Γραµµή καθυστέρησης

Digital differentiator Ψηφιακός διαφοριστής

Finite Impulse Response Πεπερασµένη κρουστική απόκριση

Frequency sampling method Μέθοδος δειγµατοληψίας στη συχνότητα

Half band Ηµίσειας ζώνης

Linear Phase Resonse Απόκριση γραµµικής φάσης

Optimal method Βέλτιστη µέθοδος

Pass band Ζώνη διέλευσης

Stop band Ζώνη απόρριψης (αποκοπής)

Third band Ζώνης ενός τρίτου

Transversal Ά µεση

Windows method Μέθοδος παραθύρων
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Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ τα εξής:

• Το σύστηµα που µόλις εξετάσαµε είναι ένα φίλτρο πρώτης τάξης. (Θυµηθείτε ότι

ο βαθµός του πολυωνύµου του παρανοµαστή της H(z) καθορίζει και την τάξη του

συστήµατος).

• Το φίλτρο είναι επαναληπτικό, αφού δείγµατα της εξόδου ανατροφοδοτούνται

στο σύστηµα.

• Συγκρίνοντας την H(z) του συστήµατος αυτού µε εκείνη της άσκησης αυτοαξιο-

λόγησης 3.5, παρατηρούµε ότι η µόνη διαφορά που υπάρχει είναι στο πρόσηµο

του συντελεστή της z–1 του παρανοµαστή, δηλαδή στον πόλο της συνάρτησης.

Αυτή η διαφορά έχει ως συνέπεια να αλλάξει ριζικά η συµπεριφορά του συστή-

µατος και από βαθυπερατό φίλτρο στη µία περίπτωση να γίνει υψηπερατό στην

άλλη.

4.1

α. Σωστό.

β. Λάθος (5).

γ. Λάθος (Τιµή συντελεστή 0,2)

δ. Σωστό.

ε. Λάθος (Καθυστέρηση 2Τs = 1/44100 = 45,3 µsec)

Αν έχετε απαντήσει σωστά, τότε µπράβο σας! Έχετε καταλάβει τις βασικές έννοιες

στα FIR φίλτρα, τα οποία µε τη σειρά τους αποτελούν ουσιαστικό εργαλείο στην

ψηφιακή επεξεργασία σήµατος. 

Αν έχετε µερικές από τις απαντήσεις λάθος µην απογοητευτείτε. ∆ιαβάστε πάλι την

ενότητα 4.1, δίνοντας έµφαση στην υποενότητα 4.1.1. 

4.2

Η  συχνότητα αποκοπής πρέπει να είναι µικρότερη από την π, αφού η περιοχή ενδια-

φέροντος στα ψηφιακά φίλτρα είναι [–π, π].

Αν απαντήσατε σωστά, συγχαρητήρια. Έχετε κατανοήσει δύο πράγµατα. Τον τρόπο

που ενεργούν στις συχνότητες τα διάφορα φίλτρα (υψηπερατά, βαθυπερατά κτλ.),

καθώς επίσης και το γεγονός ότι η απόκρισή τους στη συχνότητα είναι περιοδική µε

περίοδο 2π. 

Στην περίπτωση που έχετε κάνει λάθος, θα πρέπει να εστιάσετε την προσοχή σας
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τόσο στον τρόπο ορισµού των προδιαγραφών ενός φίλτρου (ενότητα 4.2), όσο και

στο κεφάλαιο 3 ενότητα 3.4.5 όπου εξηγείται η περιοδικότητα της απόκρισης συχνό-

τητας των ψηφιακών φίλτρων. 

4.3

1. Λάθος. 

2. Σωστό.

3. Λάθος.

4. Σωστό.

Αν έχετε απαντήσει σωστά µπράβο σας! Έχετε καταλάβει τον τρόπο που λειτουρ-

γούν τα παράθυρα στη διαδικασία σχεδίασης των FIR φίλτρων. Αυτό είναι πολύ

σηµαντικό γιατί µε ανάλογο τρόπο τα παράθυρα λειτουργούν και σε άλλες περι-

πτώσεις ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος (δεν αναφέρονται στο βιβλίο αυτό). 

Αν έχετε απαντήσει λάθος, τότε δώστε περισσότερη προσοχή στην ενότητα 4.3 και

κυρίως στο σχήµα 4.6., που περιγράφει τον τρόπο επίδρασης του φάσµατος του

παραθύρου στην τελική απόκριση του φίλτρου. 

4.4

Σωστή απάντηση είναι η β, διότι οι µονάδες καθυστέρησης στην άµεση δοµή υλο-

ποίησης των FIR φίλτρων είναι κατά µία λιγότερες από τους πολλαπλασιαστές. 

Αν απαντήσατε σωστά σηµαίνει ότι κατανοήσατε τους δύο διαφορετικούς τρόπους

υλοποίησης των FIR φίλτρων που περιγράφονται στην υποενότητα 4.4.1. 

Σε αντίθετη περίπτωση δώστε περισσότερη προσοχή στο σχήµα 4.9. 

4.5

Τα bits που απαιτούνται στην αναπαράσταση των συντελεστών πρέπει να είναι

περισσότερα από 106/6 = 17,6. Άρα χρειάζονται 18 bits. 

Αν στην άσκηση αυτή απαντήσατε σωστά, αυτό σηµαίνει ότι µπορείτε να εµβαθύ-

νετε στην σχεδίαση των FIR φίλτρων, αφού έχετε την αίσθηση του πόσο η ακρίβεια

στην αναπαράσταση των συντελεστών του φίλτρου θα επηρεάσει την απόκρισή του. 

Αν δεν απαντήσατε σωστά, προσπαθήστε πάλι στην υποενότητα 4.4.2.
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