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Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται περιγραφή των βασικών χαρακτηριστικών των ψηφιακών

εικόνων. Τις ψηφιακές εικόνες θα τις θεωρήσουµε ως ψηφιακά σήµατα στις δύο δια-

στάσεις. Θα γνωρίσουµε επίσης στοιχεία από τη λειτουργία του ανθρώπινου συστή-

µατος όρασης, τα οποία θα βοηθήσουν στην καλύτερη κατανόηση της πληροφορίας

που περιέχει η ψηφιακή εικόνα. Έµφαση θα δώσουµε στα είδη των πράξεων που µπο-

ρούν να γίνουν σε µία ψηφιακή εικόνα. Θα δούµε επίσης τι είναι φάσµα µιας εικό-

νας, τον τρόπο που υπολογίζεται και τη σηµασία της φάσης στη σωστή αναπαράστα-

ση της πληροφορίας που περιέχει η εικόνα. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Εκτιµάτε το µέγεθος µιας ψηφιακής εικόνας

• Αναγνωρίζετε τον τύπο (format) µε τον οποίο είναι αποθηκευµένη σε αρχείο µία

εικόνα

• Κατανοείτε τη συµπεριφορά του ανθρώπινου συστήµατος όρασης στις διαφορετι-

κές αποχρώσεις της αµαύρωσης 

• Εκτελείτε απλές πράξεις πάνω σε ψηφιακές εικόνες

• Εκτιµάτε το πλήθος των υπολογισµών που απαιτούνται για µία συγκεκριµένη δια-

δικασία επεξεργασίας της ψηφιακής εικόνας

• Κατανοείτε το φάσµα της εικόνας και τον σηµαντικό ρόλο που παίζει η φάση του

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Εικονοστοιχείο

• ∆ιαβαθµίσεις της αµαύρωσης

• ∆ισδιάστατη µοναδιαία κρούση

• ∆ισδιάστατη κρουστική γραµµή

• ∆ισδιάστατη βαθµίδα

• Απόκτηση της εικόνας

6∫ ∂ º∞§∞π√
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• Αποκατάσταση της εικόνας

• Βελτίωση της εικόνας

• Ανάλυση της εικόνας

• Τεχνητή όραση

• Φωτεινότητα

• Λαµπρότητα

• Συνάρτηση µεταφοράς διαµόρφωσης

• Τοπικές πράξεις

• Καθολικές πράξεις

• Πράξεις σηµείου

• Γεωµετρικές πράξεις

• Χωρικές συχνότητες

• Φάσµα εικόνας

• Φάση του Φάσµατος της εικόνας

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η ψηφιακή εικόνα είναι ένα από τα δισδιάστατα ψηφιακά σήµατα που παρουσιάζουν

σηµαντικό ενδιαφέρον στη σύγχρονη κοινωνία της πληροφορίας. Στο κεφάλαιο αυτό

θα γνωρίσουµε τα στοιχειώδη συστατικά της ψηφιακής εικόνας, όπως είναι το εικο-

νοστοιχείο, το µέγεθος της εικόνας, οι πράξεις που µπορούµε να κάνουµε πάνω σε

αυτή καθώς και το πλήθος των υπολογισµών που απαιτούνται. Θα γνωρίσουµε επί-

σης πώς είναι το φάσµα µιας εικόνας και τον τρόπο που αυτό µπορεί να υπολογιστεί.

Τέλος, θα γνωρίσουµε στοιχεία από τον τρόπο λειτουργίας του ανθρώπινου οπτικού

συστήµατος. Περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης µπορεί να βρει στις αναφο-

ρές της ελληνικής και της ξενόγλωσσης βιβλιογραφίας. 

Το κεφάλαιο αυτό περιλαµβάνει τις ακόλουθες ενότητες:

6.1. Η ψηφιακή εικόνα.

6.2. Η φυσιολογία της όρασης.

6.3. Είδη πράξεων στην επεξεργασία της ψηφιακής εικόνας.

6.4. Το φάσµα της εικόνας.
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6.1 H „ËÊÈ·Î‹ ÂÈÎfiÓ·

Η εικόνα αποτελεί στην εποχή µας µία από τις σηµαντικότερες πηγές πληροφορίας.

Τη συναντούµε ως εικόνα ακίνητη (φωτογραφία) ή κινούµενη (τηλεόραση), ασπρό-

µαυρη ή έγχρωµη. Η ψηφιακή εικόνα αποτελεί ό,τι πιο σύγχρονο, τόσο στο χώρο

της ενηµέρωσης (Internet) και της εκπαίδευσης (multimedia), όσο και στο χώρο του

θεάµατος και της ψυχαγωγίας (ψηφιακή τηλεόραση, DVD κτλ.). Στην παράγραφο

αυτή θα µελετήσουµε εισαγωγικά θέµατα που αφορούν την ψηφιακή εικόνα. 

6.1.1 ∏ ÂÈÎfiÓ· ˆ˜ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙÔ Û‹Ì·

Μέχρι το προηγούµενο κεφάλαιο είχαµε θεωρήσει τα σήµατά µας ως συναρτήσεις

µιας µόνο ανεξάρτητης µεταβλητής, του χρόνου. Η ανάγκη για επεξεργασία της πλη-

ροφορίας της εικόνας οδηγεί κατ’ αρχήν στη µαθηµατική περιγραφή του περιεχο-

µένου της. Έτσι, την ασπρόµαυρη εικόνα µπορούµε να τη δούµε ως µία δισδιάστα-

τη συνάρτηση των συντεταγµένων του χώρου x και y: 

(6.1)

Αυτό σηµαίνει ότι η f περιγράφει µία επιφάνεια, η οποία έχει µεγάλη τιµή όπου η

εικόνα είναι πιο λευκή, ενώ για µικρές τιµές της f η εικόνα πλησιάζει το µαύρο. Στην

ουσία η f περιγράφει την αµαύρωση της εικόνας σε κάθε θέση (x,y). Η αναπαρά-

σταση αυτή φαίνεται στο Σχήµα 6.1, όπου παρουσιάζεται η εικόνα τµήµατος προ-

σώπου και η αντίστοιχη συνάρτηση της αµαύρωσης f. 

  f f x y→ ( , )

2 0 16 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

™¯‹Ì· 6.1

Η εικόνα προσώ-
που και η αντί-
στοιχη δισδιάστα-
τη συνάρτηση της
αµαύρωσης. 
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Στην πράξη, κάθε εικόνα για να υποστεί ψηφιακή επεξεργασία θα πρέπει κατ’ αρχήν

να µετατραπεί σε ψηφιακή. Η διαδικασία αυτή είναι περίπου η ίδια όπως και στην

περίπτωση του µονοδιάστατου σήµατος. Έτσι, θα πρέπει να λάβουµε ισαπέχοντα

δείγµατα της συνάρτησης f(x,y) στις διευθύνσεις x και y. Η πυκνότητα µε την οποία

θα ληφθούν τα δείγµατα καθορίζεται και στην περίπτωση αυτή (δισδιάστατη συνάρ-

τηση στο χώρο) από το θεώρηµα δειγµατοληψίας: 

Η απόσταση δύο διαδοχικών δειγµάτων στο επίπεδο (x,y) θα πρέπει να είναι µικρότε-

ρη από την ηµιπερίοδο των ταχύτερων εναλλαγών της συνάρτησης f(x,y). 

Με άλλα λόγια, θα πρέπει να λαµβάνουµε τα δείγµατα αρκετά πυκνά, ώστε να προ-

λαβαίνουµε τις γρήγορες εναλλαγές της αµαύρωσης της εικόνας. Στη συνέχεια τα

δείγµατα θα πρέπει να κβαντιστούν σε πεπερασµένο αριθµό σταθµών. Συνήθως οι

στάθµες που χρησιµοποιούνται είναι 256 (28). Στη στάθµη 255 αντιστοιχούµε το

λευκό ενώ στη στάθµη 0 το µαύρο. Έτσι, ένας δυαδικός αριθµός των 8 bits (1 byte)

επαρκεί για να περιγράψουµε την τιµή της αµαύρωσης ενός δείγµατος της εικόνας,

που καλείται και «εικονοστοιχείο» (picture element – pixel). Στην τελική της µορφή

µία ασπρόµαυρη ψηφιακή εικόνα θα είναι όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.2.

™¯‹Ì· 6.2

Η ψηφιακή εικόνα
αποτελείται από

µικρές κουκίδες τα
εικονοστοιχεία

(pixels). Τα λευκά
εικονοστοιχεία

αντιστοιχούν στο
255 ενώ τα µαύρα
στο 0. Καθένα από
τα εικονοστοιχεία
είναι ένα δείγµα

από τη συνάρτηση
f(x,y) που αντι-

στοιχεί στην ανα-
λογική εικόνα. 

Η ψηφιακή εικόνα της µορφής του σχήµατος 6.2 παριστάνεται µαθηµατικά ως η κβα-

ντισµένη σε πλάτος συνάρτηση 

(6.2)  f f n nq→ ( , )1 2

f(x,y)→fq(n1,n2)

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 202



όπου οι διακριτές χωρικές µεταβλητές n1 και n2 αντιστοιχούν στις συνεχείς χωρικές

µεταβλητές x και y. Στη γενική περίπτωση, η µέγιστη τιµή του n1 είναι M και του n2

είναι Ν. Έτσι, µπορούµε να θεωρήσουµε την ψηφιακή εικόνα ως µία µήτρα αριθµών

διαστάσεων M ×Ν, που καθένας από αυτούς εκπροσωπεί την τιµή του αντίστοιχου

εικονοστοιχείου. Για παράδειγµα, η εικόνα του Σχήµατος 6.2 αποτελείται από

M ×Ν = 25 ×25 = 625 εικονοστοιχεία. 

Σε ειδικού τύπου εικόνες, όπως είναι το κείµενο ή το σχέδιο, αρκούν δύο µόνο στάθ-

µες, οι 0 και 1, που αντιστοιχούν στο µαύρο και το λευκό. Στην περίπτωση αυτή ένα

µόνο δυαδικό ψηφίο είναι αρκετό για να αναπαραστήσει την πληροφορία. Μία τέτοι-

ου τύπου εικόνα απεικονίζεται στο Σχήµα 6.3.

2 0 36 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

™¯‹Ì· 6.3

Χειρόγραφη λέξη όπου η πληροφορία έχει καταγραφεί µόνο µε
µαύρα και λευκά εικονοστοιχεία (0 και 1).

Σε περίπτωση που η εικόνα είναι έγχρωµη τότε σε κάθε θέση (n1,n2) η f έχει τρεις

τιµές (άνυσµα), οι οποίες αντιστοιχούν στις τιµές των χρωµάτων κόκκινο, πράσινο

και µπλε (Red, Green and Blue – RGB). Όταν, τέλος, έχουµε διαδοχή εικόνων η

συνάρτηση f έχει µία επιπλέον µεταβλητή, το χρόνο t. Το σήµα είναι διακριτό και ως

προς το χρόνο (t→n3): 

(6.3)

Αυτό σηµαίνει ότι κάθε εικόνα απέχει χρονικά από την άλλη κάποιο χρονικό διά-

στηµα. Το διάστηµα αυτό θα πρέπει να είναι αρκετά µικρό, περίπου 1/30 sec, για να

γίνει δυνατή η παρουσίαση της κίνησης. Η συνάρτηση αυτή στον τρισδιάστατο χώρο

(x,y,t) φαίνεται στο Σχήµα 6.4.

  f f n n nq→ ( , , )1 2 3

y
t

x

™¯‹Ì· 6.4

Η διαδοχική
παρουσίαση εικό-
νων που δίνει την
αίσθηση της κίνη-
σης µπορεί να
παρασταθεί µαθη-
µατικά ως συνάρ-
τηση τριών µετα-
βλητών. 
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6.1.2 ™ÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·Ù· „ËÊÈ·Î¿ Û‹Ì·Ù·

Ένα δισδιάστατο ψηφιακό σήµα µπορεί να παρασταθεί γραφικά όπως φαίνεται στο

Σχήµα 6.5α. Το σήµα έχει τιµή µόνο για τα σηµεία του πλέγµατος (κβάντιση των x

και y) καθώς επίσης και κβαντισµένο πλάτος. Τα πλέον στοιχειώδη δισδιάστατα

ψηφιακά σήµατα είναι η δισδιάστατη κρουστική δ(n1,n2) (Σχήµα 6.5β): 

(6.4)

η δισδιάστατη κρουστική γραµµή δ(n1) ή δ(n2) (Σχήµα 6.5γ και 6.5δ) 

(6.5)

καθώς και η δισδιάστατη βηµατική u(n1,n2) (Σχήµα 6.5ε):

(6.6)

Χρησιµοποιώντας τα στοιχειώδη αυτά σήµατα µπορούµε να εκφράσουµε κάθε δισ-

διάστατο ψηφιακό σήµα ως γραµµικό συνδυασµό τους. Έτσι, για το σήµα f(n1,n2)

ισχύει:

(6.7)

Το σήµα f(n1,n2), δηλαδή, είναι γραµµικός συνδυασµός δισδιάστατων κρουστικών.

Μία πολύ σηµαντική ιδιότητα που είναι επιθυµητή για τα δισδιάστατα ψηφιακά σήµα-

τα είναι η διαχωρισιµότητα. Η ιδιότητα αυτή συνεπάγεται τη µαθηµατική έκφραση

ενός δισδιάστατου σήµατος f(n1,n2) ως γινοµένου δύο µονοδιάστατων σηµάτων:

(6.8)

Την ιδιότητα αυτή την έχει τόσο η δ(n1,n2), όσο και η u(n1,n2).

  f n n f n f n( , ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2=
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6.1.3 ∏ ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Όπως προαναφέρθηκε, η εικόνα θεωρείται ως η κατανοµή της πληροφορίας (βαθµός

αµαύρωσης ή χρώµα) στο επίπεδο (x,y). Τα περισσότερα οπτικά συστήµατα (φωτο-

γραφικές µηχανές, βιντεοκάµερες) αποδίδουν αναλογικές εικόνες, δηλαδή, εικόνες

όπου οι συντεταγµένες (x,y) αλλά και ο βαθµός αµαύρωσης f είναι συνεχείς ποσότη-

τες. Αντίθετα, οι ψηφιακές εικόνες, που πρόκειται να αποθηκευτούν στη µνήµη του

υπολογιστή, ή να τύχουν επεξεργασίας από αυτόν, έχουν τιµή µόνο σε διακριτό αριθ-

µό συντεταγµένων (n1,n2), που αποτελούν και τις θέσεις των εικονοστοιχείων. Επί-

σης, κάθε εικονοστοιχείο λαµβάνει πεπερασµένο αριθµό τιµών αµαύρωσης. 

Ο προσανατολισµός των συντεταγµένων σε µία ψηφιακή εικόνα µπορεί να είναι

αυθαίρετος. Στις περισσότερες όµως περιπτώσεις και κυρίως στις ποικίλες εφαρµο-

γές λογισµικού που κυκλοφορούν στο εµπόριο, η αρχή των συντεταγµένων (n1,n2)

= (1,1) λαµβάνεται στην επάνω αριστερή γωνία της εικόνας (Σχήµα 6.6).

2 0 56 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

(α)
(β)

(γ) (δ) (ε)

™¯‹Ì· 6.5

α) Η µορφή ενός
δισδιάστατου
ψηφιακού σήµα-
τος. β) ∆ισδιάστα-
τη κρουστική. γ)
και δ) δισδιάστατη
κρουστική γραµµή.
ε) ∆ισδιάστατη
βηµατική. 

Eικονοστοιχείο (1,1)
n1

n2

™¯‹Ì· 6.6

Συνήθως τα εικο-
νοστοιχεία σε µία
ψηφιακή εικόνα
είναι διατεταγµένα
σε σειρές και στή-
λες µε πρώτο αυτό
της επάνω αριστε-
ρής γωνίας.
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Καθένα εικονοστοιχείο έχει τις δικές του συντεταγµένες. Συνεπώς, µία εικόνα που

έχει M εικονοστοιχεία στη διεύθυνση n1 και N στη διεύθυνση n2, περιέχει συνολικά

Ν ×M εικονοστοιχεία. Το µέγεθος της πληροφορίας της εικόνας είναι γενικά µεγά-

λο. Ακόµα και µικρές σε διαστάσεις εικόνες περιέχουν µεγάλο αριθµό εικονοστοι-

χείων, γεγονός που καθιστά χρονοβόρα την ψηφιακή τους επεξεργασία. Για το λόγο

αυτό, ο έλεγχος αλγορίθµων επεξεργασίας εικόνας γίνεται αρχικά σε ένα µικρό

τµήµα της εικόνας. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.1

Μία εικόνα µε διαστάσεις 1.000 ×1.000 έχει συνολικά 1.000.000 εικονοστοιχεία. Η

επεξεργασία του πλήθους των εικονοστοιχείων αυτών µε πολύπλοκους αλγόριθµους

απαιτεί µεγάλο πλήθος υπολογισµών. Πόσο λιγότεροι υπολογισµοί θα χρειαστούν

αν δοκιµάσει κανείς τους αλγορίθµους αυτούς σε ένα τµήµα της εικόνας µεγέθους

50 ×50 εικονοστοιχείων; 

Λύση

Το τµήµα αυτό της εικόνας περιέχει 50 ×50 = 2.500 εικονοστοιχεία, δηλαδή τετρακό-

σιες φορές λιγότερα απ’ ότι σε ολόκληρη την εικόνα. Έτσι, οι απαιτούµενοι υπολογι-

σµοί είναι τετρακόσιες φορές λιγότεροι. Από άποψη χρόνου, αν ολόκληρη η εικόνα

απαιτούσε µία ολόκληρη ώρα για τη συγκεκριµένη ψηφιακή επεξεργασία, η δοκιµή των

αλγορίθµων µόνο στο συγκεκριµένο τµήµα της χρειάζεται εννέα µόλις δευτερόλεπτα.

Ποιος είναι ο αριθµός των εικονοστοιχείων µιας εικόνας µεσαίων διαστάσεων;

Πόσο χώρο στη µνήµη του υπολογιστή απαιτεί η εικόνα αυτή αν η πληροφορία

κάθε εικονοστοιχείου είναι κωδικοποιηµένη µε δυαδικό αριθµό του ενός byte;

Πόσος είναι ο χώρος αυτός αν η ίδια η εικόνα είναι έγχρωµη; 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.1

Μία τυπική εικόνα µεσαίων διαστάσεων έχει πλήθος εικονοστοιχείων 512 ×512 =

262144. Αν κάθε εικονοστοιχείο χρειάζεται ένα byte µνήµης για αποθήκευση (µε

ένα byte µπορούν να αναπαρασταθούν 256 διαβαθµίσεις του γκρίζου), τότε η συνο-

λική εικόνα απαιτεί 262.144 bytes ή 0,25 Mbytes µνήµης. Στην περίπτωση που η

εικόνα είναι έγχρωµη, κάθε εικονοστοιχείο θέλει 3 bytes για αποθήκευση (1 για κάθε

χρώµα από τα κόκκινο, πράσινο και µπλε). Για ολόκληρη την εικόνα χρειάζονται

συνολικά 0,75 Mbytes µνήµης.
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Οι σύγχρονες οθόνες των υπολογιστών έχουν τη δυνατότητα να επιδείξουν ψηφια-

κές εικόνες µεγάλων διαστάσεων. Η δυνατότητα αυτή συνδέεται άµεσα µε την ανά-

λυση της οθόνης, ή αλλιώς µε τον αριθµό των εικονοστοιχείων που µπορούν να

εµφανίσουν. Η απλούστερη έγχρωµη οθόνη, µε τη συνοδεία των αντίστοιχων ηλε-

κτρονικών κυκλωµάτων (κάρτα Video Graphics Adapter – VGA), µπορεί να παρου-

σιάσει 800 ×600 = 480.000 έγχρωµα εικονοστοιχεία. Με διάφορες τεχνικές είναι

δυνατό να παρουσιάσουµε σε µία τέτοια οθόνη πολύ µεγαλύτερες εικόνες. 

Τέλος, πρέπει να σηµειώσουµε ότι ο απαιτούµενος χώρος σε bytes για να αποθηκευ-

τεί η εικόνα εξαρτάται τόσο από το πλήθος των εικονοστοιχείων, όσο και από την

πολυπλοκότητα στη διάταξή τους. Έτσι, αν πρόκειται για εικόνα που περιέχει σχέδιο

ή κείµενο κάθε εικονοστοιχείο µπορεί να είναι µαύρο ή άσπρο, οπότε χρειάζεται µόνο

1 bit για την πληροφορία αυτή. Αν η εικόνα περιέχει ασπρόµαυρη φωτογραφία µε 256

διαβαθµίσεις στην αµαύρωση, τότε χρειάζεται ένα byte για την αποθήκευση κάθε

εικονοστοιχείου. Στις έγχρωµες εικόνες θέλουµε 3 bytes για κάθε εικονοστοιχείο. Με

σύγχρονες µεθόδους συµπίεσης της πληροφορίας (image compression) είναι δυνατόν

ο απαιτούµενος χώρος αποθήκευσης να είναι αρκετά µικρότερος. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.2

Πόσο χώρο σε bytes απαιτεί για την αποθήκευσή της µία εικόνα διαστάσεων 1024

×1024 εικονοστοιχείων, όταν περιέχει :

α. Κείµενο

β. Ασπρόµαυρη εικόνα µε 256 διαβαθµίσεις του γκρίζου. 

γ. Έγχρωµη εικόνα

2 0 76 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

Μία ασπρόµαυρη εικόνα (1 byte/εικονοστοιχείο) 128 ×128 εικονοστοιχείων

συγκριτικά µε µία έγχρωµη 512 ×512 εικονοστοιχείων, απαιτεί για αποθήκευση:

α. 4 φορές λιγότερη µνήµη.

β. 16 φορές λιγότερη µνήµη.

γ. 48 φορές λιγότερη µνήµη.

δ. 64 φορές λιγότερη µνήµη. 

Ποια από τις απαντήσεις είναι η σωστή.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.1
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Λύση

α. Στην περίπτωση κειµένου κάθε εικονοστοιχείο χρειάζεται 1 bit για να αποθη-

κευτεί. Έτσι, τα bits που απαιτούνται είναι 1.024 ×1.024 ×1 = 1.048.576 ή

131.072 bytes που ισοδυναµούν µε 128 kbytes. 

β. Στην περίπτωση της ασπρόµαυρης εικόνας χρειάζεται 1 byte για κάθε εικονο-

στοιχείο, οπότε 1.024 ×1.024 bytes για όλη την ασπρόµαυρη εικόνα που ισοδυ-

ναµούν µε 1 Mbyte µνήµης.

γ. Για την έγχρωµη εικόνα το ποσό αυτό είναι τριπλάσιο. 

6.1.4 ∆ÚfiÔÈ ·fiÎÙËÛË˜ ÙË˜ „ËÊÈ·Î‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Η ψηφιακή εικόνα που, όπως αναφέραµε, αποτελεί ένα δισδιάστατο διακριτό σήµα

στο χώρο (x,y) µε κβαντισµένες τιµές πλάτους, µπορεί να ληφθεί είτε από αναλογι-

κές εικόνες είτε απευθείας από συστήµατα λήψης ψηφιακών εικόνων. Στην πρώτη

περίπτωση, η αναλογική εικόνα θα µετατραπεί σε ψηφιακή µε τη βοήθεια (το πιθα-

νότερο) ενός σαρωτή εικόνας (scanner). Η συσκευή αυτή σαρώνει την εικόνα από

πάνω προς τα κάτω σε γραµµές µε τη βοήθεια ενός επιµήκους φωτο–ανιχνευτή

(Σχήµα 6.7). Ο φωτο–ανιχνευτής διαθέτει λαµπτήρα λευκού φωτός, που φωτίζει µία

στενή λωρίδα της εικόνας. Το ανακλώµενο φως καταγράφεται από τα φωτο–ευαί-

σθητα κύτταρα του ανιχνευτή που βρίσκονται σε γραµµική διάταξη. Οι σύγχρονοι

σαρωτές εικόνας αποδίδουν πολύ καλή ανάλυση στην εικόνα. Η ανάλυση αυτή

εκφράζεται σε εικονοστοιχεία ανά ίντσα (pixels per inch – ppi). Τυπικές τιµές αυτής

της ανάλυσης είναι 75, 150, 300, 600 ή και 1.440 ppi.

Φωτοανιχνευτής

EπιφάνειαN
σάρωσης

™¯‹Ì· 6.7

Σαρωτής εικόνας
της εταιρίας

Hewlett Packard
(µοντέλο HP

9195Α).

Αν πρόκειται για αναλογική εικόνα από video (διαδοχή εικόνων), τότε η µετατροπή

σε ψηφιακή εικόνα γίνεται µε ταχύτατα ηλεκτρονικά κυκλώµατα, τους frame

grabbers. Τα κυκλώµατα αυτά εκτελούν τη µετατροπή κάθε αναλογικής εικόνας σε
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ψηφιακή σε πραγµατικό χρόνο (30 στιγµιότυπα/δευτερόλεπτο). Παρότι η ανάλυσή

τους σε εικονοστοιχεία δε φθάνει αυτήν που αποδίδει ένας σαρωτής, σε γενικές γραµ-

µές θεωρείται πολύ ικανοποιητική και δίνει εικόνες πολύ καλής ποιότητας. 

Τα συστήµατα απευθείας λήψης ψηφιακής εικόνας αναπτύσσονται τον τελευταίο καιρό,

και η τεχνολογία τους βρίσκεται σε εξέλιξη. Έτσι, οι ψηφιακές φωτογραφικές µηχανές,

που ήδη κυκλοφορούν, έχουν ενσωµατωµένη µνήµη RAM και δισκέτα για καταχώρη-

ση της πληροφορίας. Το είδωλο της εικόνας δεν καταγράφεται πάνω σε φιλµ, αλλά σε

µία µήτρα στοιχειωδών φωτο–ανιχνευτών (λ.χ. 600 ×350), το σήµα των οποίων κβα-

ντίζεται και καταχωρείται στη µνήµη της µηχανής. Οι εικόνες αυτές έχουν φθάσει ήδη

την ποιότητα της κλασικής φωτογραφίας, αφού η ανάλυσή τους έχει υπερβεί τα 1.024 ×
1.024 εικονοστοιχεία. Το κυριότερο πλεονέκτηµα των ψηφιακών συστηµάτων είναι ότι

παρέχουν την πληροφορία σε ψηφιακή µορφή, που µπορεί εύκολα να αντιγραφεί, να δια-

µορφωθεί και κυρίως να παραµένει αναλλοίωτη στο χρόνο λόγω της ψηφιακής της υφής. 

Τα συστήµατα λήψης ψηφιακής εικόνας παρέχουν τη δυνατότητα στο χρήστη να

λάβει την ψηφιακή εικόνα µε διαφορετικές αναλύσεις. Έτσι, του δίνεται η δυνατό-

τητα να δοκιµάσει το ανεκτό όριο τόσο στην ανάλυση, όσο και στο πλήθος των δια-

βαθµίσεων της αµαύρωσης. Στο Σχήµα 6.8 δίνεται διαδοχικά η εικόνα του προσώ-

που η οποία έχει ληφθεί µε διαφορετική κάθε φορά ανάλυση και πλήθος διαβαθµί-

σεων του γκρίζου. Η ποιότητα της εικόνας υποβαθµίζεται µε την ελάττωση της ανά-

λυσης, αλλά ταυτόχρονα µειώνεται και η απαιτούµενη µνήµη για αποθήκευσή της. 

2 0 96 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

α β γ

δ ε

™¯‹Ì· 6.8

Οι πέντε εικόνες του
προσώπου έχουν
ληφθεί µε διαφορετι-
κές αναλύσεις και
απαιτούν διαφορετι-
κή µνήµη. 

(α) 300 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 256
διαβαθµίσεις της
αµαύρωσης απαιτούν
για αποθήκευση 186
kbytes µνήµης

(β) 75 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 256
διαβαθµίσεις της
αµαύρωσης απαιτούν
για αποθήκευση 12
kbytes µνήµης.

(γ) 25 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 256
διαβαθµίσεις της
αµαύρωσης απαιτούν
για αποθήκευση 2
kbytes µνήµης. 

(δ) 75 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 16 δια-
βαθµίσεις της αµαύ-
ρωσης απαιτούν για
αποθήκευση 6 kbytes
µνήµης. 

(ε) 25 εικονοστοι-
χεία/ίντσα µε 2 δια-
βαθµίσεις της αµαύ-
ρωσης απαιτούν για
αποθήκευση 0,25
kbytes µνήµης. 
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Για µία αποδεκτή ποιότητα εικόνας είναι αρκετά 100 ppi. Η ανάλυση αυτή αντι-

στοιχεί σε 100 εικονοστοιχεία/ίντσα σε κάθε κατεύθυνση. Αυτό σηµαίνει ότι σε µία

τετραγωνική ίντσα περιέχονται 10.000 εικονοστοιχεία. Μία σελίδα χαρτιού Α4 είναι

περίπου 90 τετραγωνικές ίντσες (8 ×11), εποµένως θα έχουµε συνολικά 900.000

εικονοστοιχεία. Κάθε ένα εικονοστοιχείο απαιτεί µόνο ένα bit για την αντιπροσώ-

πευσή του (µαύρο ή άσπρο). Εποµένως η συνολική µνήµη θα είναι 900.000 bits ή

112.500 bytes. 

Φυσικά, διαφορετικές απαιτήσεις στην ανάλυση της εικόνας θα οδηγήσουν σε δια-

φορετικά µεγέθη. 

Οι ψηφιακές εικόνες είναι οργανωµένες και αποθηκεύονται σε αρχεία (files) διαφό-

ρων ειδών ανάλογα µε τον τρόπο και τη συσκευή απόκτησής τους, αλλά και την ανά-

γκη για γρήγορη µετάδοση ή οικονοµική αποθήκευση. Έτσι, στην αρχή του αρχεί-

ου υπάρχει συνήθως η πληροφορία (header) για τον τρόπο που έχει καταγραφεί η

εικόνα στο αρχείο. Οι κυριότεροι τύποι αρχείων που περιέχουν ψηφιακές εικόνες

είναι οι ακόλουθοι:

imagename.bmp

Τυποποίηση για έγχρωµες εικόνες σε Windows. Τα γράµµατα της κατάληξης του

ονόµατος του αρχείου προέρχονται από τον όρο «Bit Mapped», που σηµαίνει αντι-

στοιχία εικονοστοιχείου και byte. Είναι αρχεία ανεξάρτητα της συσκευής (device

independent), µπορούν δηλαδή να «ανοιχτούν» χωρίς πρόβληµα από διαφορετικού

τύπου λογισµικό, χωρίς αλλαγές. 

imagename.tif

Tagget Image File Format. Είναι και αυτή τυποποίηση bit mapped που χρησιµοποι-

είται από όλα σχεδόν τα πακέτα λογισµικού για εικόνες, καθώς και όλα τα λειτουρ-

γικά συστήµατα. Η διαφορά µε την προηγούµενη τυποποίηση είναι ότι εδώ χρησι-

µοποιείται πίνακας αναφοράς για την επιλογή των χρωµάτων.

imagename.jpg

Συµπιεσµένες εικόνες σύµφωνα µε το πρότυπο JPEG (Joint Photographic Experts

Group). Οι συµπιεσµένες εικόνες καταλαµβάνουν λιγότερο χώρο µνήµης και επο-

Πόση µνήµη απαιτείται για να φυλαχτεί ως εικόνα η παρούσα σελίδα του βιβλίου.

Εκτιµήστε µόνοι σας την απαιτούµενη ανάλυση σε ppi του σαρωτή εικόνας. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.2
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µένως, µεταδίδονται πιο γρήγορα µέσα στο δίκτυο. Κατά τη συµπίεση ένα µέρος της

πληροφορίας στην εικόνα χάνεται, εποµένως η ανάκτησή της δεν γίνεται µε την αρχι-

κή ακρίβεια. 

imagename.gif

Ο τύπος αυτός αφορά τις εικόνες που είναι κωδικοποιηµένες σύµφωνα µε το

Graphics Interchange Format, µία τυποποίηση για έγχρωµες εικόνες που παρουσιά-

ζονται ή µεταφέρονται σε δικτυακές διασυνδέσεις και στο ∆ιαδίκτυο (Internet). 

6.1.5 ∏ ÂÂÍÂÚÁ·Û›· ÙË˜ „ËÊÈ·Î‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Η επεξεργασία της ψηφιακής εικόνας περιλαµβάνει στη γενικότερη περίπτωση πολλά

και διαφορετικά στάδια ανάλογα µε

• τη µορφή και την αρχική κατάσταση της ψηφιακής εικόνας

• το επιθυµητό τελικό αποτέλεσµα.

Στο Σχήµα 6.9 δίνεται ένα γενικό διάγραµµα που περιλαµβάνει πολλά από τα στά-

δια αυτά καθώς και τη µεταξύ τους σχέση. Έτσι, η πραγµατική εικόνα θα καταγρα-

φεί από το σύστηµα απόκτησης της ψηφιακής εικόνας (image acquisition system).

Θα ακολουθήσει το στάδιο της εξαγωγής του θορύβου (filtering) και της διόρθωσης

(αποκατάστασης – restoration) σφαλµάτων που προκλήθηκαν είτε από το µέσο µετα-

ξύ εικόνας και συστήµατος απόκτησης είτε και από το ίδιο το σύστηµα απόκτησης.

Τα σφάλµατα αυτά θα πρέπει να διορθωθούν πριν προχωρήσουµε σε επόµενο στά-

διο στην επεξεργασία της εικόνας. Σφάλµατα που παρουσιάζονται στην εικόνα κατά

τη διάρκεια της απόκτησής της είναι ο θερµικός θόρυβος ή/και ο θόρυβος αιχµών

(από το σύστηµα απόκτησης) και η θόλωση της εικόνας. Η θόλωση προκαλείται

συνήθως από την οπτική ανοµοιογένεια του µέσου (αέρας) ή τη σχετική κίνηση της

εικόνας ως προς το σύστηµα απόκτησης.

2 1 16 . 1  H  æ ∏ºπ∞∫∏ ∂π∫√¡∞

ΠραγµατικήN
εικόνα

ΣύστηµαN
απόκτησηςN
ψηφιακήςN
εικόνας

AναγνώρισηN
αντικειµένωνN
ΣυµπίεσηN
εικόνας

AποκατάστασηN
της εικόνας

Bελτίωση τηςN
εικόνας

TεχνητήN
όραση

EξαγωγήN
χαρακτηριστικών

Aνάλυση εικόνας

™¯‹Ì· 6.9

Γενικό διάγραµµα
των διαφόρων
σταδίων στην επε-
ξεργασία της
ψηφιακής εικόνας. 

Οι αιτίες δηµιουργίας σφαλµάτων κατά την απόκτηση της εικόνας έχουν καταγρα-

φεί στη βιβλιογραφία εκτενώς. Καλύτερος τρόπος για τη διόρθωση των σφαλµάτων

αυτών είναι να περιγραφεί µαθηµατικά η αιτία που τα προκαλεί και να υλοποιηθεί
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µε το σύστηµα αποκατάστασης η αντίστροφη διαδικασία. Υπάρχουν φυσικά περι-

πτώσεις όπου η διαδικασία απόκτησης είναι αρκετά καλή, µε αποτέλεσµα η εικόνα

να µη χρειάζεται αποκατάσταση. Σε άλλες περιπτώσεις το στάδιο της αποκατάστα-

σης είναι το τελευταίο πριν από την επίδειξη της εικόνας (τηλεόραση). 

Η βελτίωση της εικόνας αφορά κυρίως στον τονισµό συγκεκριµένων στοιχείων της

εικόνας µε σκοπό τη διευκόλυνση των διαδικασιών που θα ακολουθήσουν. Τα επό-

µενα στάδια εντάσσονται σε ό, τι καλούµε «ανάλυση της εικόνας». Σηµαντικά θέµα-

τα εδώ είναι:

• Η εξαγωγή των κατάλληλων χαρακτηριστικών για αναγνώριση και ταξινόµηση

αντικειµένων που υπάρχουν µέσα στην εικόνα. 

• Η συµπίεση της εικόνας για γρήγορη µετάδοσή της ή οικονοµική αποθήκευση. 

• Ο µετασχηµατισµός της σε άλλους χώρους, όπως αυτός των συχνοτήτων, για την

αποκάλυψη πληροφορίας που στον αρχικό χώρο δεν είναι εµφανής. 

• Οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί που είναι απαραίτητοι για τη σύγκριση εικό-

νων, τη σύνθεση της πληροφορίας σκηνών που έχουν ληφθεί από διαφορετική

γωνία καθώς και τη σύνθεση εγκάρσιων τοµών αντικειµένων από προβολικές

εικόνες (τοµοσύνθεση και αξονική τοµογραφία). 

Το τελευταίο στάδιο είναι η τεχνητή όραση. Εδώ, περιλαµβάνονται όλα τα αυτο-

µατοποιηµένα συστήµατα επεξεργασίας εικόνας, αναγνώρισης αντικειµένων και

λήψης αποφάσεων για συγκεκριµένες ενέργειες (robot) (Βλέπε «Ανάλυση εικό-

νας και Αναγνώριση Προτύπων», Ε. Σαγκριώτη και Σ. Θεοδωρίδη) . 

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε την εικόνα ως δισδιάστατο σήµα, τη γεωµετρία της,

καθώς και τους τρόπους που µπορεί να αποκτηθεί. Είδαµε επίσης αναλυτικά πώς

µπορούµε να υπολογίσουµε το µέγεθος µιας εικόνας και το χώρο µνήµης που απαι-

τείται για την αποθήκευσή της. Τέλος, γνωρίσαµε µερικά από τα διαφορετικά στά-

δια από τα οποία µπορεί να αποτελείται η διαδικασία της επεξεργασίας της ψηφια-

κής εικόνας.
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6.2 ∏ Ê˘ÛÈÔÏÔÁ›· ÙË˜ fiÚ·ÛË˜

Η όραση είναι ίσως η πλέον σηµαντική από τις ανθρώπινες αισθήσεις, αφού δίνει τη

δυνατότητα στον άνθρωπο να αντιληφθεί και να δράσει στο χώρο που τον περιβάλ-

λει. Το ανθρώπινο σύστηµα όρασης αποτελείται από τα ακόλουθα µέρη:

• Τον οφθαλµό (οπτικός αισθητήρας) που χρησιµεύει στη δηµιουργία του ειδώλου. 

• Το οπτικό νεύρο που µεταδίδει το ερέθισµα στον εγκέφαλο.

• Το τµήµα του εγκεφάλου που εκτελεί την επεξεργασία και την τελική κατανόη-

ση της πληροφορίας

Η διαδικασία της όρασης είναι πολύπλοκη και δεν έχει ακόµη κατανοηθεί πλή-

ρως. Η καλύτερη κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο ο άνθρωπος βλέπει γύρω

του, θα συµβάλει στη βελτίωση των τεχνητών οπτικών συστηµάτων απόκτησης

και επεξεργασίας της εικόνας. Επιπλέον, θα δώσει ώθηση στην ανάπτυξη νέων

αλγορίθµων για την ανάλυση της εικόνας και τη βελτίωση των συστηµάτων µηχα-

νικής όρασης (robot). 

Η καταγραφή της συµπεριφοράς του ανθρώπινου συστήµατος όρασης έχει γίνει µε

κάθε λεπτοµέρεια. Έτσι, γνωρίζουµε:

• Πόσο φως είναι απαραίτητο για να διεγερθεί ο οφθαλµός.

• Σε πόσο έντονη ακτινοβολία µπορεί να αντέξει.

• Πόσο γρήγορα µπορεί να προσαρµοστεί στις αλλαγές της φωτεινότητας των αντι-

κειµένων.

• Πότε και πόσο καλά µπορεί να διακρίνει τα χρώµατα.

• Πώς αντιλαµβάνεται τα σχήµατα παρουσία ή απουσία άλλων σχηµάτων. 

• Πώς γίνεται δυνατή η αίσθηση του βάθους. 

Με βάση αυτή την καταγραφή οι επιστήµονες προσπαθούν να περιγράψουν και να

εξηγήσουν τη διαδικασία της όρασης. Στη συνέχεια, θα παραθέσουµε τα πλέον σηµα-

ντικά από τα στοιχεία αυτά, αφού πρώτα δώσουµε µια απλή περιγραφή της φυσιο-

λογίας του οφθαλµού. 

6.2.1 √ ·ÓıÚÒÈÓÔ˜ ÔÊı·ÏÌfi˜

Στο Σχήµα 6.10 παρουσιάζεται µια απλουστευµένη εικόνα του οφθαλµού. Στο µπρο-

στινό µέρος βρίσκεται το σύστηµα συγκέντρωσης και εστίασης των εικόνων (ίριδα,

φακός). Το είδωλο της εικόνας σχηµατίζεται ανεστραµµένο στο πίσω µέρος του οφθαλ-

2 1 36 . 2  ∏  º À ™ π √ § √ ° π ∞  ∆ ∏ ™  √ ƒ∞ ™ ∏ ™
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µού πάνω στον αµφιβληστροειδή χιτώνα (retina). Στο σηµείο της εστίασης υπάρχει

µεγάλη συγκέντρωση των φωτοαισθητήρων. ∆ίπλα ακριβώς ξεκινά το οπτικό νεύρο

που µεταφέρει τις ηλεκτροχηµικές αντιδράσεις των φωτοαισθητήρων στον εγκέφαλο.

Ίριδα

Φακός

Kερατοειδής

Aµφιβληστροειδής

0°

OπτικόN
νεύρο

™¯‹Ì· 6.10

Απλουστευµένη
εικόνα 

του οφθαλµού. 

Υπάρχουν δύο είδη φωτοαισθητήρων στον αµφιβληστροειδή, τα ραβδία και οι κώνοι.

Τα ραβδία είναι περίπου 100 εκατοµµύρια και σχετίζονται µε την όραση στο χαµη-

λό φως (scotopic vision). Οι κώνοι είναι γύρω στα έξι εκατοµµύρια και είναι λιγό-

τερο ευαίσθητοι από τα ραβδία. Σε φωτεινό περιβάλλον το κύριο βάρος της όρασης

φέρουν οι κώνοι. Οι κώνοι επίσης είναι υπεύθυνοι για το χρώµα στην όραση. Το

οπτικό σύστηµα του ανθρώπου είναι ευαίσθητο στην ηλεκτροµαγνητική ακτινοβο-

λία και σε µήκη κύµατος από 350 έως 780 nm (ορατό φως). Παρουσιάζει όµως µέγι-

στη ευαισθησία στο πράσινο φως (γύρω στα 550 nm). Επίσης, είναι ικανό να λει-

τουργήσει µε ελάχιστο φως (ραβδία), αλλά και σε πολύ φωτεινό περιβάλλον (κώνοι).

Η ικανότητα του οφθαλµού να προσαρµόζεται σε µεγάλη διαφορά φωτεινότητας

φθάνει τις 10 τάξεις µεγέθους:

(6.9)

6.2.2 ºˆÙÂÈÓfiÙËÙ·, Ï·ÌÚfiÙËÙ· Î·È ·ÓÙ›ıÂÛË

∆ύο φυσικά µεγέθη, που σχετίζονται µε τη φωτεινή ακτινοβολία και παίζουν σηµα-

ντικό ρόλο στην ανθρώπινη όραση είναι η φωτεινότητα και η λαµπρότητα. 

• Η φωτεινότητα ενός αντικειµένου (luminance) σχετίζεται µε τη φωτεινή ενέργεια

που εκπέµπει το αντικείµενο, ανεξάρτητα από τη φωτεινότητα των γειτονικών

σωµάτων. 

 

Mέγιστη φωτεινή ενέργεια ανεκτή από το µάτι
Eλάχιστη φωτεινή ενέργεια που διεγείρει το µάτι

≈ 1010
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• Η λαµπρότητα ενός αντικειµένου (brightness) είναι η λαµβανόµενη από το µάτι

φωτεινή ενέργεια που προέρχεται από το αντικείµενο και η οποία εξαρτάται από

τη φωτεινότητα του περιβάλλοντος χώρου. 

Τον διαφορετικό τρόπο (λαµπρότητα) που αντιλαµβάνεται το µάτι τα αντικείµενα

της ίδιας φωτεινότητας (luminance) µπορούµε να τον δούµε στο παράδειγµα του

Σχήµατος 6.11. Οι δύο µικροί δίσκοι έχουν την ίδια φωτεινότητα, αλλά στο µάτι δεί-

χνουν διαφορετικοί. Ο πρώτος φαίνεται περισσότερο φωτεινός, αφού έχει σκοτει-

νότερο υπόβαθρο.

2 1 56 . 2  ∏  º À ™ π √ § √ ° π ∞  ∆ ∏ ™  √ ƒ∞ ™ ∏ ™

™¯‹Ì· 6.11

Οι δύο δίσκοι έχουν την ίδια φωτεινότητα, αλλά
φαίνονται διαφορετικοί λόγω της διαφορετικής
φωτεινότητας του υπόβαθρου.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι σύµφωνα µε το νόµο του Weber, ένα αντικείµενο µε φωτει-

νότητα f ξεχωρίζει από ένα περιβάλλον (background) φωτεινότητας f0 όταν η σχετι-

κή τους διαφορά (αντίθεση ή contrast) είναι το λιγότερο 2%:

(6.10)

Η τελευταία αυτή σχέση δηλώνει ότι µεταξύ απολύτως µαύρου και απολύτως λευκού,

το ανθρώπινο µάτι µπορεί να ξεχωρίσει το πολύ 50 διαβαθµίσεις του γκρίζου (βλέπε

Σχήµα 6.12). Η τελευταία σχέση φανερώνει τη µη γραµµική (λογαριθµική) συµπερι-

φορά στην αντίληψη της αµαύρωσης από το ανθρώπινο σύστηµα όρασης αφού:

(6.11)

∆ηλαδή, ίσες αυξήσεις στο λογάριθµο της φωτεινότητας εκλαµβάνονται από τον

άνθρωπο έως ίσες διαφορές.

  

∆f
f

a d f a= ⇒ =(log )

  

f f
f

0

0

2
− ≥ %
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.3

Τρία αντικείµενα α, β και γ έχουν φωτεινότητα 1, 10 και 100 αντίστοιχα, (εκφρα-

σµένη πάντα σε κατάλληλες µονάδες). Πόσο φωτεινά αντιλαµβάνεται ο άνθρωπος

τα αντικείµενα αυτά;

Λύση

Με βάση τη σχέση (6.11), έχουµε για τους λογαρίθµους των φωτεινοτήτων:

log(1) = 0

log(10) = 1

log(100) = 2

Εποµένως, ο άνθρωπος αντιλαµβάνεται ότι τα τρία διαφορετικά σώµατα έχουν την

ίδια διαφορά στη φωτεινότητα. 

Μία άλλη συνάρτηση που χαρακτηρίζει την ευαισθησία του ανθρώπινου συστήµατος

όρασης στην αντίθεση της φωτεινότητας των σωµάτων, είναι η συνάρτηση µεταφοράς

διαµόρφωσης (Modulation Transfer Function – MTF). Η συνάρτηση αυτή δείχνει ότι

η µέγιστη ευαισθησία βρίσκεται στις µεσαίες χωρικές συχνότητες (βλέπε Σχήµα 6.13).

™¯‹Ì· 6.12

Το ανθρώπινο µάτι
µπορεί να διακρίνει

σε ασπρόµαυρες
εικόνες το πολύ

µέχρι 50 διαφορετι-
κές διαβαθµίσεις του
γκρίζου. Στην πρώτη
λωρίδα παρουσιάζο-
νται 64 διαβαθµίσεις

(δύσκολα διακρίνο-
νται µεταξύ τους)

από το µαύρο έως το
λευκό, ενώ στη δεύ-

τερη 16. 

™¯‹Ì· 6.13

Η ευαισθησία στις
µεσαίες χωρικές

συχνότητες φαίνεται
από το γεγονός ότι
το µάτι διεγείρεται
περισσότερο στις

µεσαίες εναλλαγές
της αµαύρωσης

(ούτε πολύ γρήγορες
ούτε πολύ αργές). 

Τέλος, το ανθρώπινο σύστηµα όρασης δεν µπορεί να ξεχωρίσει περιοδικές αναλαµπές

φωτεινής πηγής όταν η συχνότητά της ξεπερνά τα 50 Hz περίπου. Στην περίπτωση

αυτή εκλαµβάνει ως συνεχή την εκποµπή της φωτεινής ακτινοβολίας. Το φαινόµενο

καθορίζει την ταχύτητα µε την οποία πρέπει να ανανεώνεται η πληροφορία στην οθόνη

της τηλεόρασης ή του υπολογιστή. Συχνότητα ανανέωσης 60 Hz, δίνει σταθερή εικό-

να χωρίς την αίσθηση της ασυνέχειας µεταξύ των διαδοχικών στιγµιότυπων. 

Mεσαίες εναλλαγές αµαύρωσης
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6.2.3 XÚÒÌ· Î·È „˘¯ÔÊ˘ÛÈÎ¿ Ê·ÈÓfiÌÂÓ·

Το ανθρώπινο οπτικό σύστηµα παρουσιάζει την ιδιότητα να είναι πολύ περισσότε-

ρο ευαίσθητο στις έγχρωµες απ’ ό,τι στις ασπρόµαυρες εικόνες. Έτσι, ενώ µπορεί

να ξεχωρίσει µόνο µερικές δεκάδες αποχρώσεις του γκρίζου στις ασπρόµαυρες εικό-

νες, έχει τη δυνατότητα να διακρίνει χιλιάδες διαφορετικά χρώµατα. Τα µεγέθη που

καθορίζουν τα χρώµατα είναι η λαµπρότητα (brightness), η απόχρωση (hue) και ο

κορεσµός (saturation). Η αναπαράσταση της χρωµατικής πληροφορίας στηρίζεται

στην «κλασική» θεωρία του Thomas Young (1802), ότι κάθε χρώµα µπορεί να δηµι-

ουργηθεί µε την κατάλληλη µείξη τριών χρωµάτων, όπως για παράδειγµα του κόκ-

κινου, πράσινου και µπλε (Red–Green–Blue, RGB). 

Άλλα φαινόµενα, κυρίως ψυχοφυσικά (βλέπε Σχήµα 6.14), που συνδέονται µε την

ψυχοφυσιολογία της όρασης περιγράφονται εκτενώς στη βιβλιογραφία. Η ανάλυση

παρόµοιων φαινοµένων µπορεί να βοηθήσει σηµαντικά στην ανάπτυξη και τη βελ-

τίωση των συστηµάτων τεχνητής όρασης.

2 1 76 . 2  ∏  º À ™ π √ § √ ° π ∞  ∆ ∏ ™  √ ƒ∞ ™ ∏ ™

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 6.14

Τα παράξενα της
ψυχοφυσιολογίας
της όρασης. α)
Αυταπάτη Wundt,
οι παράλληλες
γραµµές δείχνουν
παραµορφωµένες.
β) Αυταπάτη ορι-
ζόντιας–κάθετης
γραµµής, το κατα-
κόρυφο τµήµα
φαίνεται µεγαλύτε-
ρο. γ) Η αυταπάτη
Mueller–Lyer, τα
δύο οριζόντια τµή-
µατα είναι ίσα. 

6.2.4 ∫ÚÈÙ‹ÚÈ· ÔÈfiÙËÙ·˜ ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Για να µετρήσουµε την ποιότητα των ψηφιακών εικόνων, αλλά και για να αξιολο-

γήσουµε την απόδοση των συστηµάτων απόκτησης και επεξεργασίας εικόνας, χρη-

σιµοποιούµε διάφορα κριτήρια. Τα κριτήρια αυτά µπορούν να χωριστούν σε υπο-

κειµενικά και ποσοτικά. Τα υποκειµενικά στηρίζονται στη γνώµη µιας µικρής ή µεγά-

λης οµάδας παρατηρητών που χαρακτηρίζουν την ποιότητα της εικόνας ως εξαιρε-

τική, καλή, µέτρια, φτωχή ή µη ικανοποιητική. Τα ποσοτικά κριτήρια είναι καθιε-

ρωµένες µαθηµατικές διαδικασίες που χρησιµοποιούν ποσότητες, όπως ο λόγος του

σήµατος προς το θόρυβο ή το µέσο τετραγωνικό σφάλµα. Πρέπει να τονιστεί ότι η

επιλογή του κριτηρίου ποιότητας της εικόνας ποικίλλει ανάλογα µε την εφαρµογή

και δεν είναι µονοσήµαντα καθορισµένη. 
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τα βασικά χαρακτηριστικά του ανθρώπινου συστή-

µατος όρασης. Μεταξύ αυτών επισηµαίνουµε τη µεγάλη προσαρµογή του οφθαλ-

µού σε ελάχιστο, αλλά και πολύ έντονο φως, που οφείλεται στους δύο διαφορετι-

κούς τύπους αισθητήρων, τους κώνους και τα ραβδία. Στην ουσία, η συµπεριφορά

του οφθαλµού στη φωτεινότητα είναι λογαριθµική. Επίσης τονίσαµε τη σχετικό-

τητα στη φωτεινότητα των σωµάτων και τον τρόπο που αντιλαµβανόµαστε την

αντίθεση (contrast). Τέλος, τόσο η υψηλή ευαισθησία στις µεσαίες συχνότητες, όσο

και η απαίτηση για τουλάχιστον 30 στιγµιότυπα ανά δευτερόλεπτο για σχηµατισµό

της κίνησης είναι από τα ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά της ανθρώπινης όρασης. 

6.3 ∂›‰Ë Ú¿ÍÂˆÓ ÛÙËÓ ÂÂÍÂÚÁ·Û›· ÙË˜ „ËÊÈ·Î‹˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Όπως είδαµε στην υποενότητα 6.1.5, η διαδικασία της επεξεργασίας της ψηφιακής

εικόνας περιλαµβάνει αρκετές βαθµίδες, ανάλογα µε την ποιότητα της αρχικής εικό-

νας και την επιθυµητή έξοδο. Θα περίµενε κανείς πως κάθε µία από τις βαθµίδες

αυτές θα έχει είσοδο µία εικόνα και έξοδο επίσης µία άλλη εικόνα. Όµως στη γενι-

κή της µορφή µία βαθµίδα επεξεργασίας µπορεί να έχει είσοδο ή έξοδο εικόνα ή

µαθηµατική περιγραφή (συνάρτηση ή άνυσµα). Στον Πίνακα 6.1 παρουσιάζονται οι

δυνατοί συνδυασµοί εισόδου–εξόδου για µία βαθµίδα επεξεργασίας ψηφιακής εικό-

νας και οι πιθανές διαδικασίες που υλοποιούνται.

¶›Ó·Î·˜ 6.1

Πιθανές µορφές εισόδου–εξόδου σε µία βαθµίδα ψηφιακής επεξεργασίας εικόνας. 

Είσοδος Έξοδος Χαρακτηρισµός Πιθανή πράξη

Εικόνα Εικόνα Επεξεργασία εικόνας Εξαγωγή θορύβου

Εικόνα Περιγραφή Ανάλυση εικόνας Εξαγωγή χαρακτηριστικών

Περιγραφή Εικόνα Γραφικά υπολογιστών Σχεδιασµός µε υπολογιστή

Περιγραφή Περιγραφή Μετασχηµατισµοί Μετασχηµατισµός δεδοµένων

Στην παράγραφο αυτή θα αναπτύξουµε µόνο τα είδη των πράξεων που µπορεί κανείς

να συναντήσει στην περίπτωση που είσοδος και έξοδος της βαθµίδας είναι εικόνα.

Απαραίτητη έννοια στις πράξεις αυτές είναι η έννοια της γειτονιάς ενός εικονοστοι-

χείου. Πρόκειται για τα εικονοστοιχεία που το περιβάλλουν (Σχήµα 6.15α). Ειδικό-

τερα, ως γειτονιά των 8 σηµείων ενός εικονοστοιχείου µε συντεταγµένες (n1,n2) =

(i,j) ορίζεται η διάταξη των 8 εικονοστοιχείων γύρω από το (i,j) που οι συντεταγµέ-
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νες δίνονται στο Σχήµα 6.15β. Επίσης, γειτονιά των 4 σηµείων ορίζεται η διάταξη

των εικονοστοιχείων γύρω από το (i,j) όπως δίνεται στο Σχήµα 6.15γ. Όλοι οι γεί-

τονες του εικονοστοιχείου (i,j) χρησιµοποιούνται µαζί µε αυτό για τον υπολογισµό

του αντίστοιχου (στην ίδια θέση) εικονοστοιχείου στην εικόνα εξόδου. Ο όρος

«παράθυρο µε κέντρο το εικονοστοιχείο (i,j)» χρησιµοποιείται επίσης αντί του όρου

«γειτονιά του εικονοστοιχείου».

2 1 96 . 3  ∂ π ¢ ∏  ¶ ƒ∞ • ∂ ø ¡  ™ ∆ ∏ ¡  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ∆ ∏ ™  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏ ™  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Γειτονιά 8 σηµείων

Γειτονιά 4 σηµείων

(i-1,j-1) (i+1,j-1)

(i+1,j)

(i+1,j+1)

(i,j-1)

(i,j-1)

(i,j+1)

(i,j)

(i,j)(i-1,j) (i+1,j)

(i,j+1)

(i-1,j)

(i-1,j+1)

Γειτονιά 81 εικονοστοιχείων

Eικονοστοιχείο (1,1)

Eικονοστοιχείο (83,83)

(α) (β)

(γ)

™¯‹Ì· 6.15

Η διάταξη των
εικονοστοιχείων
σε σειρές και στή-
λες, δηµιουργεί για
καθένα από αυτά
γείτονες. Οι τιµές
των 8 ή 4 γειτονι-
κών εικονοστοι-
χείων χρησιµοποι-
ούνται συχνότερα
στις διάφορες
πράξεις. 

Οι πράξεις στην ψηφιακή επεξεργασία της εικόνας έχουν στόχο τον υπολογισµό κάθε

εικονοστοιχείου της εικόνας εξόδου. Ανάλογα µε τον τρόπο που υπολογίζεται η τιµή

του εικονοστοιχείου αυτού, οι πράξεις διακρίνονται σε 

Τοπικές (local)

Καθολικές (global)

Γεωµετρικές (geometrical)

6.3.1 ∆ÔÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜

Στις πράξεις αυτές η τιµή κάθε εικονοστοιχείου στη θέση (n1,n2) στην εικόνα εξόδου

υπολογίζεται χρησιµοποιώντας την τιµή του εικονοστοιχείου στην αντίστοιχη θέση

της εικόνας εισόδου, καθώς επίσης και τις τιµές των γειτονικών εικονοστοιχείων. Η

διαδικασία αυτή παρουσιάζεται στο Σχήµα 6.16. Πιο συγκεκριµένα, για τον υπολο-

γισµό της τιµής του εικονοστοιχείου στη θέση (n1,n2) της εικόνας εξόδου, θεωρού-
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µε µία γειτονιά (παράθυρο) l ×k εικονοστοιχείων στην εικόνα εισόδου µε κέντρο

την αντίστοιχη θέση (n1,n2). Οι τιµές q όλων των εικονοστοιχείων µέσα στο παρά-

θυρο θα συµβάλουν στον υπολογισµό της τιµής p(n1,n2) του εικονοστοιχείου εξό-

δου, για παράδειγµα: 

(6.12)

  

p n n a i j f q n i n j
j k

k

i l

l

( ) ( , ) ( ( , ))
/

/

/

/

1 2 1 2

2

2

2

2

, = − −
=−=−
∑∑

™¯‹Ì· 6.16

Το εικονοστοιχείο
της εικόνας εξό-
δου υπολογίζεται
από τα εικονο-

στοιχεία της εικό-
νας εισόδου που

βρίσκονται σε ένα
παράθυρο µεγέ-
θους (l×k=7×7)

γύρω από το αντί-
στοιχο εικονοστοι-
χείο της εικόνας
εισόδου. Η διαδι-
κασία αυτή επανα-

λαµβάνεται για
όλα τα εικονο-

στοιχεία της εικό-
νας εξόδου. 

Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

Παράθυρο 1×kR
εικονοστοιχείων

Θέση (n1,n2)

Εποµένως, στη γενικότερη περίπτωση οι τιµές q µετασχηµατίζονται από µία συνάρ-

τηση f (γραµµική ή µη γραµµική), και στη συνέχεια η έξοδος p(n1,n2) υπολογίζεται

ως γραµµικός συνδυασµός των αποτελεσµάτων αυτών µε τους συντελεστές βάρους

a(i,j). Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται για όλα τα εικονοστοιχεία της εικόνας

εξόδου. Στην πράξη, ο πίνακας των συντελεστών α(i,j) µοιάζει µε παράθυρο που

κινείται σε όλη την εικόνα και κάθε φορά συµβάλλει σύµφωνα µε την (6.12) στον

υπολογισµό του εικονοστοιχείου της εικόνας εξόδου, που αντιστοιχεί στη θέση του

κέντρου του. Στην περίπτωση που f(q) = q, τότε η πράξη είναι γραµµική και δεν είναι

τίποτε άλλο από τη γενίκευση της γνωστής µας συνέλιξης σε δύο διαστάσεις και ονο-

µάζεται δισδιάστατη συνέλιξη. Τη δισδιάστατη συνέλιξη θα τη µελετήσουµε ανα-

λυτικότερα στο επόµενο κεφάλαιο όπου εξετάζονται τα γραµµικά δισδιάστατα

συστήµατα. Στην περίπτωση αυτή, οι συντελεστές α(i,j) χαρακτηρίζουν το γραµµι-

κό σύστηµα. Βεβαίως, η µορφή της εξίσωσης 6.12 µπορεί να είναι διαφορετική ανά-

λογα µε τις απαιτήσεις της εφαρµογής. 

Όταν το µέγεθος του παραθύρου µικραίνει, η τιµή της p(n1,n2) εξαρτάται όλο και

λιγότερο από τα γειτονικά εικονοστοιχεία της θέσης (n1,n2). Στην ειδική περίπτωση
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όπου l = k = 1 η τοπική πράξη εκφυλίζεται σε πράξη σηµείου (point operation). Τότε

η τιµή του εικονοστοιχείου στη θέση (n1,n2) της εικόνας εξόδου εξαρτάται µόνο από

την τιµή του εικονοστοιχείου στην αντίστοιχη θέση της εικόνας εισόδου. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.4

Η παρακάτω εικόνα εισόδου (Σχήµα 6.17) έχει µέγεθος 5 ×5 και οι τιµές των εικονο-

στοιχείων κυµαίνονται µεταξύ 0 και 51. Να πολλαπλασιαστούν κατάλληλα οι τιµές

των εικονοστοιχείων, ώστε αυτές να καταλαµβάνουν όλη την περιοχή από 0 ως 255

που καλύπτει δυαδικός αριθµός του ενός byte. Σε ποια κατηγορία ανήκει η πράξη αυτή;

Λύση

Αρκεί να πολλαπλασιάσουµε την τιµή κάθε εικονοστοιχείου µε το 5. Με τον τρόπο

αυτό δεν ξεπερνάµε την τιµή 255 για τα εικονοστοιχεία της εικόνας εξόδου (Σχήµα

6.17). Πρόκειται για πράξη σηµείου (point operation), αφού κάθε εικονοστοιχείο της

εικόνας εξόδου υπολογίζεται χρησιµοποιώντας το αντίστοιχο εικονοστοιχείο της

εικόνας εισόδου. Στην ψηφιακή επεξεργασία εικόνας η πράξη αυτή καλείται βελ-

τίωση της αντίθεσης (contrast stretching).

2 2 16 . 3  ∂ π ¢ ∏  ¶ ƒ∞ • ∂ ø ¡  ™ ∆ ∏ ¡  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ∆ ∏ ™  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏ ™  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

x5

x5

7 0 3 37 12 35
25 205 220 250 35
15 15 140 195 255
255 170 10 10 120
60 60 0 145 240

0 15 185 60
5 41 44 50 7
3 3 28 39 51
51 34 2 2 24
12 12 0 29 48

™¯‹Ì· 6.17

Βελτίωση της
αντίθεσης δια του
πολλαπλασιασµού
όλων των εικονο-
στοιχείων της
εικόνας εισόδου
µε την ίδια τιµή
(πράξη σηµείου)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.5

Σε εικόνα εισόδου µεγέθους 7 ×7 εικονοστοιχείων (Σχήµα 6.18), πρόκειται να εκτε-

λεστεί διαδικασία µέσης τιµής µε παράθυρο 3 ×3 και τιµές για τους συντελεστές α(i,j)

= 1/9. Να υπολογιστεί η εικόνα εξόδου. Σε ποια κατηγορία ανήκει η πράξη αυτή;
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Λύση

Για να υπολογίσουµε κάθε ένα εικονοστοιχείο της εικόνας εξόδου, λαµβάνουµε το

αντίστοιχο της εικόνας εισόδου καθώς και τους 8 γείτονές του, πολλαπλασιάζουµε µε

1/9 και αθροίζουµε τα γινόµενα. Η διαδικασία είναι ίδια µε αυτή που περιγράφεται

στο Σχήµα 6.15 για l = k = 3. Πρόκειται για τοπική πράξη στην ψηφιακή επεξεργα-

σία εικόνας. Η διαδικασία που περιγράψαµε είναι διαδικασία µέσης τιµής και εύκο-

λα µπορεί να ξεχωρίσει κανείς ότι η αρχική εικόνα (µαύρο τετράγωνο) έχει θολώσει.

255
255
255
255
255
255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255

255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
255
255
255
255
255
255

255
226
198
170
198
226
255

255
198
141
85

141
198
255

255
170
85
0
85

170
255

255
198
141
85

141
198
255

255
226
198
170
198
226
255

0
0
0

0
0
0

0
0
0

Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

™¯‹Ì· 6.18

Καθένα εικονο-
στοιχείο της εικό-
νας εξόδου (δεξιά)
υπολογίζεται από
τον µέσο όρο 9
εικονοστοιχείων
της εικόνας εισό-
δου (µέση τιµή)

6.3.2 ∫·ıÔÏÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜

Στις πράξεις αυτές, για να υπολογιστεί η τιµή ενός εικονοστοιχείου της εικόνας εξό-

δου χρησιµοποιούνται όλα τα εικονοστοιχεία της εικόνας εισόδου. Οι πράξεις αυτές

αποτελούν ουσιαστικά ειδική περίπτωση των τοπικών πράξεων όπου το µέγεθος l ×
k του παραθύρου γίνεται τόσο µεγάλο, όσο και η ίδια η εικόνα. Εδώ θα πρέπει να διευ-

κρινίσουµε ότι οι τιµές των εικονοστοιχείων της εικόνας εξόδου διαφοροποιούνται

µεταξύ τους από το γεγονός ότι, ανάλογα µε τη θέση (n1,n2) του εικονοστοιχείου, οι

συντελεστές a(i,j) της σχέσης (6.12) αλλάζουν. Καθολικές πράξεις στην ψηφιακή επε-

ξεργασία εικόνας είναι οι πράξεις των µετασχηµατισµών που θα δούµε στη συνέχεια. 

Το ολικό πλήθος των απαιτούµενων υπολογισµών για να υλοποιηθεί µία τοπική πράξη

εξαρτάται από το πλήθος των εικονοστοιχείων της εικόνας και από το µέγεθος της

γειτονιάς που χρησιµοποιείται. Για µία εικόνα µεγέθους M ×N εικονοστοιχείων και

µία γειτονιά k ×l εικονοστοιχείων, µε βάση τη σχέση (6.12), για το σχηµατισµό της
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εικόνας εξόδου απαιτούνται συνολικά Ν ×M ×k ×l πράξεις (πολλαπλασιασµοί και

προσθέσεις). Στην περίπτωση που η πράξη είναι καθολική και η εικόνα τετραγωνική

(N ×N), το πλήθος των απαιτούµενων υπολογισµών είναι της τάξης Ν4.

2 2 36 . 3  ∂ π ¢ ∏  ¶ ƒ∞ • ∂ ø ¡  ™ ∆ ∏ ¡  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ∆ ∏ ™  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏ ™  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Eικόνα εισόδου Eικόνα εξόδου

× 5

× 5

7 0 3 37 12 134 0 89 234 165
134
255
208
251

254
238
71

220

243
217
71
0

241
89

229
165

115

255
165

8951
24
48

750
39

2
29

44
28
2
0

41
3
34
12

5
3

51
12

Να εκτελεστεί µία µη γραµµική πράξη σηµείου στην εικόνα εισόδου του Παρα-

δείγµατος 6.4. Να προσέξετε ώστε οι τελικές τιµές να είναι στο όριο 0 ως 255. Για

το λόγο αυτό να γίνει η κατάλληλη κανονικοποίηση. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.3

Μία από τις σπουδαίες µη γραµµικές πράξεις σηµείου είναι η λογαρίθµιση (εδώ χρη-

σιµοποιούµε δεκαδικό λογάριθµο). Με τη βοήθεια του λογαρίθµου µπορούµε να

µεταβάλλουµε τη φωτεινότητα των εικονοστοιχείων ανισοµερώς. Στην εικόνα εισό-

δου που φαίνεται στο Σχήµα 6.19, πριν λογαριθµίσουµε την τιµή του κάθε εικονο-

στοιχείου, θα προσθέσουµε σε όλα τη µονάδα για να αποφύγουµε το λογάριθµο του

µηδενός. Μετά τη λογαρίθµιση θα πολλαπλασιάσουµε όλες τις τιµές που προκύ-

πτουν µε το 255/log 10(52), για να τις κανονικοποιήσουµε σε µέγιστη τιµή το 255.

Συνολικά θα εκτελέσουµε την πράξη:

log10(τιµή του εικονοστοιχείου + 1)*255/log10(52) 

όπου 52 είναι η µεγαλύτερη τιµή της εισόδου αυξηµένη κατά 1. 

Συγκρίνοντας το αποτέλεσµα (εικόνα εξόδου Σχήµα 6.19) µε αυτό του Παραδείγµατος

6.4, βλέπουµε ότι εδώ τα εικονοστοιχεία µικρής τιµής έχουν µεγαλώσει περισσότερο.

™¯‹Ì· 6.19

Αύξηση της φωτει-
νότητας δυσανά-
λογα µε την τιµή
των εικονοστοιχεί-
ων. Τα αµυδρά
εικονοστοιχεία
ενισχύονται περισ-
σότερο. 
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Όταν το µέγεθος του παραθύρου σε µία τοπική πράξη αυξάνει, παρουσιάζεται το

µειονέκτηµα ότι το πλήθος των απαιτούµενων πράξεων για τον υπολογισµό της εικό-

νας εξόδου αυξάνεται. Το πλεονέκτηµα έγκειται στο γεγονός ότι µε πιο µεγάλο παρά-

θυρο, κάθε εικονοστοιχείο της εικόνας εξόδου, περιέχει πληροφορία από ευρύτερη

περιοχή της εικόνας εισόδου.

6.3.3 °ÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜

Οι πράξεις αυτές αφορούν στο µετασχηµατισµό των συντεταγµένων της αρχικής εικό-

νας. Από τις κυριότερες γεωµετρικές πράξεις είναι η µετατόπιση (translation), η στρο-

φή (rotation) και ο καθρεπτισµός (mirroring). Οι πράξεις αυτές αποδίδουν συνήθως

εικόνα εξόδου ίδια σε διαστάσεις µε την εικόνα εισόδου (µετασχηµατισµός ένα προς

ένα). Υπάρχουν όµως και γεωµετρικές πράξεις που αποδίδουν εικόνες µεγαλύτερες

ή µικρότερες από την αρχική. Πρέπει να επισηµάνουµε ότι οι γεωµετρικοί µετασχη-

µατισµοί βρίσκουν εφαρµογή σε πληθώρα περιπτώσεων επεξεργασίας εικόνας. Έτσι,

για παράδειγµα, η στροφή είναι απαραίτητη για το ταίριασµα (matching) και σύγκρι-

ση εικόνων της ίδιας περιοχής που έχουν ληφθεί από διαφορετικές γωνίες. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 6.6

Να δοθεί η µαθηµατική έκφραση για µετασχηµατισµό στροφής µιας εικόνας κατά 90ο. 

Λύση

Θεωρούµε την εικόνα µεγέθους Ν ×Ν = 7 ×7 όπως φαίνεται στο Σχήµα 6.20. Στρο-

φή κατά 90ο σηµαίνει το εικονοστοιχείο µε συντεταγµένες (n1,n2) να πάει στη θέση

(N + 1–n2,n1). Εποµένως, πρέπει να γίνει ο µετασχηµατισµός 

T(n1,n2) = (N + 1–n2,n1) όπου Ν = 7

Οι πράξεις που απαιτούνται για να υπολογιστεί η εικόνα εξόδου, όταν η εικόνα εισό-

δου είναι 31 ×31 εικονοστοιχεία και η διαδικασία που θα εκτελεστεί περιλαµβάνει

τοπική πράξη µε παράθυρο 5×5, είναι συνολικά: (α) 961, (β) 24,025, (γ) 155, (δ) 775. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.2

Να αναφέρετε ένα πλεονέκτηµα και ένα µειονέκτηµα, που έχουµε, όταν το µέγε-

θος του παραθύρου σε µία τοπική πράξη µεγαλώνει. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.4
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∆εδοµένου ότι είναι δυνατό να έχουµε συµµετρία πολλών ειδών (γύρω από κατα-

κόρυφο, οριζόντιο ή διαγώνιο άξονα) θα αντιµετωπίσουµε εδώ µόνο την περίπτωση

συµµετρίας γύρω από κατακόρυφο άξονα. Έτσι, µε βάση το Σχήµα 6.21, για να

λάβουµε τη συµµετρική εικόνα γύρω από άξονα που ταυτίζεται µε τη µεσαία στήλη

των εικονοστοιχείων, θα πρέπει να ισχύει:

T(n1,n2) = (N–n1 + 1,n2)

2 2 56 . 3  ∂ π ¢ ∏  ¶ ƒ∞ • ∂ ø ¡  ™ ∆ ∏ ¡  ∂ ¶ ∂ • ∂ ƒ °∞ ™ π ∞  ∆ ∏ ™  æ ∏ º π ∞ ∫ ∏ ™  ∂ π ∫ √ ¡ ∞ ™

Να δοθεί µετασχηµατισµός µε τον οποίο λαµβάνουµε το συµµετρικό της προη-

γούµενης εικόνας. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.5

Ποιος από τους παρακάτω µετασχηµατισµούς δίνει µία εικόνα N ×N εικονοστοι-

χείων ανεστραµµένη;

T(n1,n2) = (n2,n1)

T(n1,n2) = (N–n2 + 1,n1)

T(n1,n2) = (n1,N–n2 + 1)

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 6.3

(2,1)

(7,1)

(2,1) (6,1)

™¯‹Ì· 6.20

Στροφή εικόνας
κατά 90°. 

™¯‹Ì· 6.21

∆ηµιουργία του
συµµετρικού 
εικόνας γύρω 
από κατακόρυφο
άξονα. 
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παράγραφο αυτή γνωρίσαµε τις στοιχειώδεις πράξεις που µπορούν να εκτε-

λεστούν πάνω σε µία εικόνα. Τις πράξεις αυτές τις ταξινοµήσαµε σε τοπικές, καθο-

λικές και γεωµετρικές. Σηµαντικό χαρακτηριστικό στην εκτέλεση των πράξεων

αποτελεί η γειτονιά των εικονοστοιχείων που χρησιµοποιούνται στην εικόνα εισό-

δου, για να υπολογιστεί ένα εικονοστοιχείο στην εικόνα εξόδου. Όταν η γειτονιά

αυτή (παράθυρο) εκφυλίζεται σ’ ένα σηµείο τότε έχουµε τις σηµειακές πράξεις,

ενώ όταν εκτείνεται σε ολόκληρη την εικόνα λαµβάνουµε τις καθολικές πράξεις.

Γνωρίσαµε επίσης τον τρόπο υπολογισµού του απαιτούµενου πλήθους πράξεων. 

6.4 ∆Ô Ê¿ÛÌ· ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜

Στο Κεφάλαιο 2 είδαµε ότι ο µετασχηµατισµός ενός σήµατος από το πεδίο του χρό-

νου στο πεδίο των συχνοτήτων προσφέρει σηµαντικές δυνατότητες για τη µελέτη

του σήµατος, αφού µπορούµε να το εξετάσουµε από µία άλλη σκοπιά. Επισηµάνα-

µε επίσης ότι τον διακριτό µετασχηµατισµό Fourier (DFT) τον υλοποιούµε γρήγο-

ρα µε τον αλγόριθµο FFT. Στα δισδιάστατα σήµατα, όπως είναι οι εικόνες, υπάρχει

ακριβώς η ίδια δυνατότητα µετασχηµατισµού. Φυσικά, αφού η εικόνα αποτελεί σήµα

που περιγράφει τον τρόπο µεταβολής της αµαύρωσης (ή του χρώµατος) στο χώρο

και όχι στο χρόνο, ο διακριτός µετασχηµατισµός Fourier θα µας µεταφέρει στην

περιοχή των χωρικών συχνοτήτων (διαστάσεις αντιστρόφου χώρου). Κατά τα άλλα,

ο δισδιάστατος διακριτός µετασχηµατισµός Fourier έχει όλες τις ιδιότητες του µονο-

διάστατου µετασχηµατισµού. Ο δισδιάστατος µετασχηµατισµός Fourier p(k1,k2), µιας

εικόνας q(n1,n2) µεγέθους Ν ×Ν εικονοστοιχείων, ορίζεται ως:

, (6.13)

ενώ ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι ο εξής:

(6.14)

Από την πρώτη σχέση γίνεται σαφές ότι σε µία εικόνα q µε Ν ×Ν = Ν2 εικονοστοι-
χεία, αντιστοιχεί ένα φάσµα p µε Ν ×Ν = Ν2 όρους, που στη γενική τους περίπτω-
ση είναι µιγαδικοί αριθµοί. Κάθε όρος p(k1,k2) απαιτεί για τον υπολογισµό του Ν2

πολλαπλασιασµούς και σχεδόν άλλες τόσες προσθέσεις. Εποµένως, για τον υπολο-
γισµό όλων των όρων του φάσµατος απαιτείται ένα πλήθος πράξεων της τάξης Ν4.
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Επειδή ο δισδιάστατος DFT είναι διαχωρίσιµη διαδικασία, το πλήθος των πράξεων
είναι της τάξης του Ν3. Η διαχωρισιµότητα της σχέσης (6.13) απορρέει από το γεγο-
νός ότι µπορεί να γραφεί και ως 

(6.15)

που σηµαίνει ότι µπορούµε να υπολογίσουµε πρώτα το εσωτερικό άθροισµα της σχέ-
σης. Η πράξη αυτή ισοδυναµεί µε το να υπολογίσουµε τον DFT κάθε µιας γραµµής
της εικόνας και στο αποτέλεσµα που προκύπτει να υπολογίσουµε τον DFT της κάθε
στήλης. Η χρησιµοποίηση του FFT θα µειώσει τις απαιτούµενες πράξεις για τον υπο-
λογισµό του φάσµατος σε πλήθος της τάξης του 2Ν2 log2N. 

∆εδοµένου ότι οι όροι p(k1,k2) του φάσµατος είναι µιγαδικοί αριθµοί, για να µελε-
τήσουµε το φάσµα µιας εικόνας, συνήθως µελετούµε το µέτρο των χωρικών συνι-
στωσών και τη φάση τους ξεχωριστά. 

Στο Σχήµα 6.22 φαίνεται το µέτρο και η φάση του φάσµατος φυσικών εικόνων.
Συγκρίνοντας το µέτρο των δύο εικόνων µπορούµε να πούµε ότι παρουσιάζει τις
περισσότερες αρµονικές στις χαµηλές χωρικές συχνότητες (κέντρο των εικόνων του
µέτρου). Αντίθετα, οι εικόνες της φάσης παρουσιάζουν έντονη τυχαιότητα και δεν
είναι δυνατό να συγκριθούν.
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™¯‹Ì· 6.22

Το µέτρο και η
φάση του φάσµα-
τος δύο φυσικών
εικόνων.

α β γ

Eικόνα Mέτρο φάσµατος Φάση φάσµατος

δ ε στ
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Στο Σχήµα 6.23 παρουσιάζονται τέσσερις γεωµετρικές εικόνες και το µέτρο των αντί-

στοιχων φασµάτων. Από τις φασµατικές εικόνες παρατηρούµε ότι το φάσµα έχει έντο-

νο αρµονικό περιεχόµενο σε διευθύνσεις όπου στην αντίστοιχη εικόνα υπάρχει από-

τοµη µεταβολή της αµαύρωσης. Έτσι, στην περίπτωση του τετραγώνου έντονο αρµο-

νικό περιεχόµενο παρουσιάζεται σε διευθύνσεις κάθετες στις πλευρές του. Το ίδιο

ακριβώς συµβαίνει στο τρίγωνο, ενώ στον κύκλο έχουµε αρµονικό περιεχόµενο προς

όλες τις κατευθύνσεις αφού η απότοµη µεταβολή της αµαύρωσης συµβαίνει κυκλι-

κά κατά µήκος της περιφέρειάς του. Τέλος, στο σχήµα µε τις οριζόντιες γραµµές έχου-

µε µεταβολή της αµαύρωσης και µάλιστα περιοδική µόνο κατά την κατακόρυφη διεύ-

θυνση. Το αντίστοιχο φάσµα είναι γραµµικό κατά τη διεύθυνση αυτή.

α β γ δ

ε στ ζ η

Eικόνα

Mέτρο 

φάσµατος

™¯‹Ì· 6.23

Στην πρώτη σειρά
παρουσιάζονται
γεωµετρικά σχή-

µατα, ενώ στην
δεύτερη σειρά το
µέτρο των αντί-
στοιχων φασµά-
των. Τα φάσµατα

έχουν έντονο
αρµονικό περιεχό-

µενο σε διευθύν-
σεις όπου στην

αντίστοιχη εικόνα
υπάρχει απότοµη

µεταβολή της
αµαύρωσης.

Τέλος, πρέπει να επισηµάνουµε τη σηµασία που έχει η φάση για την εικόνα. Στο

Σχήµα 6.24 παρουσιάζονται το µέτρο και η φάση του φάσµατος για το ίδιο σχήµα

(ένα τετράγωνο) που είναι τοποθετηµένο σε δύο διαφορετικές θέσεις της εικόνας.

Το µέτρο του φάσµατος και για τις δύο εικόνες είναι το ίδιο, ενώ η φάση είναι δια-

φορετική. Το γεγονός αυτό αποτελεί ένδειξη ότι η φάση περιέχει σηµαντική πληρο-

φορία για τη θέση ενός σχήµατος µέσα στην εικόνα. Επίσης πρέπει να σηµειωθεί ότι

η εικόνα κρατά τα γενικά της χαρακτηριστικά αν το µέτρο του φάσµατος µεταβλη-

θεί, αλλά η φάση διατηρηθεί αναλλοίωτη. Έτσι η ανασύνθεση εικόνας, χρησιµο-

ποιώντας την πληροφορία της φάσης του φάσµατός της και µέτρο από φάσµα οποι-

ασδήποτε φυσικής σκηνής, δίνει ικανοποιητική αναπαράσταση της εικόνας όπως

φαίνεται στο Σχήµα 6.25. Συµπερασµατικά, θα πρέπει να τονίσουµε ότι στην ψηφια-

κή επεξεργασία εικόνας µε διάφορα γραµµικά φίλτρα, αυτά θα πρέπει να µην επη-

ρεάζουν τη φασική σχέση των χωρικών αρµονικών της εικόνας. Τέτοια φίλτρα είναι

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 228



τα δισδιάστατα FIR, που θα παρουσιάσουµε στο επόµενο κεφάλαιο. Τα FIR φίλτρα

ως γνωστό (Κεφάλαιο 4) είναι δυνατό να δώσουν γραµµική απόκριση φάσης µε απο-

τέλεσµα να διατηρούν τη φασική σχέση των αρµονικών του σήµατος και εποµένως,

τη µορφή του.

2 2 96 . 4  ∆√ º∞™ª∞ ∆∏™ ∂π∫√¡∞™

™¯‹Ì· 6.24

Η πληροφορία για
τη θέση του τετρα-
γώνου βρίσκεται
στη φάση του
φάσµατος της εικό-
νας αφού αυτή δια-
φοροποιείται, και
όχι στο µέτρο που
παραµένει το ίδιο. 

α β γ

δ ε στ

™¯‹Ì· 6.25

Η φάση του
φάσµατος µιας
εικόνας είναι
καθοριστική στην
ανασύνθεση της
εικόνας. Το µέτρο
του φάσµατος παί-
ζει δευτερεύοντα
ρόλο. 

MέτροN
φάσµατοςN
φωτογράφου

ΦάσηN
φάσµατοςN
προσώπου

+
Aντίστροφος DFTN
δύο διαστάσεων

MέτροN
φάσµατοςN
προσώπου

ΦάσηN
φάσµατοςN
φωτογράφου

+
Aντίστροφος DFTN
δύο διαστάσεων

Eικόνα Mέτρο φάσµατος Φάση φάσµατος
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Εκτός από το δισδιάστατο µετασχηµατισµό Fourier, στην επεξεργασία της ψηφια-

κής εικόνας χρησιµοποιούνται και πλήθος άλλων µετασχηµατισµών µε ενδιαφέ-

ρουσες ιδιότητες. Ο σηµαντικότερος εξ αυτών είναι ο δισδιάστατος µετασχηµατι-

σµός συνηµιτόνου (Discreet Cosine Transform – DCT). Οι πολύ καλές ιδιότητες του

DCT τον καθιστούν πολύ χρήσιµο σε διαδικασίες συµπίεσης εικόνας. Αυτό οφείλε-

ται στο γεγονός ότι παρουσιάζει συγκέντρωση της ενέργειας του σήµατος σε λίγους

µόνο συντελεστές στον µετασχηµατισµένο χώρο (µε προϋποθέσεις φυσικά). Ο DCT

µπορεί να υλοποιηθεί ταχύτατα µέσω του FFT, ή και απευθείας µε τεχνικές αποδε-

κατισµού (decimation) ανάλογες εκείνων του FFT που γνωρίσαµε στο Κεφάλαιο 2.

Να σχεδιάσετε κατά προσέγγιση τη µορφή του µέτρου του φάσµατος κανονικού

πολυγώνου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 6.6

Εδώ θα θεωρήσουµε ένα κανονικό εξάγωνο όπως φαίνεται στην εικόνα του Σχήµα-

τος 6.26. Περιµένουµε το µέτρο του φάσµατος να έχει πλούσιο αρµονικό περιεχό-

µενο σε κατευθύνσεις κάθετες στις πλευρές του, δεδοµένου ότι εκεί παρατηρούµε

απότοµη µεταβολή της αµαύρωσης. 

™¯‹Ì· 6.26

Το φάσµα της
εικόνας του εξα-
γώνου θα είναι

πλούσιο σε αρµο-
νικές συνιστώσες
σε κατευθύνσεις

κάθετες στις πλευ-
ρές του. 

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παράγραφο αυτή µελετήσαµε ποιοτικά το φάσµα της ψηφιακής εικόνας. Αφού

έγινε εισαγωγή στο δισδιάστατο διακριτό µετασχηµατισµό Fourier, στη συνέχεια είδα-

µε τα χαρακτηριστικά του µέτρου και της φάσης διαφόρων εικόνων και συζητήσαµε

τη σπουδαιότητα της φάσης στη µορφή και τη θέση του περιεχόµενου της εικόνας. 
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™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό γνωρίσαµε τα απλά δισδιάστατα ψηφιακά σήµατα και είδαµε ότι

η ψηφιακή εικόνα αποτελεί ένα τέτοιο σήµα. Γνωρίσαµε επίσης, απλά στοιχεία από

την ψηφιακή εικόνα, όπως είναι η γεωµετρία της και οι διαδικασίες που µπορούν να

εκτελεστούν πάνω σε αυτή. Γνωρίσαµε τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά της

ανθρώπινης όρασης. Ταξινοµήσαµε τα είδη των πράξεων που µπορούν να εκτελε-

στούν στην ψηφιακή εικόνα. Τέλος, µελετήσαµε τα χαρακτηριστικά του φάσµατος

της εικόνας, όπως αυτά εµφανίζονται τόσο στο µέτρο του, όσο και στη φάση του. 
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∞fi‰ÔÛË ·ÁÁÏÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙËÓ ÂÏÏËÓÈÎ‹

Brightness Λαµπρότητα

Geometrical operation Γεωµετρική πράξη

Global operation Καθολική πράξη

Hue Απόχρωση

Image compression Συµπίεση εικόνας

Image acquisition Απόκτηση εικόνας

Image restoration Αποκατάσταση της εικόνας

Local operation Τοπική πράξη

Luminance Φωτεινότητα

Matching Ταίριασµα

Mirroring Καθρεπτισµός

MTF Συνάρτηση Μεταφοράς ∆ιαµόρφωσης

Picture element ή pixel εικονοστοιχείο

Pixels per inch Εικονοστοιχεία ανά ίντσα

Point operation Πράξη σηµείου

Retina Αµφιβληστροειδής

RGB ή Red–Green–Blue Κόκκινο–Πράσινο–Μπλε

Rotation Στροφή

Saturation Κορεσµός

Scanner Σαρωτής εικόνας

Translation Μεταφορά ή µετατόπιση
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¢ÈÛ‰È¿ÛÙ·Ù· „ËÊÈ·Î¿ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

™ÎÔfi˜

Στο κεφάλαιο αυτό θα γνωρίσουµε τα δισδιάστατα ψηφιακά φίλτρα

(Two–dimensional digital filters) και τις ιδιότητές τους. Η µετάβαση από τα µονο-

διάστατα στα δισδιάστατα φίλτρα δεν είναι πολύ εύκολη, παρότι οι έννοιες είναι σε

γενικές γραµµές οι ίδιες. Ο κυριότερος λόγος είναι ότι οι δισδιάστατες συναρτήσεις,

όπως η δισδιάστατη κρουστική απόκριση και η δισδιάστατη απόκριση συχνότητας,

είναι δυσκολότερες στη µαθηµατική τους επεξεργασία από τις αντίστοιχες µονοδιά-

στατες. Σκοπός του κεφαλαίου είναι να γνωρίσουµε τα κύρια χαρακτηριστικά των

δισδιάστατων φίλτρων που έχουν µεγάλη σηµασία στην ψηφιακή επεξεργασία της

εικόνας. Έτσι, θα γνωρίσουµε κυρίως τα δισδιάστατα FIR φίλτρα και τις εφαρµο-

γές τους. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Όταν ολοκληρώσετε τη µελέτη του κεφαλαίου αυτού θα είστε σε θέση να:

• Σχεδιάζετε τη µορφή δισδιάστατου σήµατος ή την κρουστική απόκριση δισδιά-

στατου φίλτρου

• Υλοποιείτε δισδιάστατη συνέλιξη µε σκοπό να υπολογίσετε την έξοδο δισδιάστα-

του ψηφιακού φίλτρου

• Αναγνωρίζετε αν ένα δισδιάστατο φίλτρο µπορεί να υλοποιηθεί ως συνδυασµός

δύο µονοδιάστατων φίλτρων (διαχωρισιµότητα)

• Σχεδιάζετε ένα απλό δισδιάστατο FIR φίλτρο

• ∆είχνετε αν ένα δισδιάστατο φίλτρο έχει απόκριση µηδενικής φάσης (zero phase

response)

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• Αµεταβλητότητα στην ολίσθηση ή µετατόπιση

• Αρχή της υπέρθεσης

• Ανιχνευτές ακµών

• Αντίστροφα προβλήµατα

7∫ ∂ º∞§∞π√

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 233



2 3 4 K E º A § A I O  7 :  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆∞  æ ∏ º π ∞ ∫ ∞  ° ƒ∞ ª ª π ∫ ∞  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞

• Γραµµικά συστήµατα

• ∆ιακριτές χωρικές µεταβλητές

• ∆ιαχωρίσιµες συναρτήσεις

• ∆ιαχωρίσιµα φίλτρα

• ∆ισδιάστατα FIR φίλτρα

• ∆ισδιάστατη απόκριση συχνότητας 

• ∆ισδιάστατη συνέλιξη

• Ευσταθή δισδιάστατα φίλτρα

• Μέθοδος των παραθύρων 

• Μηδενική απόκριση φάσης

• Παράλληλη σύνδεση

• Περιοδική απόκριση συχνότητας 

• Συµµετρική κρουστική απόκριση 

• Σύνδεση σε σειρά

• Φίλτρο µέσης τιµής

EÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στο Κεφάλαιο 6 γνωρίσαµε τα βασικά χαρακτηριστικά της ψηφιακής εικόνας και τον

τρόπο µε τον οποίο την αντιλαµβάνεται και µπορεί να την επεξεργαστεί ο άνθρωπος.

∆εδοµένου ότι η ψηφιακή εικόνα είναι ένα δισδιάστατο σήµα που εκφράζει τις µετα-

βολές της αµαύρωσης στο επίπεδο (x,y), η επεξεργασία της µπορεί να γίνει µε τα δισ-

διάστατα ψηφιακά φίλτρα. Τα φίλτρα αυτά χαρακτηρίζονται από την κρουστική τους

απόκριση. Η κρουστική απόκριση είναι δισδιάστατη διακριτή συνάρτηση και οι ιδιό-

τητές της επηρεάζουν και καθορίζουν το σήµα εξόδου από το δισδιάστατο φίλτρο.

Επειδή η εικόνα είναι πολύ ευαίσθητη στην αλλαγή της φασικής σχέσης µεταξύ των

αρµονικών της, θα πρέπει κατά την ψηφιακή της επεξεργασία, το δισδιάστατο φίλ-

τρο να µην αλλάζει τη σχέση αυτή. Τέτοια φίλτρα έχουν συµµετρική κρουστική από-

κριση και καλούνται φίλτρα µηδενικής φάσης. Στο κεφάλαιο αυτό θα γνωρίσουµε τον

τρόπο σχεδίασης απλών δισδιάστατων FIR φίλτρων που έχουν τις παραπάνω ιδιό-

τητες. Το κεφάλαιο θα το ολοκληρώσουµε κάνοντας απλή αναφορά σε βασικές εφαρ-

µογές των δισδιάστατων FIR φίλτρων στην ψηφιακή επεξεργασία της εικόνας. Σε όλη
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την έκταση του κεφαλαίου οι έννοιες ψηφιακά φίλτρα και ψηφιακά συστήµατα εναλ-

λάσσονται. Απαραίτητη γνώση για το κεφάλαιο αυτό αποτελεί η ύλη των Kεφαλαίων

3, 4 και 6 του βιβλίου. Περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης µπορεί να βρει στις

αναφορές της ελληνικής και της ξενόγλωσσης βιβλιογραφίας. 

Το κεφάλαιο αυτό περιλαµβάνει τις ακόλουθες ενότητες:

7.1. ∆ισδιάστατη συνέλιξη.

7.2. Χαρακτηριστικά των δισδιάστατων ψηφιακών συστηµάτων.

7.3. Απόκριση στη συχνότητα των δισδιάστατων ψηφιακών συστηµάτων.

7.4. Σχεδίαση των δισδιάστατων ψηφιακών φίλτρων.

2 3 5E π ™ ∞ ° ø ° π ∫ ∂ ™  ¶ ∞ ƒ∞∆ ∏ ƒ ∏ ™ ∂ π ™
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7.1 ¢ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙË Û˘Ó¤ÏÈÍË

Ένα γραµµικό ψηφιακό σύστηµα ουσιαστικά µετασχηµατίζει ένα ψηφιακό σήµα x(n)

σε ένα νέο y(n) (Σχήµα 7.1α). Η πράξη που εκτελεί είναι η συνέλιξη της κρουστικής

απόκρισης h(n) που χαρακτηρίζει το σύστηµα µε το σήµα εισόδου x(n): 

(7.1)

Με τον ίδιο τρόπο ένα δισδιάστατο ψηφιακό σήµα x(n1,n2) µετασχηµατίζεται από

ένα δισδιάστατο γραµµικό ψηφιακό σύστηµα σε ένα νέο δισδιάστατο ψηφιακό σήµα

y(n1,n2) όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 7.1β. Και εδώ η πράξη που εκτελεί το δισ-

διάστατο γραµµικό σύστηµα είναι η συνέλιξη του σήµατος εισόδου x(n1,n2) µε τη

δισδιάστατη κρουστική του απόκριση h(n1,n2):

(7.2)

  

y n n x n n h n n x n r n r h r r
r r

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

= ∗∗ = − −
=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑

  
y n x n h n x n r h r

r

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ∗ = −
=−∞

∞

∑

x(n) x(n1,n2) y(n1,n2)y(n)
h(n) h(n1,n2)

(α) (β)

™¯‹Ì· 7.1

Σχηµατική παρά-
σταση α) Μονο-

διάστατου ψηφια-
κού συστήµατος β)

∆ισδιάστατου
ψηφιακού συστή-

µατος. 

Στα µονοδιάστατα ψηφιακά φίλτρα η διακριτή µεταβλητή n αντιστοιχούσε κυρίως

στο χρόνο, αφού τα µονοδιάστατα ψηφιακά σήµατα είναι συνήθως σήµατα χρόνου.

Αντίθετα, στα δισδιάστατα ψηφιακά φίλτρα οι ανεξάρτητες µεταβλητές n1 και n2

είναι συνήθως διακριτές χωρικές µεταβλητές που αντιστοιχούν στις διευθύνσεις x

και y. Ο κυριότερος λόγος για την επιλογή αυτή είναι ότι οι ψηφιακές εικόνες θεω-

ρούνται δισδιάστατα διακριτά σήµατα στο επίπεδο (x,y). 

Η σχέση (7.2) που µας περιγράφει τη δισδιάστατη συνέλιξη αποτελεί τη σχέση εισό-

δου–εξόδου του γραµµικού ψηφιακού συστήµατος, αφού συνδέει τα δείγµατα της

εισόδου x(n) µε αυτά της εξόδου y(n). Η δισδιάστατη συνέλιξη είναι άµεσα συνδε-

δεµένη µε την ιδιότητα της γραµµικότητας και αυτή της αµεταβλητότητας στο χρόνο.

Στην συνέχεια θα εξηγήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο οι δύο αυτές ιδιότητες µας

οδηγούν στη δισδιάστατη συνέλιξη. 
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7.1.1 °Ú·ÌÌÈÎfiÙËÙ·

Χρησιµοποιώντας τις πράξεις της πρόσθεσης, του πολλαπλασιασµού µε σταθερά και

της ολίσθησης, είναι δυνατό να εκφράσουµε κάθε δισδιάστατο σήµα x(n1,n2) ως

γραµµικό συνδυασµό ολισθηµένων δισδιάστατων µοναδιαίων κρουστικών δ(n1,n2):

(7.3)

Στην τελευταία σχέση η δ(n1–l1,n2–l2) είναι η δισδιάστατη µοναδιαία κρουστική µετα-

τοπισµένη στη θέση n1 = l1 και n2 = l2 και οι τιµές x(l1,l2) µπορούν να θεωρηθούν ως

οι αντίστοιχοι πολλαπλασιαστές. 

Όπως ήδη αναπτύξαµε στο Κεφάλαιο 3, για τα γραµµικά συστήµατα (linear systems)

ισχύει η αρχή της υπέρθεσης. Αυτό σηµαίνει, ότι αν θέλουµε να υπολογίσουµε την

απόκριση του γραµµικού συστήµατος σε ένα σύνθετο σήµα που αποτελείται από το

γραµµικό συνδυασµό επιµέρους απλών σηµάτων, αρκεί να λάβουµε τον αντίστοιχο

γραµµικό συνδυασµό των αποκρίσεων του συστήµατος στα απλά αυτά σήµατα. Έτσι,

αν η συµπεριφορά του συστήµατος συµβολιστεί µε L(.) και το σήµα εισόδου σε αυτό

είναι το σήµα της σχέσης (7.3) τότε η έξοδος είναι: 

(7.4)

Για ένα γραµµικό σύστηµα, η (7.4) µπορεί να ξαναγραφεί ως 

(7.5)

όπου είναι η απόκριση του συστήµατος στη δισδιάστατη κρουστική που βρί-

σκεται στη θέση (l1,l2). 

7.1.2 ∞ÌÂÙ·‚ÏËÙfiÙËÙ· ÛÙËÓ ÔÏ›ÛıËÛË

Ένα φίλτρο καλείται αµετάβλητο στην ολίσθηση (shift invariant) αν συγκεκριµένη

µετατόπιση του σήµατος εισόδου προκαλεί την ίδια µετατόπιση στο σήµα της εξό-

δου. Έτσι, αν 

(7.6)  y n n T x n n( , ) [ ( , )]1 2 1 2=

  hl l1 2,

  

y n n x l l L n l n l

x l l h n n

l l

l

l l

l

( , ) ( , ) [ ( , )]

( , ) ( , ),

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2

1

1 2

2

= − −

=

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑

∑ ∑

δ

               

  

y n n L x l l n l n l
l l

( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

= − −
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑ δ

  

x n n x l l n l n l
l l

( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

= − −
=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑ δ
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για αµετάβλητο στην ολίσθηση φίλτρο ισχύει

(7.7)

Η αµεταβλητότητα στην ολίσθηση και η γραµµικότητα ενός φίλτρου είναι ιδιότητες

ανεξάρτητες µεταξύ τους. 

∆εδοµένου ότι η αµεταβλητότητα στην ολίσθηση συνεπάγεται

, για ένα γραµµικό φίλτρο που έχει και τις δύο ιδιότη-

τες η σχέση (7.5) γράφεται ως

(7.8)

Η σχέση (7.8) περιγράφει τη δισδιάστατη συνέλιξη (two–dimensional convolution).

Καθορίζει ότι το σήµα εξόδου y(n1,n2) µπορεί να βρεθεί, αν η κρουστική απόκριση

h(n1,n2) του δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου µετατοπιστεί κατάλληλα h(n1–l1,n2–l2)

και πολλαπλασιαστεί κάθε φορά µε το αντίστοιχο δείγµα του σήµατος x(l1,l2). Στο

τέλος αθροίζουµε όλα τα γινόµενα για να λάβουµε το y(n1,n2). Η σχέση (7.8) µπορεί

ισοδύναµα να γραφεί και ως 

(7.9)

Η δισδιάστατη συνέλιξη θα συµβολίζεται στο εξής µε διπλό ∗: 

ή (7.10)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.1

Η κρουστική απόκριση h(n1,n2) δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου έχει όπως φαίνε-

ται στο Σχήµα 7.2α, µε όλους τους συντελεστές ίσους µε 1/3. Να βρεθεί το σήµα

εξόδου y(n1,n2) αν για το σήµα εισόδου x(n1,n2) έχουµε x(0,0) = x(1,0) = x(0,1) =

x(1,1) = 1 και 0 σε όλες τις άλλες θέσεις (n1,n2) (Σχήµα 7.2β).

 y h x= ∗∗ y x h= ∗∗

  

y n n h l l x n l n l
l l

( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

= − −
=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑

  

y n n x l l h n l n l
l l

( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

= − −
=−∞

∞

=−∞

∞

∑ ∑

  h n n h n l n ll l1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , )= − −

  T x n l n l y n l n l[ ( , )] ( , )1 1 2 2 1 1 2 2− − = − −

(α) (β)

h(n1,n2) x(n1,n2)
n2 n2

n1n1

™¯‹Ì· 7.2

α) Η κρουστική
απόκριση h(n1,n2)
του φίλτρου του
Παραδείγµατος

7.1 και β) το σήµα
εισόδου x(n1,n2).
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Λύση

Για να υπολογίσουµε το σήµα εξόδου θα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (7.8). Σύµ-

φωνα µε αυτή, η έξοδος µπορεί να σχηµατιστεί αν λάβουµε αντίγραφα της h(l1,l2)

µετατοπισµένα κατάλληλα σε θέσεις (n1,n2) όπου υπάρχουν κοινές θέσεις µε τους

όρους του σήµατος εισόδου x(l1,l2). Το άθροισµα των γινοµένων των όρων µε τις

κοινές θέσεις θα δώσει τους όρους της σήµατος εξόδου y(n1,n2). Η διαδικασία παρου-

σιάζεται στο Σχήµα 7.3.

2 3 97 . 1  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ∏  ™ À ¡ ∂ § π • ∏

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)l2

l2 l2 l2

l2
n2

l2

l2 l2

l1 l1 l1

l1 l1 l1

l1 l1
n1

1
1

1
1

1

3
2

2

h(–l1,–l2)

h(–l1,1–l2)

h(–l1,2–l2) h(1–l1,2–l2)

h(1–l1,1–l2) h(2–l1,1–l2)

h(1–l1,–l2) h(2–l1,–l2)

y(0,0)=1/3

y(0,1)=2/3

y(0,2)=1/3 y(1,2)=1/3

3y(n1,n2)

y(2,1)=1/3y(1,1)=1

y(1,0)=2/3 y(2,0)=1/3

™¯‹Ì· 7.3

Υπολογισµός της
εξόδου y(n1,n2) µε
υλοποίηση της
συνέλιξης που
περιγράφεται από
τη σχέση (7.8).
Μόνο το γινόµενο
των όρων x(l1,l2)
και h(l1,l2) που
συµπίπτουν και
είναι σηµειωµένοι
µε κύκλο, συνει-
σφέρουν στον τελι-
κό σχηµατισµό της
y(n1,n2).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.2

Ψηφιακό φίλτρο δύο διαστάσεων έχει κρουστική απόκριση h(n1,n2) τέτοια, ώστε

h(0,0) = 0,5, h(1,0) = h(–1,0) = h(0,1) = h(0,–1) = 0,125 και 0 οπουδήποτε αλλού.

Να σχεδιαστεί η κρουστική απόκριση και να βρεθεί το σήµα εξόδου y(n1,n2) αν το

σήµα εισόδου x(n1,n2) είναι x(0,0) = 1, x(–1,0) = x(1,0) = 0,5.

Λύση

Η κρουστική απόκριση h(n1,n2) του φίλτρου αλλά και το σήµα εισόδου x(n1,n2) δίνο-

νται στο Σχήµα 7.4. Για να υπολογίσουµε το σήµα εξόδου y(n1,n2) θα χρησιµοποιή-

σουµε τη σχέση (7.8). Σύµφωνα µε αυτή η έξοδος y(n1,n2) µπορεί να σχηµατιστεί αν
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λάβουµε αντίγραφα της h(n1,n2) σε θέσεις (n1,n2) όπου το σήµα εισόδου x(n1,n2) είναι

µη µηδενικό. Τα αντίγραφα αυτά θα πολλαπλασιαστούν µε την αντίστοιχη τιµή του

σήµατος και τα αποτελέσµατα θα προστεθούν. Η διαδικασία παρουσιάζεται στο

Σχήµα 7.5.

h(n1,n2) x(n1,n2)
n2 n2

n1 n1

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2) x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2)

x(l1,l2)

l2

l2

l2

l2

l2

l2

l2

l2

l1

l1

l1

l1

l1

l1

l1

l1

h(–1–l1,–1–l2)

h(2–l1,–l2)h(1–l1,–l2)

h(1–l1,–1–l2)

h(–1–l1,–l2)

h(–l1,–1–l2)

h(–l1,–l2)

y(–1,–1)=0,0625

y(1,–1)=0,0625

y(–1,0)=0,375

y(1,0)=0,375 y(2 ,0)=0,375

y(0,0)=0,625

y(–2,0)=0,0625

y(0,–1)=0,125

h(–2–l1,–l2)

™¯‹Ì· 7.4

Η κρουστική από-
κριση h(n1,n2) του
φίλτρου του παρα-
δείγµατος 7.2 και
το σήµα εισόδου

x(n1,n2)
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™¯‹Ì· 7.5

Υπολογισµός της
εξόδου y(n1,n2) µε
υλοποίηση της
συνέλιξης που
περιγράφεται από
τη σχέση (7.8). 

2 4 17 . 1  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ∏  ™ À ¡ ∂ § π • ∏

x(l1,l2)

x(l1,l2)
x(l1,l2)

y(1,1)=0,0625

h(1–l1,1–l2)
l2

l2 l2

l1

l1 l1

16y(n1,n2)
10

6
6

1
1 2

2
1

1

1
1

n1

n2

h(–1–l1,1–l2) h(–l1,1–l2)

y(–1,1)=0,0625 y(0,1)=0,125

Να σχεδιάσετε την κρουστική απόκριση δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου όταν

αυτή έχει τρεις όρους και είναι συµµετρική γύρω από τη θέση (n1,n2) = (0,0). 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 7.1

Θέλουµε να υπολογίσουµε την έξοδο y(n1,n2) δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου µε

κρουστική απόκριση h(n1,n2) τέτοια, ώστε h(0,0) = 0,5, h(0,1) = h(0,–1) = 0,25 και

0 οπουδήποτε αλλού. Σύµφωνα µε τη σχέση (7.9) το σήµα εισόδου που φαίνεται

στο Σχήµα 7.7 πρέπει να υποστεί 5, 10, 15 ή 20 µετατοπίσεις πριν από την τελική

άθροιση των γινοµένων;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.1

Η κρουστική απόκριση θα είναι συµµετρική µε τον έναν όρο να βρίσκεται στη θέση

(n1,n2) = (0,0) και τους άλλους δύο εκατέρωθεν αυτού και ίσους µεταξύ τους. Με

τρεις µόνο όρους η συµµετρική κρουστική απόκριση µπορεί να έχει διάφορες µορ-

φές (συνολικά 4). Μία από αυτές δίνεται στο Σχήµα 7.6.

h(n1,n2)
n2

n1

™¯‹Ì· 7.6

Συµµετρική δισ-
διάστατη κρουστι-
κή απόκριση µε
τρεις όρους. 
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™¯‹Ì· 7.7

Το σήµα εισόδου
x(n1,n2) για την

Άσκηση Αυτοαξιο-
λόγησης 7.1.

x(n1,n2)
n2

n1

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή γνωρίσαµε τα γραµµικά, αµετάβλητα στην ολίσθηση δισδιά-

στατα ψηφιακά φίλτρα. Ο τρόπος δράσης των φίλτρων αυτών καθορίζεται από τη

δισδιάστατη κρουστική τους απόκριση. Πιο συγκεκριµένα, το σήµα εξόδου υπο-

λογίζεται ως η δισδιάστατη συνέλιξη της κρουστικής απόκρισης και του σήµατος

εισόδου. Η δισδιάστατη συνέλιξη είναι αποτέλεσµα της γραµµικότητας και της αµε-

ταβλητότητας των φίλτρων στην ολίσθηση.

7.2 Ã·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

7.2.1 ∆ÚfiÔÈ Û‡Ó‰ÂÛË˜ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Η πράξη της δισδιάστατης συνέλιξης έχει σηµαντικές ιδιότητες οι οποίες είναι χρή-

σιµες στην ανάλυση των δισδιάστατων, γραµµικών αµετάβλητων στην ολίσθηση

συστηµάτων. Έτσι, αν δύο συστήµατα µε κρουστικές αποκρίσεις h(n1,n2) και g(n1,n2)

είναι συνδεδεµένα σε σειρά (cascade), όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.8, τότε η τελική

έξοδος y(n1,n2) µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας το σήµα εισόδου x(n1,n2),

το ενδιάµεσο σήµα w(n1,n2) και το γεγονός ότι κάθε ένα φίλτρο υλοποιεί δισδιάστατη

συνέλιξη:

(7.11)

∆εδοµένου ότι για τη δισδιάστατη συνέλιξη ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα, η

σχέση (7.11) µπορεί να γραφεί 

(7.12)

Από τη σχέση 7.12 προκύπτει ότι τα δύο σε σειρά φίλτρα ισοδυναµούν µε ένα τρίτο

που έχει κρουστική απόκριση αυτή που προκύπτει από τη συνέλιξη των επιµέρους

  y x h g x h= ∗∗ ∗∗ = ∗∗( ) ισοδ

  

w x h

y w g x h g

= ∗∗
= ∗∗ = ∗∗ ∗∗( )
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κρουστικών αποκρίσεων. Επίσης, δεδοµένου ότι για τη δισδιάστατη συνέλιξη ισχύ-

ει η αντιµεταθετική ιδιότητα

,

η συνολική συµπεριφορά του δισδιάστατου φίλτρου δεν αλλάζει αν εφαρµοστεί στο

σήµα x(n1,n2) πρώτα το φίλτρο g και µετά το h.

 h g g h∗∗ = ∗∗

2 4 37 . 2  Ã ∞ ƒ∞ ∫ ∆ ∏ ƒ π ™ ∆ π ∫ ∞  ∆ ø ¡  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆ ø ¡

x(n1,n2) h(n1,n2) g(n1,n2)
w(n1,n2) y(n1,n2)

x(n1,n2) y(n1,n2)

h(n1,n2)
p1(n1,n2)

p2(n1,n2)g(n1,n2)

™¯‹Ì· 7.8

∆ισδιάστατα γραµ-
µικά φίλτρα συνδε-
δεµένα σε σειρά. Η
κρουστική απόκρι-
ση του συνδυασµού
προκύπτει από τη
δισδιάστατη συνέ-
λιξη h**g. Η αλλα-
γή της σειράς των
δύο φίλτρων δίνει
θεωρητικά το ίδιο
πάντα αποτέλεσµα. 

™¯‹Ì· 7.9

Το παράλληλο
σύστηµα, δισδιά-
στατων, γραµµι-
κών και αµετά-
βλητων στην ολί-
σθηση ψηφιακών
φίλτρων ισοδυνα-
µεί µε φίλτρο που
έχει κρουστική
απόκριση
hισοδ(n1,n2) =
h(n1,n2) +
g(n1,n2).

Στην περίπτωση που έχουµε παράλληλη συνδεσµολογία δύο δισδιάστατων, γραµµι-

κών αµετάβλητων στην ολίσθηση ψηφιακών φίλτρων, όπως στο Σχήµα 7.9, η έξο-

δος y(n1,n2) δίνεται ως

(7.13)

Η σχέση (7.13) δηλώνει ότι, αν δύο δισδιάστατα, γραµµικά και αµετάβλητα στην

ολίσθηση ψηφιακά συστήµατα συνδεθούν παράλληλα, ισοδυναµούν µε ένα τρίτο

που έχει κρουστική απόκριση το άθροισµα των επιµέρους κρουστικών αποκρίσεων. 

  

y n n p n n p n n

x h x g

x h g

x h

( , ) ( , ) ( , )

( )

1 2 1 1 2 2 1 2= + =
= ∗∗ + ∗∗ =
= ∗∗ + =
= ∗∗

               

               

               ισοδ

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.3

Για δύο δισδιάστατα, γραµµικά, αµετάβλητα στην ολίσθηση φίλτρα οι κρουστικές

αποκρίσεις h(n1,n2) και g(n1,n2) έχουν όπως παρουσιάζονται στο Σχήµα 7.10. Να σχε-

διαστεί η κρουστική απόκριση του φίλτρου που προκύπτει αν τα φίλτρα αυτά συν-

δεθούν α) σε σειρά και β) παράλληλα.
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Λύση

Στην περίπτωση σύνδεσης σε σειρά η κρουστική απόκριση του συνολικού φίλτρου

δίνεται από τη συνέλιξη των κρουστικών αποκρίσεων του Σχήµατος 7.10: 

hισοδ = h**g

Για να κάνουµε αυτόν τον υπολογισµό θα µετατοπίσουµε την h(n1,n2) σε όλες εκεί-

νες τις θέσεις που έχει µε την g(n1,n2) σύµπτωση κάποιων όρων. Η διαδικασία είναι

παρόµοια µε τη συνέλιξη που περιγράφεται στο Σχήµα 7.5. Το τελικό αποτέλεσµα

φαίνεται στο Σχήµα 7.11.

h(n1,n2) g(n1,n2)n2 n2

n1 n1

0.2
1/3

15hισοδ(n1,n2) n2

n1

1

1

1
1

1
1

1
1

3 2

2

h(n1,n2) g(n1,n2)n2 n2 n2

n1 n1 n1

hισοδ(n1,n2)

0.2 0.21/3

8/15

™¯‹Ì· 7.10 

Κρουστικές αποκρί-
σεις δισδιάστατων,
γραµµικών, αµετά-
βλητων στην ολί-
σθηση ψηφιακών

φίλτρων. 

™¯‹Ì· 7.12

Η κρουστική απόκριση
του παράλληλου συν-
δυασµού των φίλτρων
h και g προκύπτει από
την απλή άθροιση των
δύο κρουστικών απο-

κρίσεων.

™¯‹Ì· 7.11

Η κρουστική απόκριση του εν σειρά
συνδυασµού των φίλτρων h και g

προκύπτει από τη συνέλιξη των δύο
κρουστικών αποκρίσεων. 

Στην περίπτωση της σύνδεσης των δύο φίλτρων παράλληλα, η ισοδύναµη κρουστι-

κή απόκριση προκύπτει από την απλή άθροιση των δύο επιµέρους κρουστικών απο-

κρίσεων σύµφωνα µε τη σχέση (7.13) και φαίνεται στο Σχήµα 7.12. 

Ποια είναι η κρουστική απόκριση hισοδ δισδιάστατου γραµµικού φίλτρου που προ-

κύπτει από τον παράλληλο συνδυασµό του δισδιάστατου φίλτρου της ∆ραστηριό-

τητας 7.1, µε δισδιάστατο φίλτρο που έχει κρουστική απόκριση g(n1,n2) =

0,5[δ(n1–1,n2) + δ(n1 + 1,n2)];

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 7.2
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Η ισοδύναµη κρουστική απόκριση θα προκύψει από την πρόσθεση των δύο κρου-

στικών αποκρίσεων όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.13. Στο σχήµα αυτό δίνεται η συµ-

µετρική h(n1,n2) της ∆ραστηριότητας 7.1, η g(n1,n2) και η hισοδ(n1,n2). 

2 4 57 . 2  Ã ∞ ƒ∞ ∫ ∆ ∏ ƒ π ™ ∆ π ∫ ∞  ∆ ø ¡  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆ ø ¡

Στο Σχήµα 7.14 δίνονται οι κρουστικές αποκρίσεις h(n1,n2) και g(n1,n2) δύο φίλ-

τρων. Η hισοδ(n1,n2), που δίνεται δίπλα προκύπτει από τον παράλληλο ή τον εν σειρά

συνδυασµό τους;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.2

h(n1,n2) g(n1,n2)
n2 n2 n2

n1 n1 n1

hισοδ(n1,n2)

™¯‹Ì· 7.13

Η κρουστική από-
κριση του παράλ-
ληλου συνδυασµού
των φίλτρων h και
g προκύπτει από
την απλή άθροιση
των δύο κρουστι-
κών αποκρίσεων. 

h(n1,n2) g(n1,n2)
hισοδ(n1,n2)n2 n2

n1 n1 n1

n2

1/3 1/3 1/9

™¯‹Ì· 7.14

Κρουστικές απο-
κρίσεις δισδιάστα-
των γραµµικών
αµετάβλητων στην
ολίσθηση ψηφια-
κών φίλτρων. 

7.2.2 ¢È·¯ˆÚ›ÛÈÌ· ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·Ù· „ËÊÈ·Î¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

Ένα διαχωρίσιµο (separable) δισδιάστατο σύστηµα έχει κρουστική απόκριση h(n1,n2)

τέτοια ώστε να µπορεί να γραφεί ως γινόµενο δύο µονοδιάστατων ακολουθιών:

(7.14)

Στην περίπτωση αυτή η έξοδος y(n1,n2) του συστήµατος για είσοδο x(n1,n2) µπορεί

να γραφεί:

(7.15)

  

y n n x n l n l h l h l

h l x n l n l h l

l

( , ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( )

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

2

= − −

= − −

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

∞

∑∑

∑ ∑

l

l l

1

1 2

               

  h n n h n h n( , ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2= ⋅
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Το γινόµενο στο δεύτερο άθροισµα της τελευταίας σχέσης αντιπροσωπεύει ένα δισ-

διάστατο πίνακα αριθµών. Εάν θέσουµε 

(7.16)

η σχέση (7.15) γίνεται

(7.17)

Η διαδικασία αυτή δηλώνει ότι µπορούµε να υπολογίσουµε πρώτα την ακολουθία

f(n1,n2) πραγµατοποιώντας µονοδιάστατη συνέλιξη στις στήλες του πίνακα x(n1,n2)

(n1 = σταθερό). Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις µονοδιάστατες συνελίξεις στις γραµ-

µές της f(n1,n2) (n2 = σταθερό) σύµφωνα µε τη σχέση (7.17). 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.4

Να αποδειχθεί ότι η κρουστική απόκριση που περιγράφεται από τη σχέση 

(7.18)

αντιστοιχεί σε διαχωρίσιµο δισδιάστατο σύστηµα. 

Λύση

Η δισδιάστατη κρουστική απόκριση h(n1,n2) µπορεί να γραφεί ως 

(7.19)

δηλαδή, ως γινόµενο δύο µονοδιάστατων κρουστικών αποκρίσεων. Εποµένως, είναι

διαχωρίσιµη. 

7.2.3 ∂˘ÛÙ·ı‹ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·

Όπως και στην περίπτωση των µονοδιάστατων φίλτρων, τα δισδιάστατα συστήµα-

τα που µπορούν να χρησιµοποιηθούν είναι µόνο τα ευσταθή. Ένα τέτοιο φίλτρο δίνει

πεπερασµένη έξοδο για κάθε πεπερασµένη σε πλάτος είσοδο. Η αναγκαία και ικανή

συνθήκη για να είναι ευσταθές ένα δισδιάστατο, γραµµικό, αµετάβλητο στην ολί-

σθηση ψηφιακό φίλτρο είναι η ακόλουθη:

  
h n n

n n n n
h n h n( , ) exp( ) exp( )exp( ) ( ) ( )1 2

1
2

2
2

1
2

2
2

1 1 2 25 5 5
= − + = − − =

  

h n n
n n

n n
( , )

exp( ) ,
1 2

1
2

2
2

1 25
5 5

0

= − + ≤ ≤
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

 

οπουδήποτε αλλού

  

y n n h l f n l n( , ) ( ) ( , )1 2 1 1 1 1 2= −
=−∞

∞

∑
l1

  

f n n x n n l h l
l

( , ) ( , ) ( )1 2 1 2 2 2 2

2

= −
=−∞

∞

∑
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(7.20)

όπου η h(n1,n2) είναι η κρουστική απόκριση του φίλτρου.

  

h n n
n

( , )1 2

2 =−∞

∞

=−∞

∞

∑∑ = < ∞
n1

α
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Η κρουστική απόκριση που δίνεται στο Παράδειγµα 7.4 αντιστοιχεί σε ευσταθές

ή ασταθές δισδιάστατο φίλτρο και γιατί;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.3

7.3 AfiÎÚÈÛË ÛÙË Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

Στις προηγούµενες παραγράφους εξηγήσαµε τον τρόπο µε τον οποίο υπολογίζεται

η έξοδος y(n1,n2) ενός δισδιάστατου ψηφιακού συστήµατος. Προς τούτο είναι απα-

ραίτητο να πραγµατοποιηθεί η πράξη της δισδιάστατης συνέλιξης µεταξύ του σήµα-

τος εισόδου x(n1,n2) και της κρουστικής απόκρισης h(n1,n2) του συστήµατος. Στην

ουσία η κρουστική απόκριση h(n1,n2) καθορίζει πλήρως την απόκριση του συστή-

µατος για κάθε (n1,n2). Στη συνέχεια θα δείξουµε τον τρόπο που η συνάρτηση h(n1,n2)

καθορίζει τη συµπεριφορά του φίλτρου στις χωρικές συχνότητες ω1 και ω2, εποµέ-

νως θα επηρεάζει και το φάσµα του σήµατος εισόδου (όπως αυτό το γνωρίσαµε στην

Ενότητα 6.4).

Για να προχωρήσουµε στην ανάλυση της συµπεριφοράς του δισδιάστατου συστή-

µατος στη συχνότητα θα χρησιµοποιήσουµε το σήµα 

Το σήµα αυτό αντιστοιχεί σε ένα µιγαδικό δισδιάστατο ηµιτονοειδές µε ω1 και ω2

πραγµατικούς αριθµούς που αντιστοιχούν στις χωρικές συχνότητες ω1 και ω2 αντί-

στοιχα. Η έξοδος y(n1,n2) σύµφωνα µε τη σχέση της συνέλιξης (7.9) έχει ως εξής:

(7.21)

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι το σήµα εξόδου y(n1,n2) αποτελείται από τις ίδιες

  

y n n e h r r

e e h r r

e H

j n r j n r

rr

j n j n j r j r

rr

j n j n

( , ) ( , )

( , )

(

( ) ( )
1 2 1 2

1 2

1 1 1 2 2 2

21

1 1 2 2 1 1 2 2

21

1 1 2 2

=

=

=

− + −

=−∞

∞

=−∞

∞

+ − −

=−∞

∞

=−∞

∞

+

∑∑

∑∑

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

              

              11 2, )ω

  x n n e j n j n( , )1 2
1 1 2 2= +ω ω

™Îfi‰Ú·˜.™ÂÏÈ‰ÔÔ›ËÛË (ÛÂÏ.296)  1/7/2003 12:24  ™ÂÏ›‰· 247



2 4 8 K E º A § A I O  7 :  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆∞  æ ∏ º π ∞ ∫ ∞  ° ƒ∞ ª ª π ∫ ∞  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆∞

συχνότητες µε το σήµα εισόδου x(n1,n2), αλλά το πλάτος τους και η φάση τους έχουν

υποστεί την επίδραση της συνάρτησης H(ω1,ω2). Η συνάρτηση αυτή, όπως και στην

περίπτωση των µονοδιάστατων σηµάτων του Κεφαλαίου 3, καλείται «απόκριση

συχνότητας του φίλτρου» και προφανώς ισούται µε:

(7.22)

Το µέτρο |H(ω1,ω2)| της συνάρτησης καθορίζει το πώς θα επηρεαστούν οι συχνότη-

τες του σήµατος από το δισδιάστατο σύστηµα. Για τις συχνότητες (ω1,ω2) όπου

|H(ω1,ω2)|→0, οι αντίστοιχες συχνότητες του σήµατος εισόδου αποκόπτονται.

Ουσιαστικά η σχέση (7.22) δηλώνει ότι η απόκριση συχνότητας του συστήµατος

είναι ο δισδιάστατος διακριτός µετασχηµατισµός Fourier της κρουστικής απόκρισης

του συστήµατος.

Η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) είναι περιοδική συνάρτηση των συχνοτήτων ω1

και ω2 µε περίοδο 2π:

(7.23)

Η περιοδικότητα της απόκρισης των ψηφιακών συστηµάτων είναι αναµενόµενη

λόγω της ψηφιακής φύσης αυτών. Ίδια συµπεριφορά έχει και το φάσµα των δισ-

διάστατων ψηφιακών σηµάτων (Ενότητα 6.4). Ανάλογη δε συµπεριφορά παρου-

σιάζουν και τα µονοδιάστατα ψηφιακά σήµατα και συστήµατα (Κεφάλαια 1 έως 3). 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.5

Να υπολογιστεί το µέτρο της απόκρισης στη συχνότητα του δισδιάστατου ψηφια-

κού συστήµατος µε κρουστική απόκριση

h(n1,n2) = δ(n1 + 1,n2) + δ(n1–1,n2) + δ(n1,n2)

Λύση

∆εδοµένου ότι η κρουστική απόκριση έχει µόνο τρεις όρους ίσους µε τη µονάδα στις

θέσεις (n1,n2): (–1,0), (1,0) και (0,0), η σχέση (7.22) γράφεται

(7.24)

Η απόκριση συχνότητας που περιγράφεται από τη σχέση (7.24) είναι πραγµατική,
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εποµένως δεν αλλάζει τη φάση των αρµονικών συνιστωσών του σήµατος, µεταβάλ-

λεται δε µόνο στην κατεύθυνση της ω1. Χρησιµοποιώντας κατάλληλο λογισµικό σχε-

δίασης (λ.χ. MATLAB), µπορούµε να δούµε ότι η συνάρτηση |H(ω1,ω2)| έχει τη

µορφή που δείχνεται στο Σχήµα 7.15.

2 4 97 . 3  A ¶ √∫ ƒ π ™ ∏  ™ ∆ ∏  ™ À Ã ¡ √ ∆ ∏ ∆∞  ∆ ø ¡  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  ™ À ™ ∆ ∏ ª ∞∆ ø ¡

™¯‹Ì· 7.15

Η µορφή της
συνάρτησης
|H(ω1,ω2)| =
|1+2cos(ω1)|,
όπως έχει ληφθεί
µε το MATLAB. 

Να υπολογιστεί το µέτρο της απόκρισης στη συχνότητα δισδιάστατου ψηφιακού

φίλτρου µέσης τιµής της επιλογής σας. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 7.3

Ένα φίλτρο µέσης τιµής υπολογίζει τη µέση τιµή ορισµένων δειγµάτων του σήµατος

εισόδου x(n1,n2) που βρίσκονται γύρω από τη θέση (n1,n2), και δίνει το αποτέλεσµα

στο δείγµα του σήµατος εξόδου y(n1,n2) που βρίσκεται στην αντίστοιχη θέση. Επει-

δή η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται, καθώς µετακινούµαστε σε όλες τις θέσεις

(n1,n2), το φίλτρο καλείται και φίλτρο του κινούµενου µέσου. Πρόκειται για ένα βαθυ-

Συχνότητα ω2

Συχνότητα ω1

|H(ω1,ω2)|
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περατό φίλτρο του οποίου οι συχνότητες αποκοπής εξαρτώνται από το πλήθος των

δειγµάτων που θα ληφθούν από το σήµα εισόδου. Ως βαθυπερατό φίλτρο, αποκό-

πτει τις υψηλές συχνότητες, «λειαίνει» (smooths) το θόρυβο, αλλά προκαλεί θόλω-

ση (blurring) στις ακµές των εικόνων. 

Ένα απλό φίλτρο µέσης τιµής είναι αυτό που περιγράφηκε στο Παράδειγµα 7.5. Σ’ αυτό

κάθε τιµή του σήµατος εξόδου y(n1,n2) υπολογίζεται από τρεις τιµές του σήµατος εισό-

δου, αυτές για τις οποίες η κρουστική απόκριση του φίλτρου h(n1,n2) είναι µη µηδενική.

Ένα άλλο φίλτρο µέσης τιµής είναι αυτό του οποίου η κρουστική απόκριση έχει ως εξής:

Κάθε δείγµα του σήµατος εξόδου υπολογίζεται από τη µέση τιµή των πέντε δειγµάτων

του σήµατος εισόδου x(n1,n2), x(n1–1,n2), x(n1 + 1,n2), x(n1,n2–1) και x(n1,n2 + 1). Σύµ-

φωνα µε την εξίσωση (7.22) το µέτρο της απόκρισης συχνότητας H(ω1,ω2) έχει ως εξής:

(7.25)

∆εδοµένου ότι η τελευταία ποσότητα είναι πραγµατική το µέτρο της είναι η απόλυ-

τη τιµή της, η οποία γραφικά έχει όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.16.
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™¯‹Ì· 7.16

Η µορφή της
συνάρτησης

|H(ω1,ω2)| =
|0,2{1 + 2cos(ω1)

+ 2cos(ω2)}|
όπως έχει ληφθεί

µε το MATLAB.

Συχνότητα ω2

Συχνότητα ω1

|H(ω1,ω2)|
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή είδαµε ότι η κρουστική απόκριση ενός δισδιάστατου ψηφιακού

φίλτρου καθορίζει και την απόκρισή του στη συχνότητα. Όταν η κρουστική από-

κριση είναι συµµετρική, η απόκριση στη συχνότητα είναι πραγµατική και δεν επη-

ρεάζει τη φάση των συνιστωσών του σήµατος. Στην περίπτωση αυτή τα φίλτρα

καλούνται «φίλτρα µηδενικής φάσης» (zero phase filters). 

7.4 ™¯Â‰›·ÛË ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ „ËÊÈ·ÎÒÓ Ê›ÏÙÚˆÓ

Η σχεδίαση των δισδιάστατων ψηφιακών φίλτρων είναι δυσκολότερη από αυτή των

µονοδιάστατων. Επίσης, η υλοποίησή τους είναι πολύπλοκη γιατί στις περισσότερες

περιπτώσεις οι δισδιάστατες συναρτήσεις δεν µπορούν να παραγοντοποιηθούν, έτσι

ώστε να οδηγήσουν σε απλοποιηµένες δοµές. 

Στην παρούσα ενότητα θα προσδιορίσουµε αρχικά την κρουστική απόκριση ενός

δισδιάστατου ψηφιακού φίλτρου από τις επιθυµητές προδιαγραφές της απόκρισής

του H(ω1,ω2) στις συχνότητες ω1 και ω2. Στη συνέχεια θα γνωρίσουµε µία από τις

µεθόδους σχεδίασης των δισδιάστατων FIR φίλτρων, αυτή των παραθύρων. Θα κλεί-

σουµε την ενότητα µε αναφορά σε εφαρµογές των δισδιάστατων ψηφιακών φίλτρων

στην επεξεργασία της εικόνας. 

7.4.1 ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÎÚÔ˘ÛÙÈÎ‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ ·fi ÙËÓ ·fiÎÚÈÛË
Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ 

Σύµφωνα µε τη σχέση (7.22) η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) ενός δισδιάστατου

ψηφιακού φίλτρου αποτελεί το δισδιάστατο µετασχηµατισµό Fourier της κρουστι-

2 5 17 . 4  ™ Ã ∂ ¢ π ∞ ™ ∏  ¢ π ™ ¢ π ∞ ™ ∆∞∆ ø ¡  æ ∏ º π ∞ ∫ ø ¡  º π § ∆ ƒ ø ¡

Είδαµε στα προηγούµενα ότι είναι δυνατό η απόκριση συχνότητας του δισδιάστα-

του φίλτρου να είναι πραγµατική. Στην περίπτωση αυτή το φίλτρο δεν αλλοιώνει

τη φάση των αρµονικών του σήµατος (φίλτρο µηδενικής φάσης). Ποιο από τα επό-

µενα χαρακτηριστικά πρέπει, κατά τη γνώµη σας, να έχει η κρουστική απόκριση

του φίλτρου για να είναι αυτό µηδενικής φάσης;

α. Οι όροι της κρουστικής απόκρισης να είναι όλοι ίσοι.

β. Η κρουστική απόκριση του φίλτρου να είναι συµµετρική.

γ. Η κρουστική απόκριση να είναι διαχωρίσιµη. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 7.4
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κής του απόκρισης h(n1,n2). Με άλλα λόγια, η h(n1,n2) είναι ο δισδιάστατος αντί-

στροφος µετασχηµατισµός Fourier της H(ω1,ω2):

(7.26)

Η ολοκλήρωση υλοποιείται σε µία περίοδο της συνάρτησης H(ω1,ω2) στις κατευ-

θύνσεις ω1 και ω2. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.6

Να υπολογιστεί η κρουστική απόκριση ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου του οποίου

η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) έχει ως εξής:

(7.27)

Λύση

Η απόκριση στη συχνότητα του φίλτρου θα έχει τη µορφή που φαίνεται στο Σχήµα 7.17. 
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™¯‹Ì· 7.17

Απόκριση συχνό-
τητας ιδανικού

βαθυπερατού φίλ-
τρου τετραγωνικής
µορφής. Στη σκια-
σµένη περιοχή η
H(ω1,ω2) είναι 1

και έξω από αυτήν
0. Η απόκριση
είναι περιοδική

(περίοδος 2π) και
επαναλαµβάνεται

στο επίπεδο
(ω1,ω2) προς όλες
τις κατευθύνσεις. 

Με βάση τη σχέση (7.26) η κρουστική απόκριση h(n1,n2) θα ισούται µε:

(7.28)
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Πρέπει να σηµειώσουµε εδώ ότι η κρουστική απόκριση h(n1,n2), που υπολογίστηκε,

είναι διαχωρίσιµη, δεδοµένου ότι µπορεί να γραφεί ως γινόµενο h1(n1)h2(n2). Η µονο-

διάστατη κρουστική απόκριση h(n) είναι της ίδιας µορφής µε αυτή που συναντήσα-

µε στη σχεδίαση των µονοδιάστατων φίλτρων {σχέση (4.7)} και προκύπτει µε τον

ίδιο ακριβώς τρόπο που γνωρίσαµε στην Ενότητα 4.3. Η µορφή της απόκρισης

συχνότητας H(ω1,ω2) µπορεί να ποικίλει ανάλογα µε τις απαιτήσεις του σχεδιαστή.

Όταν θέλουµε το φίλτρο να παρουσιάζει κυκλική συµµετρία, δηλαδή να συµπερι-

φέρεται προς όλες τις κατευθύνσεις µε τον ίδιο τρόπο, τότε η σκιασµένη περιοχή του

Σχήµατος 7.17 είναι κύκλος και η λύση για την h(n1,n2) είναι περισσότερο πολύ-

πλοκη. 

7.4.2 ™¯Â‰›·ÛË ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ·Ú·ı‡ÚˆÓ

Τα δισδιάστατα FIR φίλτρα, σε αντίθεση µε τα IIR, έχουν πεπερασµένη κρουστική

απόκριση. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τα FIR φίλτρα να είναι πάντα ευσταθή, αφού γι’

αυτά ισχύει η σχέση (7.20). Ένα άλλο επίσης σηµαντικό πλεονέκτηµα των δισδιά-

στατων FIR φίλτρων είναι ότι µπορούν να σχεδιαστούν ώστε η απόκριση συχνότη-

τάς τους να είναι πραγµατική, µε αποτέλεσµα να µην προκαλούν µεταβολή στη φάση

των διαφόρων συχνοτήτων του σήµατος. Για το λόγο αυτό καλούνται «φίλτρα µηδε-

νικής φάσης» και χρειάζεται προς τούτο να έχουν συµµετρική κρουστική απόκριση:

(7.29)

Τις πεπερασµένες αυτές κρουστικές αποκρίσεις τις πετυχαίνουµε αν αποκόψουµε

την απεριόριστη σε µήκος δισδιάστατη κρουστική απόκριση που λαµβάνουµε µε τον

υπολογισµό της σχέσης (7.28). Η αποκοπή της αρχικής κρουστικής απόκρισης

hD(n1,n2) που αντιστοιχεί στις ιδανικές ή επιθυµητές προδιαγραφές µπορεί να γίνει

αν πολλαπλασιάσουµε τους όρους της hD(n1,n2), έναν προς έναν, µε τους όρους της

δισδιάστατης διακριτής συνάρτησης w(n1,n2) που καλείται παράθυρο και η οποία

έχει πεπερασµένο µήκος 

(7.30)

Η δισδιάστατη διακριτή συνάρτηση w(n1,n2) έχει πεπερασµένο µήκος και πρέπει να

είναι συµµετρική, σύµφωνα µε τη σχέση 

, (7.31)

για να διατηρηθεί η ιδιότητα της µηδενικής φάσης στο τελικό φίλτρο. Η τελική από-

κριση συχνότητας H(ω1,ω2) προκύπτει από τη δισδιάστατη συνέλιξη στη συχνότη-

  w n n w n n( , ) ( , )1 2 1 2= − −

  h n n h n n w n nD( , ) ( , ) ( , )1 2 1 2 1 2= ⋅

  h n n h n n( , ) ( , )1 2 1 2= − −
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τα της αρχικής επιθυµητής απόκρισης HD(ω1,ω2) µε το φάσµα W(ω1,ω2) του παρα-

θύρου w(n1,n2), παρόµοια µε τη µονοδιάστατη περίπτωση (Ενότητα 3/ Κεφάλαιο 4).

Η επιλογή της συνάρτησης του παραθύρου είναι καθοριστική για την τελική µορφή

της απόκρισης του δισδιάστατου φίλτρου. Όπως και στη µονοδιάστατη περίπτωση,

το παράθυρο θα πρέπει να έχει κατάλληλη µορφή για να αποφεύγεται το φαινόµενο

Gibbs και ο βαθµός της εξασθένισης στη ζώνη απόρριψης του φίλτρου να είναι ικα-

νοποιητικός. Για το λόγο αυτό δεν χρησιµοποιείται το τετραγωνικό παράθυρο, το

οποίο εξάλλου αντιστοιχεί στην απλή αποκοπή της αρχικής κρουστικής απόκρισης

hD(n1,n2), και εποµένως, συνδέεται άµεσα µε τη δηµιουργία του φαινοµένου Gibbs.

Μπορούν όµως να χρησιµοποιηθούν όλες οι συναρτήσεις παραθύρων που υπάρχουν

στη βιβλιογραφία, ανάλογα κάθε φορά µε τις τελικές απαιτήσεις για το φίλτρο. Ο

πιο εύκολος τρόπος για να δηµιουργηθεί η δισδιάστατη ψηφιακή συνάρτηση w(n1,n2)

είναι από το γινόµενο δύο µονοδιάστατων παραθύρων:

(7.32)

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 7.7

Να σχεδιαστεί δισδιάστατο FIR φίλτρο µε κρουστική απόκριση που να έχει συνολικά

11 ×11 όρους. Η επιθυµητή απόκριση στη συχνότητα HD(ω1,ω2) θα πρέπει να είναι: 

(7.33)

Να γίνει χρήση του µονοδιάστατου παραθύρου του Hamming. 

Λύση

Η επιθυµητή απόκριση του φίλτρου στις συχνότητες ω1 καιω2, η οποία περιγράφε-

ται από τη σχέση (7.33) έχει γραφικά όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.18.
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Απόκριση συχνό-
τητας ιδανικού

βαθυπερατού φίλ-
τρου τετραγωνικής
µορφής. Στη σκια-
σµένη περιοχή η
H(ω1,ω2) είναι 1
και έξω από αυτή

0. Η απόκριση
είναι περιοδική

(περίοδος 2π) και
επαναλαµβάνεται

στο επίπεδο
(ω1,ω2) προς όλες
τις κατευθύνσεις. 
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Η ιδανική κρουστική απόκριση θα υπολογιστεί µε βάση τη σχέση (7.26) ως ο αντί-

στροφος µετασχηµατισµός Fourier της απόκρισης συχνότητας HD(ω1,ω2): 

(7.34)

Το µονοδιάστατο παράθυρο Hamming δίνεται από τη σχέση

(7.35)

Για Ν = 5 το µονοδιάστατο παράθυρο w(n) έχει συνολικά 11 όρους. Έτσι, το δισ-

διάστατο w(n1,n2) που θα προκύψει από τη σχέση (7.32), θα έχει συνολικά 11 ×11

= 121 όρους. Η τελική κρουστική απόκριση, που παρουσιάζεται στο Σχήµα 7.19,

υπολογίζεται ως

Αφού η κρουστική απόκριση είναι γνωστή, η απόκριση συχνότητας H(ω1,ω2) του

τελικού φίλτρου θα υπολογιστεί όπως ακριβώς στο Παράδειγµα 7.5. Η απόκριση

αυτή δίνεται στο Σχήµα 7.20.
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Η τελική κρουστι-
κή απόκριση του
δισδιάστατου FIR
φίλτρου του
Παραδείγµατος
7.7, µε 11 ×11 =
121 όρους. 

h(n1,n2)

n1
n2
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7.4.3 ÕÏÏÂ˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ Û¯Â‰›·ÛË˜ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ

Η µέθοδος σχεδίασης των δισδιάστατων FIR φίλτρων µε τα παράθυρα που παρου-

σιάστηκε προηγούµενα, είναι η απλούστερη διαδικασία σχεδίασης που µπορεί να

βρει ο αναγνώστης στη βιβλιογραφία. Με τη µέθοδο αυτή είναι δυνατό να σχεδια-

στούν φίλτρα κυκλικώς συµµετρικά στις συχνότητες, και όχι µόνο µε ορθογώνια

H(ω1,ω2) όπως αυτές που µελετήθηκαν στα Παραδείγµατα 7.6 και 7.7. Άλλες µέθο-

δοι σχεδίασης των FIR φίλτρων είναι οι ακόλουθες:

• Μέθοδος σχεδίασης βέλτιστων δισδιάστατων FIR φίλτρων. Η µέθοδος προτάθη-

κε από τον McClellan και αποδίδει δισδιάστατα FIR φίλτρα µε τις καλύτερες προ-

διαγραφές για την H(ω1,ω2), όταν το πλήθος των όρων της κρουστικής απόκρι-

σης είναι συγκεκριµένο. Πρόκειται ουσιαστικά, για αλγόριθµο βελτιστοποίησης

που αποτελεί τη δισδιάστατη έκδοση της αντίστοιχης µεθόδου για τα µονοδιά-

στατα FIR φίλτρα. Η µέθοδος απαιτεί υψηλή υπολογιστική ισχύ για φίλτρα µεσαί-

ων προδιαγραφών (λ.χ., για τον προσδιορισµό κρουστικής απόκρισης µε 33 ×33

= 1089 όρους). 

• Σχεδίαση των δισδιάστατων FIR φίλτρων χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµούς.Με

τη µέθοδο αυτή, την οποία επίσης πρότεινε ο McClellan, επιτυγχάνεται ο σχε-

διασµός δισδιάστατων FIR φίλτρων µε απόκριση συχνότητας κυκλικά συµµε-

™¯‹Ì· 7.20

Το µέτρο της από-
κρισης συχνότητας

|H(ω1,ω2)| του
δισδιάστατου FIR
φίλτρου του παρα-

δείγµατος 7.7.

Συχνότητα ω2

Συχνότητα ω1

|H(ω1,ω2)|
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τρική (κυρίως στις χαµηλές συχνότητες). Τα δισδιάστατα FIR φίλτρα προκύπτουν

από κατάλληλο µετασχηµατισµό µονοδιάστατων FIR φίλτρων. Αν τα µονοδιά-

στατα FIR φίλτρα είναι βέλτιστα, τότε και τα δισδιάστατα που προκύπτουν είναι

κατά προσέγγιση βέλτιστα. 

Ολοκληρώνοντας τη συζήτηση για τη σχεδίαση των δισδιάστατων φίλτρων θα πρέ-

πει να αναφερθούµε για λίγο στα δισδιάστατα IIR φίλτρα. Όπως είναι γνωστό από

τα κεφάλαια 4 και 5 τα µονοδιάστατα ΙIR φίλτρα σε σχέση µε τα µονοδιάστατα FIR

παρουσιάζουν τα ακόλουθα δύο µειονεκτήµατα:

• ∆εν είναι πάντα ευσταθή και γι’ αυτό το λόγο χρειάζεται προσοχή στην τοποθέ-

τηση των πόλων του φίλτρου. 

• ∆εν έχουν γραµµική απόκριση φάσης. 

Τα ίδια ακριβώς µειονεκτήµατα παρουσιάζουν και τα δισδιάστατα IIR φίλτρα. Επι-

πρόσθετα, οι δισδιάστατες συναρτήσεις µπορούν να ελεγχθούν ως προς την ευστά-

θειά τους αρκετά δύσκολα (είναι γενικά δύσκολη η παραγοντοποίηση και ο καθορι-

σµός των πόλων), ενώ η έλλειψη γραµµικής φάσης είναι καταστροφική για την εικό-

να, όπως αναφέραµε στην Ενότητα 6.4. Για τους δύο αυτούς λόγους αποφεύγεται η

χρησιµοποίηση των δισδιάστατων IIR φίλτρων στην ψηφιακή επεξεργασία εικόνας,

παρόλο που µπορούν να πετύχουν την ίδια απόκριση στη συχνότητα µε λιγότερους

συντελεστές. 

7.4.4 ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ ÙˆÓ ‰ÈÛ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ FIR Ê›ÏÙÚˆÓ 

Οι εφαρµογές των δισδιάστατων FIR φίλτρων, κυρίως στην επεξεργασία της ψηφια-

κής εικόνας, είναι ποικίλες δεδοµένης της ιδιότητας των φίλτρων αυτών να µην αλλά-

ζουν τη φασική σχέση των αρµονικών του σήµατος. Μεταξύ των εφαρµογών αυτών

µπορούµε να αναφέρουµε επιλεκτικά τις ακόλουθες: 

• Εξαγωγή του θορύβου Gauss µε τη βοήθεια βαθυπερατού FIR φίλτρου (βλ.

Σχήµα 7.21).

• Ανίχνευση των ακµών µιας εικόνας (edge detection) µε τη βοήθεια υψηπερατού

FIR φίλτρου (Βλ. Σχήµα 7.22).

• Χρήση των FIR φίλτρων στην αποκατάσταση της εικόνας από συστηµατικά

σφάλµατα (image restoration) και γενικότερα στην περίπτωση επίλυσης αντί-

στροφων προβληµάτων.

• Χρήση των FIR φίλτρων στη διαδικασία της σύνθεσης τοµών αντικειµένου από

προβολικές εικόνες (αξονική τοµογραφία). 
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι τα FIR φίλτρα ως γραµµικά συστήµατα έχουν και µειονε-

κτήµατα. Το κυριότερο από αυτά είναι η θόλωση που προκαλεί στις ακµές της εικό-

νας, όταν προσπαθούµε να εξάγουµε θόρυβο (βλέπε Σχήµα 7.21γ).

™¯‹Ì· 7.21

α) Η αρχική εικό-
να, β) η εικόνα µε
θόρυβο Gauss. 
γ) Η µείωση του
θορύβου µε τη

βοήθεια 
δισδιάστατου FIR
φίλτρου προκαλεί

ανεπιθύµητη
θόλωση 

των ακµών της
εικόνας. 

™¯‹Ì· 7.22

Η χρήση υψιπερα-
τού FIR φίλτρου
βοηθά στην απο-
µόνωση και ενί-

σχυση των ακµών
της εικόνας. 

α β

γ
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παράγραφο αυτή αναφερθήκαµε σε τρόπους σχεδίασης των δισδιάστατων FIR

φίλτρων. Αναλυτικά, γνωρίσαµε τη µέθοδο σχεδίασης µε τη χρήση των παραθύ-

ρων. Τα FIR φίλτρα είναι τα γραµµικά φίλτρα που χρησιµοποιούνται περισσότερο.

Το γεγονός αυτό οφείλεται στην ιδιότητα που έχουν να µην αλλάζουν τη φασική

σχέση των αρµονικών του σήµατος (φίλτρα µηδενικής φάσης), αν σχεδιαστούν έτσι

ώστε να παρουσιάζουν συµµετρική κρουστική απόκριση. 

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό γνωρίσαµε τον τρόπο που επιδρούν τα γραµµικά, αµετάβλητα

στην ολίσθηση δισδιάστατα ψηφιακά φίλτρα πάνω στα δισδιάστατα σήµατα. Στην

ουσία οι δύο αυτές ιδιότητες, γραµµικότητα και αµεταβλητότητα στην ολίσθηση,

οδηγούν στην πράξη της δισδιάστατης γραµµικής συνέλιξης. Τα φίλτρα αυτά χαρα-

κτηρίζονται από την κρουστική τους απόκριση, που είναι µια δισδιάστατη διακρι-

τή συνάρτηση και καθορίζει την απόκριση του φίλτρου στις χωρικές συχνότητες

ω1 και ω2. Τέλος, γνωρίσαµε µία από τις µεθόδους σχεδίασης των δισδιάστατων

FIR φίλτρων. Τα FIR φίλτρα είναι κατάλληλα στην επεξεργασία της ψηφιακής εικό-

νας διότι δεν αλλάζουν τις φασικές σχέσεις των αρµονικών του φάσµατος της εικό-

νας (φίλτρα µηδενικής φάσης), εποµένως δεν καταστρέφουν τη µορφή της εικόνας.

2 5 9™ À ¡ √æ∏ ∫∂º∞§∞π√À
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Έµφαση µπορεί να δοθεί στα κεφάλαια 3 και 5. 

∞fi‰ÔÛË ·ÁÁÏÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙËÓ ÂÏÏËÓÈÎ‹

Cascade σε σειρά

Convolution Συνέλιξη

Edge detection Ανίχνευση ακµών

Image restoration Αποκατάσταση της εικόνας

Linear systems Γραµµικά συστήµατα

Separable ∆ιαχωρίσιµος 

Shift–Invariant Αµετάβλητο στην ολίσθηση

Two–dimensional ∆ισδιάστατος

Zero phase response Απόκριση µηδενικής φάσης 
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Ο µετασχηµατισµός συχνότητας στον αναλογικό χώρο από βαθυπερατό σε ζωνο-

διαβατό επιτυγχάνεται µε βάση τη σχέση (5.19) και µας δίνει:

3. Εφαρµόζουµε τον διγραµµικό µετασχηµατισµό στη συνάρτηση µεταφοράς του

ζωνοδιαβατού αναλογικού φίλτρου, που µόλις υπολογίσαµε, αντικαθιστώντας

στην τελευταία σχέση όπου s το (z – 1)/(z + 1)
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Η  αντίστοιχη εξίσωση διαφορών του IIR ψηφιακού φίλτρου είναι:

y(n) = 0,14[x(n) – x(n – 2)] + 1,22y(n – 1) – 0,72y(n – 2).

Σας αξίζουν συγχαρητήρια αν απαντήσατε στην άσκηση αυτή. Πρόκειται για σχετι-

κά δύσκολη άσκηση, αφού η διαδικασία απαιτεί τη µετατροπή από αναλογικό βαθυ-

περατό φίλτρο πρώτης τάξης σε αναλογικό ζωνοδιαβατό φίλτρο δεύτερης τάξης. 

Στην περίπτωση που δεν τα καταφέρατε, µην απογοητευθείτε. Καταρχήν διαβάστε

και πάλι το Παράδειγµα 5.2. Στη συνέχεια, επικεντρώστε τη προσοχή σας στις σχέ-

σεις (5.18) και (5.19) και στα σχόλια που τις συνοδεύουν. Θα διαπιστώσετε ότι σε

δεύτερης τάξης ζωνοδιαβατό φίλτρο καταλήγουµε από πρώτης τάξης βαθυπερατό

φίλτρο. Τα υπόλοιπα βήµατα είναι τα ίδια µε εκείνα που είδαµε στα προηγούµενα

παραδείγµατα. Ξαναπροσπαθήστε…

6.1

Η  ασπρόµαυρη εικόνα χρειάζεται συνολικά 128 × 128 = 16.384 bytes µνήµης. Αντί-

θετα, η έγχρωµη απαιτεί 3 bytes/εικονοστοιχείο, δηλαδή συνολικά 512 × 512 × 3 =
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1.537.536 bytes. Το τελευταίο µέγεθος είναι 48 φορές µεγαλύτερο από το πρώτο.

Εποµένως, η σωστή απάντηση είναι η τρίτη. 

Στην περίπτωση που έχετε υπολογίσει το σωστό αποτέλεσµα σηµαίνει ότι έχετε

κατανοήσει την ισοδυναµία εικονοστοιχείου και byte, καθώς επίσης το γεγονός ότι

το έγχρωµο εικονοστοιχείο χρειάζεται τρία bytes για αποθήκευση. Αυτό θα σας βοη-

θήσει να προχωρήσετε µε ευχέρεια στις πράξεις πάνω στην εικόνα. 

Αν δεν υπολογίσατε το σωστό αποτέλεσµα, δώστε περισσότερη προσοχή στον τρόπο

υπολογισµού του πλήθους των εικονοστοιχείων και της αντιστοιχίας τους µε τον

αριθµό των bytes που χρειάζονται στην ασπρόµαυρη και την έγχρωµη εικόνα. Ίσως

εκεί είναι το λάθος σας. 

6.2

Το σύνολο των πράξεων ισούται µε το πλήθος των εικονοστοιχείων (31 × 31) επί το

πλήθος των συντελεστών του παραθύρου (5 × 5). Εποµένως η σωστή απάντηση είναι

η δεύτερη. 

Αν έχετε υπολογίσει τη σωστή απάντηση, βρίσκεστε σε πολύ καλό δρόµο, δεδοµέ-

νου ότι θα κατανοήσετε χωρίς πρόβληµα τον τρόπο υλοποίησης της δισδιάστατης

συνέλιξης που ακολουθεί στο Κεφάλαιο 7. Πρόκειται για τοπική πράξη µε καθορι-

στική σηµασία στην επεξεργασία εικόνας. 

Αν δε βρήκατε την σωστή απάντηση προσπαθήστε πάλι. ∆ώστε προσοχή στο ότι για

τον υπολογισµό κάθε εικονοστοιχείου στην εικόνα εξόδου χρειάζονται τόσες πρά-

ξεις, όσο είναι το µέγεθος του παραθύρου (ή γειτονιάς) που χρησιµοποιούµε (στην

περίπτωσή µας 5 × 5). Ίσως το λάθος σας να είναι εκεί. 

6.3

Σε µία ανεστραµµένη εικόνα η συντεταγµένη x παραµένει αµετάβλητη, αφού αφορά

τη θέση του εικονοστοιχείου στον οριζόντιο άξονα. Αντίθετα, η θέση του εικονο-

στοιχείου στον άξονα n2 αλλάζει και γίνεται Ν + 1–n2. Εποµένως, ο σωστός µετα-

σχηµατισµός είναι ο τρίτος. 

Αν δώσατε τη σωστή απάντηση αυτό σηµαίνει ότι έχετε κατανοήσει τον τρόπο τοπο-

θέτησης των καρτεσιανών συντεταγµένων πάνω στην εικόνα. Αυτό θα σας βοηθή-

σει σε δύσκολα προβλήµατα µετασχηµατισµών. 

Αν δεν βρήκατε το σωστό αποτέλεσµα, δώστε περισσότερη προσοχή στον τρόπο που

µεταβάλλεται η συντεταγµένη n2 ή y.
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7.1

Καταρχήν γράφουµε πάλι τη σχέση (7.9)

(7.9)

Το σήµα x(l1,l2) θα µετατοπιστεί µόνο στις θέσεις (n1,n2) για τις οποίες οι όροι της

h(l1,l2) έχουν κοινές θέσεις µε αυτό. Οι θέσεις αυτές είναι συνολικά 10. 

Εάν η απάντησή σας είναι σωστή σηµαίνει ότι έχετε κατανοήσει τη βασική διαδι-

κασία της συνέλιξης και κυρίως την πράξη της ολίσθησης της µιας συνάρτησης πάνω

στην άλλη. 

Μην απογοητευτείτε αν το αποτέλεσµα που δώσατε είναι λάθος. Προσπαθήστε πάλι

να µετατοπίσετε τη µία συνάρτηση πάνω στην άλλη και να βρείτε τις περιπτώσεις

όπου έχουν κάποια επικάλυψη. 

7.2

Η  hισοδ(n1,n2) του Σχήµατος 7.14 µπορεί να προκύψει µόνο από τη συνέλιξη των

h(n1,n2) και g(n1,n2). Εποµένως, υλοποιείται από τον εν σειρά συνδυασµό των δύο

φίλτρων. 

Εάν έχετε απαντήσει σωστά τότε αποδεικνύεται ότι έχετε κατανοήσει τόσο τον τρόπο

συνδυασµού των φίλτρων, όσο και την πράξη της συνέλιξης. Σε αντίθετη περίπτω-

ση ξαναδιαβάστε τον τρόπο που υπολογίζεται η κρουστική απόκριση συνδυασµού

φίλτρων και προσπαθήστε πάλι δοκιµάζοντας τόσο τον παράλληλο, όσο και τον σε

σειρά συνδυασµό των δύο φίλτρων. 

7.3

Η  κρουστική απόκριση αντιστοιχεί σε ευσταθές φίλτρο δεδοµένου ότι έχει πεπερα-

σµένο πλήθος όρων (n1 = n2 = 5). Συνεπώς ικανοποιείται η σχέση (7.20), αφού το

άθροισµα των όρων αυτών θα είναι ένας πεπερασµένος αριθµός (< ∞).

Αν η απάντησή σας δεν είναι σωστή µην απογοητεύεστε. Πιθανόν δεν προσέξατε

την παράγραφο 7.2.3. 

7.4

Για να προκύψει πραγµατική η H(ω1,ω2) θα πρέπει οι όροι της κρουστικής απόκρι-

σης του φίλτρου να εµφανίζονται σε ζευγάρια συµµετρικά, έτσι ώστε να απαλείφε-
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ται ο φανταστικός όρος των εκθετών της σχέσης (7.22). Αυτό ακριβώς έγινε στο

Παράδειγµα 7.5 και τη ∆ραστηριότητα 7.3. Εποµένως η σωστή απάντηση είναι η β. 

Σωστή απάντησή σας σηµαίνει ότι έχετε κατανοήσει τον τρόπο δηµιουργίας φίλτρων

µηδενικής φάσης. Αυτό θα σας είναι πολύ χρήσιµο δεδοµένου ότι στην ψηφιακή επε-

ξεργασία εικόνας χρησιµοποιούµε κυρίως φίλτρα γραµµικής φάσης.

Αν κάνατε λάθος, προσπαθήστε πάλι διαβάζοντας την προηγούµενη δραστηριότητα

και την υποενότητα 4.1.1.

A·ÓÙ‹ÛÂÈ˜ ¢Ú·ÛÙËÚÈÔÙ‹ÙˆÓ

4.4

Θα υπολογίσουµε τους συντελεστές του φίλτρου στην περίπτωση που Ν = 3 (third–band

φίλτρο). Στην περίπτωση αυτή ισχύει ωc = π/3 και από την εξίσωση 4.7 έχουµε:

Η  κρουστική απόκριση hD είναι συµµετρική γύρω από το n = 0, έχει άπειρους όρους

και κάθε τρίτος όρος είναι µηδενικός (n πολλαπλάσιο του 3).
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