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Ευστάθεια Συστημάτων: Ορισμός και ΄Εννοιες

Γενική μορφή μη μεταβαλόμενου συστήματος (κλειστού βρόγχου)

ẋ = f (x) (1)

Σημείωση f : Rn → Rn

Ορολογίες:

|x | ορίζει μια γενική διανυσματική νόρμα (π.χ ∥x∥2 =
√
x⊤x)

B είναι το (κλειστό) σετ μοναδιαίου κύκλου στο Rn (δηλ.
B := {x : |x | ≤ 1})
X ⊂ Rn

είναι ένας κλειστός διανυσματικός χώρος για το x .

Υπόθεση:

Η συνάρτηση είναι (Lipschitz) συνεχής στο X και f (0) = 0.
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Ορισμός: Τοπική Ευστάθεια Lyapunov

Για ένα σύστημα της μορφής ẋ = f (x), το σημείο x = 0 είναι τοπικά
ευσταθές στο X , αν για κάθε ε > 0, υπάρχει δ = δ(ϵ) > 0, όπου

x(0) ∈ δB ∩ X ⇒ |x(t)| ≤ ε,∀t > 0. (2)
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Τοπική Ευστάθεια Lyapunov

Παράδειγμα

ẋ = −x + x3 (3)

αν |x | < 1 τότε limt→inf x(t) = 0

για οποιοδήποτε ε > 0, τότε
|x(0)| ≤ δ(ε) = min{1, ε} ⇒ |x(t)| ≤ ε, ∀t > 0.

ΓΜ (UPatras) Χειμερινό Εξάμηνο 2025 5 / 11



Αστάθεια στο X

Ορισμός: Για το σύστημα ẋ = f (x), το σημείο x = 0 είναι ασταθές στο
X αν δεν είναι ευσταθές.
Παράδειγμα:

ẋ = x , X = R (4)

Η λύση της διαφορικής (τροχιά του συστήματος) δίνεται από
x(t) = x(0)et . Συνεπώς

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

x(0)et = ∞, ∀x(0) ∈ R. (5)

Δεν υπάρχει x(0) όπου |x(0)| ≤ δ(ε) ⇒ |x(t)| ≤ ε, ∀t > 0
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Ελκτικότητα Σημείου Ισορροπίας (Attractivity)

Ορισμός: Για το σύστημα ẋ = f (x), το σημείο x = 0 είναι “ελκτικό”
(attractive) στο χώρο X , εάν

|x(t)| → 0, όσο t → ∞, για όλες τις αρχικέ συνθήκες x(0) ∈ X . (6)

Παράδειγμα 1:

ẋ = −x (7)

Η τροχιά του συστήματος δίνεται απο τη σχέση x(t) = x(0)e−t ,
συνεπώς

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

x(0)e−t = 0, ∀x(0) ∈ R. (8)

Το σημείο x = 0 έλκει την τροχιά του συστήματος.
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Ελκτικότητα Σημείου Ισορροπίας (Attractivity)

Παράδειγμα 2:

ẋ = −x2 (9)

Η τροχιά του συστήματος δίνεται απο τη σχέση x(t) = x(0)
1+x(0)t ,

συνεπώς

▶ αν x(0) > 0, τότε x(t) → 0 όσο t → ∞
▶ αν x(0) < 0, τότε x(t) → ∞ όσο t → ∞.

Το σημείο x = 0 έλκει την τροχιά του συστήματος μόνο για θετική
αρχική συνθήκη x(0) > 0.
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Ορισμός: Ασυμπτωτική Ευστάθεια

Για ένα σύστημα της μορφής ẋ = f (x), το σημείο x = 0 είναι
ασυμπτωτικά ευσταθές (AE) με ελκτικό πεδίο X , αν είναι τοπικά
ευσταθές και στο X και η τροχιά του συστημάτος έλκεται στο x = 0
για οποιοδήποτε x(0) ∈ X .
Παράδειγμα: Το σύστημα ẋ = −x + x3 με X = R είναι
τοπικά ευσταθές στο X (για ε > 0, δ(ε) = min{1, ε})
Δεν έλκεται η τροχιά στο X = R αλλά στο [0,∞)

Συνεπώς είναι ΑΕ με ελκτικό πεδίο [0,∞)
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Ορισμός: Eκθετική Ευστάθεια

Για ένα σύστημα της μορφής ẋ = f (x), το σημείο x = 0 είναι εκθετικά
ευσταθές (EE) με ελκτικό πεδίο X , αν υπάρχει ρ, γ > 0 όπου

|x(t)| ≤ ρx(0)e−γt , ∀t > 0 και ∀x(0) ∈ X . (10)

Παράδειγμα: Το σύστημα ẋ = −x με X = R είναι EE με γ = ρ = 1
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Σχέσεις μεταξύ των εννοιών

Εκθετική ευστάθεια ⇒ Ασυμπτωτική Ευστάθεια ⇒ Τοπική
ευστάθεια

Ελκτικότητα ̸= Ευστάθεια : το σημείο x = 0 μπορεί να ελκύει την
τροχιά του συστήματος αλλά να μην είναι ευσταθές π.χ.
homoclinic orbit
(https://youtu.be/HS_2v_UX4hM?si=VRTtViQFbRLdgMx6)

Τι ισχύει για τα γραμμικά, χρονικά μη μεταβαλλόμενα συστήματα
ẋ = (A+ BK )x με λ(A+ BK ) < 0;

▶ x = 0 είναι ευσταθές για όλο το Rn

▶ x = 0 είναι ασυμπτωτικά ευσταθές με πεδίο ελκτικότητας το Rn

▶ x = 0 είναι εκθετικά ευσταθές με πεδίο ελκτικότητας το Rn

▶ Εκθετική ευστάθεια ⇔ Ασυμπτωτική Ευστάθεια ⇔ Τοπική
ευστάθεια

Γιατί;
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