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Πείραμα
Δημιουργήστε ιστογράμματα των τυχαίων 
τιμών ενός πειράματος κάνοντας 
ανεξάρτητες επαναλήψεις με αυξανόμενο 
αριθμό τιμών κάθε φορά.  
Τα ιστογράμματα θα συγκλίνουν σε 
σχήμα όπως το τελευταίο, παραπλεύρως.  
Αν κανονικοποιήσουμε το σχήμα ώστε το 
εμβαδόν του να είναι μονάδα, τότε στο 
περίγραμμα έχομε την συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας (pdf). 

pdf



Μέση τιμή και διασπορά συνεχούς τ.μ. W
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Μέση τιμή μ

Διασπορά σ2

Τυπική απόκλιση σ = σ2

Γκαουσιανή 
Κατανομή

Τέλεια 
«καμπάνα»
Συμμετρία!
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=0.4

Η Κατανομή του Gauss – Κανονική κατανομή

Αν μ=0 και σ2 =1  τότε έχομε την 
κανονική κατανομή N(0,1)

pdf



Σχόλια στην κατανομή Gaussian / Normal
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2dx = 1

N(0,1)



Πανταχού παρόν – Γκαουσιανός Θόρυβος
❑ Ο θόρυβος που λαμβάνεται στον δέκτη είναι συχνά το άθροισμα πολλών επιμέρους θορύβων 

ανεξάρτητων μεταξύ τους που προέρχονται από πολλές διαφορετικές πηγές. Το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα 

λέει ότι το άθροισμά τους θα είναι Γκαουσιανός θόρυβος, ειδικά αν ο αριθμός τους είναι μεγάλος. 

❑ Το σχήμα δείχνει τα ιστογράμματα των αποτελεσμάτων 10.000 δοκιμών (επαναλήψεων) αθροίσματος 100 
τυχαίων δειγμάτων που αντλήθηκαν από [-1,1] χρησιμοποιώντας δύο διαφορετικές κατανομές.
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Παράδειγμα Κεντρικού Οριακού Θεωρήματος



Σχέση της Γκαουσιανής κατανομής με την Κανονική Ν(0,1)
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Η τιμή z δείχνει πόσες τυπικές αποκλίσεις σ απέχει 
η τιμή x από το μέσο όρο μ. Έστω x =190, μ =150, σ
=25, τότε z =(190–150)/25 = 1,6. 
Δηλ. η τιμή 190 είναι 1,6 τυπικές αποκλίσεις πάνω 
από το 150.

Γκαουσιανή κατανομή

Τυποποιημένη Γκαουσιανή κατανομή 
Κανονική κατανομή Ν(0,1)



Χρήση της τυποποιημένης κατανομής Ν(0,1)
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Διατίθενται πίνακες που δείχνουν τιμές της αθροιστικής κατανομής (Cumulative Distribution Function - CDF)
Π.χ. για z = - 0.81, τότε από τους πίνακες παίρνουμε CDF(z) = P(z ≤ -0.81) = 0.2090



CDF
της 
τυποκοιημένης
Κανονικής
Κατανομής 
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CDF
της τυποποιημένης
Κανονικής
Κατανομής 
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Εύρεση Πιθανότητας από Γκαουσιανή Κατανομή Ν(μ,σ)
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Μετασχηματίζουμε τις τιμές x σε z: z = (450-485)/105 = -0.33 και z = (350-485)/105 = -1.29 
και χρησιμοποιούμε τους πίνακες CDF της τυποποιημένης Κανονικής Κατανομής Ν(0, 1) 



Αξίζει να 
θυμόμαστε

από την 
Ν(μ,σ)
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z = [(μ+σ) – μ]/σ = +1
z = [(μ-σ) – μ]/σ = - 1
CDF(+1) = 0.8413
CDF(-1) = 0.1587
P[ (μ-σ) ≤ x ≤ (μ+σ) ]=
0.8413-0.1587 = 68.3%



Q-Function: Πιθανότητα «ουράς» Κανονικής Κατανομής
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Q(a) = 1 – CDF(a), όπου CDF(a) η τιμή της CDF από τους πίνακες της Ν(0,1) για z = a
Π.χ. Q(1) = 1 – CDF(1) = 1 – 0.8413 = 0.1587

=0.4



Gaussian 
Distribution (α)

Q-function (β)

Cumulative 
Distribution (γ)
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0.4≈

-

Q(2)= 1-F(2)=
1-0.977=0.023

F(2)= 1-Q(2)=
1-0.023=0.977



Τιμές
της Q-function
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Error Functions (erf - erfc) and Q-Function 
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Προσοχή!!!  Ο τύπος της erf ή της erfc δίδεται για Γκαουσιανή κατανομή με μ=0 και σ2=1/2  σ=1/ 2

erfc(z) = 2 Q(z2)



Error Functions (erf - erfc) and Q-Function  (συνέχεια)  

= 2Q(       x)



Πιθανότητα σφάλματος στην ψηφιακή μετάδοση βασικής ζώνης 
υπό θόρυβο

• Έστω μονοπολική κωδικοποίηση (NRZ):  για το «1» στέλνομε  παλμό Α Volts και για το «0» παλμό 0 Volts.

• Στον δέκτη χρησιμοποιούμε (βέλτιστο) κατώφλι απόφασης Α’ = Α/2 Volts. 

• Αν την στιγμή της δειγματοληψίας ανιχνεύσουμε πλάτος > Α’ τότε εκτιμούμε ότι εστάλη το «1».

• Αν την στιγμή της δειγματοληψίας ανιχνεύσουμε πλάτος < Α’ τότε εκτιμούμε ότι εστάλη το «0».

• Υπεισέρχεται δε AWGN (με μ=0 και ισχύ σ2). Λόγω του θορύβου έχομε σφάλμα αποδοχής και απόρριψης.
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Σφάλμα αποδοχής με πιθανότητα

Σφάλμα απόρριψης με πιθανότητα

(α) εστάλη «0» (+ θόρυβος)

(β) εστάλη «1» (+ θόρυβος)

-



Πιθανότητα σφάλματος για μονοπολική μετάδοση 
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z = (A/2–μ)/σ= Α/(2σ)

PN
2PN

S



BER  συναρτήσει  Eb/N0  για unipolar  coding

• Μέση ενέργεια bit = Eb = S/Rb όπου Rb=1/Tb (bps),  S μέση ισχύς συμβόλου = ισχύ bit για 
binary κωδικοποίηση  (δηλ. Μ-ary με Μ=2). 

• Eb/N0= S/(RbN0)     Rb/B=2/(1+r) max Rb=2B B=Rb/2    PN= σ2= N0B= N0Rb/2N0Rb= 2σ2
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UNIPOLAR
Eb/N0=
A2Tb/(2N0) =
A2/(2N0Rb)=
A2/(4σ2)=
[A/(2σ)] 2

BER=Q(Eb/N0)



BER  συναρτήσει  SNR ή  Eb/N0  για  polar  coding
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POLAR
Eb/N0=
A2Tb/(4N0) =
A2/(4N0Rb)=
A2/(8σ2)=
[A/(2σ)]2/2
BER=Q(2Eb/N0)

Pσ

Για σύγκριση με unipolar coding έστω Vp = A/2. Οπότε 0 Volts είναι το (βέλτιστο) κατώφλι απόφασης 

Η μέση ισχύς ισοπίθανων παλμών είναι:  S=½(-A/2)2+½(A/2)2=(A/2)2  A/2=S  Pσ=Q[(S/PN )]=BER



Συγκριτικά:
BER για

μονοπολική – πολική
κωδικοποίηση,

συναρτήσει
SNR και Eb/N0 
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Mονοπολική 
κωδικοποίηση 
(NRZ):  
για «1» στέλνομε  
παλμό Α Volts 
και για «0» 
παλμό 0 Volts.

Πολική 
κωδικοποίηση 
(NRZ):  
για «1» στέλνομε  
παλμό Α/2 Volts και 
για το «0» παλμό 
–Α/2 Volts.

Ισοπίθανα bits «1», «0».

Βέλτιστο κατώφλι απόφασης.

BER   BER
(Unipolar)  (Polar)

Q[(S/(2PN))]  Q[(S/PN )]  SNR

Q[(Eb/N0)]  Q[(2Eb/N0)] Eb/N0

S ισχύς σήματος  Eb ενέργεια ανά bit
PN ισχύς θορύβου  N0 / 2 φασματική πυκνότητα θορύβου 
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