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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης

Στη ϕύση, τα κανάλια είναι όχι µόνο συνεχών τιµών αλλά και συνε-

χούς χρόνου (waveform channels).

Το Γκαουσιανό κανάλι συνεχούς χρόνου και πεπερασµένου εύρους

Ϲώνης, W , δίνεται από τη σχέση

Y (t) = (X(t) + Z(t)) ∗ h(t),

όπου Z(t) είναι λευκός Γκαουσιανός ϑόρυβος και h(t) είναι η κρου-

στική απόκριση ιδανικού ϐαθυπερατού ϕίλτρου µε fmax = W .

Από το Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Nyquist-Shannon-Kotelnikov γνω-

ϱίζουµε ότι οποιοδήποτε ϐαθυπερατό σήµα µπορεί να αναπαραστα-

ϑεί χωρίς απώλεια πληροφορίας µε χρήση τουλάχιστον 2W δειγ-

µάτων του ανά δευτερόλεπτο.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (2)

Συνεπώς, για σήµατα X(t) τα οποία δεν έχουν ϕασµατικό περιε-

χόµενο σε συχνότητες µεγαλύτερες της W , µπορούµε να χρησι-

µοποιήσουµε τα δείγµατά τους και, εποµένως, διακριτό µοντέλο

καναλιού.

Για πληρέστερη δικαιολόγηση δείτε π.χ. Cover & Thomas 9.3. Για

µια εξαντλητική εξέταση του προβλήµατος µε όλες τις απαραίτητες

λεπτοµέρειες δείτε Gallager, Chapter 8.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (3)

΄Εστω ότι παρατηρούµε το σήµα X(t) εύρους Ϲώνης W για T s.

Εάν η Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (PSD) της Z(t) ισούται µε
N0
2 ,

η ισχύς του ϑορύβου ισούται µε
N0
2 2W = N0W . Εποµένως, η

διασπορά κάθε δείγµατος ϑορύβου (από τα 2WT , συνολικά) ισούται

µε
N0WT
2WT = N0

2 .

Η ενέργεια ανά δείγµα ισούται µε
PT

2WT = P
2W .

Αποδεικνύεται ότι τα δείγµατα λευκού Γκαουσιανού ϑορύβου είναι

ανεξάρτητες και οµοίως κατανεµηµένες (i.i.d.) Γκαουσιανές τ.µ.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (4)

Συνεπώς, η χωρητικότητα του Γκαουσιανού καναλιού µε πεπερα-

σµένο εύρος Ϲώνης ισούται µε

Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού πεπερασµένου εύρους Ϲώνης W

C =
1
2

log

(
1 + P

2W
N0
2

)
=

1
2

log
(

1 +
P

N0W

)
bits/δείγµα⇒

C = W log
(

1 +
P

N0W

)
bits/s.
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Γκαουσιανό κανάλι µε πεπερασµένο εύρος Ϲώνης (5)

Χωρητικότητα Γκαουσιανού καναλιού εύρους Ϲώνης W

C = W log
(

1 +
P

N0W

)
bits/s

Παρατηρήσεις :

Η χωρητικότητα έχει λογαριθµική εξάρτηση από την ισχύ. Εποµένως,

καθώς αυξάνουµε την ισχύ, το ``κέρδος΄΄ που αποκοµίζουµε µειώνε-

ται.

΄Η αλλιώς : Για δεδοµένη ισχύ, εάν είναι διαθέσιµα δύο Γκαουσιανά

κανάλια (ταυτόχρονα) µε ίδιο ϑόρυβο, είναι καλύτερο να µοιράσου-

µε την ισχύ στα κανάλια.

Για W → ∞, C = P
N0

log2 e bits/s. Εποµένως, για άπειρο εύρος

Ϲώνης, η χωρητικότητα αυξάνει γραµµικά µε την ισχύ.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

΄Εστω K παράλληλα Γκαουσιανά κανάλια τα οποία µπορούν να χρη-

σιµοποιηθούν για τη µετάδοση πληροφορίας.

Για παράδειγµα, µπορεί να έχουµε Γκαουσιανό κανάλι συνεχούς

χρόνου µε έγχρωµο ϑόρυβο (µε διαφορετική, δηλαδή, πυκνότητα

ισχύος σε κάθε συχνότητα). Το κανάλι σε κάθε συχνότητα µπορεί

να µοντελοποιηθεί ως Γκαουσιανό. Τυπικό παράδειγµα : Συστήµατα

DSL.

Το µοντέλο παράλληλων Γκαουσιανών καναλιών µπορεί, επίσης, να

εφαρµοστεί σε κανάλια µε διαλείψεις (fading). Στην περίπτωση

επίπεδων (flat) διαλείψεων το κάθε ένα από τα K κανάλια αντιστοιχεί

σε µια χρονική στιγµή.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια (2)

Εποµένως, για το κανάλι j,

Yj = Xj + Zj, j = 1,2, . . . ,K, και Zj ∼ N (0,Nj).

Τέλος, ϑεωρούµε ότι η συνολική ισχύς που είναι διαθέσιµη για µε-

τάδοση είναι πεπερασµένη. ∆ηλαδή, E
[∑k

j=1 X2
j

]
≤ P .

Ποια είναι η χωρητικότητα του συστήµατος και πώς επιτυγχάνεται ;
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια (3)

Η `΄πληροφοριακή΄΄ χωρητικότητα των k παράλληλων καναλιών ισούται µε

C = max
f (x1,x2,...,xK):

∑
EX2

i ≤P
I(X1,X2, . . . ,Xk ; Y1,Y2, . . . ,YK).

Αποδεικνύεται ότι, και για τα παράλληλα Γκαουσιανά κανάλια, η

``λειτουργική΄΄ χωρητικότητα ισούται µε την ``πληροφοριακή΄΄.

∆εδοµένου ότι οι Zi είναι ανεξάρτητες,

I(X1,X2, . . . ,XK ; Y1,Y2, . . . ,YK)

= h(Y1, . . . ,YK)− h(Y1, . . . ,YK |X1, . . . ,XK)

= h(Y1, . . . ,YK)− h(Z1, . . . , ZK |X1, . . . ,XK)

= h(Y1, . . . ,YK)− h(Z1, . . . , ZK)

= h(Y1, . . . ,YK)−
∑

i

h(Zi)
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια (4)

I(X1,X2, . . . ,XK ; Y1,Y2, . . . ,YK) = h(Y1, . . . ,YK)−
∑

i

h(Zi)

(a)
≤
∑

i

h(Yi)− h(Zi)
(b)
≤
∑

i

1
2

log
(

1 +
Pi

Ni

)
,

όπου Pi = E [X2
i ].

Η ισότητα στο (a) ισχύει όταν οι Yi είναι ανεξάρτητες (και, εποµένως, οι

Xi , δεδοµένου ότι οι Zi είναι ανεξάρτητες). Η ισότητα στο (b) ισχύει για

Γκαουσιανές Xi .

Εποµένως, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε

(X1,X2, . . . ,XK) ∼ N

0,


Pi 0 . . . 0
0 P2 . . . 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 . . . PK


 .
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια (5)

Αποµένει να ϐρούµε την κατανοµή ισχύος (δηλαδή τα Pi :
∑

i Pi ≤
P) η οποία µεγιστοποιεί την I(X1,X2, . . . ,XK ; Y1,Y2, . . . ,YK).

Πρόβληµα ϐελτιστοποίησης :

µεγιστοποίησε την ποσότητα
∑

i
1
2 log

(
1 + Pi

Ni

)
µε τον περιορισµό

∑
i Pi = P
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Με χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange (ϐλ. π.χ. Cover & Thomas

9.4) αποδεικνύεται ότι η λύση δίνεται από την

Pi = (ν − Ni)
+,

όπου

(x)+ =

{
x εάν x ≥ 0
0 εάν x < 0

και
∑

i(ν − Ni)
+ = P.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια – Waterfilling

Η κατανοµή ισχύος ονοµάζεται waterfilling (ή waterpouring) γιατί η

διαθέσιµη ισχύς χρησιµοποιείται για να ``γεµίσει΄΄ δοχεία µε ύψος

πάτου ανάλογο της ισχύος του ϑορύβου.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια – Waterfilling (2)

Στην πράξη, ο αλγόριθµος waterfilling, µπορεί να υλοποιηθεί ως εξής (ϐλ.

και Cioffi

http://www.stanford.edu/group/cioffi/book/chap4.pdf).

1. ΄Εστω ότι K∗ είναι ο αριθµός των καναλιών που χρησιµοποιούνται για

τη µετάδοση (όπου, δηλαδή, Pi > 0). Αρχικά υποθέτουµε ότι όλα τα

κανάλια είναι ``ενεργά΄΄ και τα διατάσσουµε ως προς το ϑόρυβο. Το

κανάλι 1 έχει τη µικρότερη διασπορά ϑορύβου (Ni ≤ Nj για i < j).

2. Εποµένως, K∗ = K , Pi = (ν − Ni) και P =
∑K

i=1 Pi = Kν −∑K
i=1 Ni .

3. Λύνουµε ως προς τον άγνωστο ν.

4. Θεωρούµε το κανάλι K∗ µε το µεγαλύτερο ϑόρυβο.

Εάν PK∗ = ν−NK∗ ≤ 0 και τα K∗
κανάλια χρησιµοποιούνται (εκτός,

πιθανώς, από κάποια µε Pi = 0) και η ϐέλτιστη κατανοµή δίνεται από

τα Pi = ν − Ni , i = 1, . . . ,K∗
.

Εάν PK∗ = ν − NK∗ < 0, το κανάλι K∗
δε χρησιµοποιείται και το

αφαιρούµε. Θέτουµε K∗ = K∗ − 1 και επιστρέφουµε στο Βήµα 3.
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Μια εναλλακτική µέθοδος εύρεσης του τρόπου κατανοµής

ισχύος

Με δεδοµένο ότι η µετάδοση σε κάθε κανάλι πρέπει να γίνει

ανεξάρτητα µε χρήση Γκαουσιανού ϐιβλίου κωδικων, ένας άλλος

τρόπος να ϐρεθεί ο τρόπος κατανοµής της ισχύος είναι ο εξής :

Παραγωγίζοντας τη χωρητικότητα του i−στού καναλιού ως προς Pi

προκύπτει ότι

∂Ci

∂Pi
=

1
2Ni

Ni

Ni + Pi
log2 e =

log2 e

2(Ni + Pi)
> 0.

Παρατηρούµε ότι η
∂Ci
∂Pi

είναι ϕθίνουσα συνάρτηση της ισχύος Pi .

Επίσης, η
∂Ci
∂Pi

είναι ϕθίνουσα συνάρτηση της ϕασµατικής πυκνότη-

τας ισχύος, Ni , του ϑορύβου.
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Παράλληλα Γκαουσιανά Κανάλια

Χωρητικότητα Παράλληλων Γκαουσιανών Καναλιών

Μια εναλλακτική µέθοδος εύρεσης του τρόπου κατανοµής ισχύος

Μια εναλλακτική µέθοδος εύρεσης του τρόπου κατανοµής

ισχύος (2)

Εποµένως, αρχίζοντας από Pi = 0 για όλα τα i, το πρώτο κανάλι,

έστω j, στο οποίο πρέπει να δοθεί ισχύς ∆P είναι αυτό για το οποίο

ισχύει Nj ≤ Ni για όλα τα i.

Στο επόµενο ϐήµα, το επίπεδο ``ϑορύβου΄΄ σε όλα τα κανάλια ισούται

µε Ni , εκτός από το j-στό κανάλι, το οποίο έχει επίπεδο ``ϑορύβου΄΄

ίσο µε Nj + ∆P .

Εάν Nj < Ni για όλα τα i 6= j, ϑα συνεχίσουµε να αναθέτουµε ισχύ

στο κανάλι j έως ότου Nj + Pj = Nk , όπου Nj < Nk ≤ Ni , k 6= i
και k 6= j.

Στη συνέχεια, η ισχύς ϑα µοιράζεται εξίσου και στα δύο κανάλια

j και k έως ότου υπάρξει τρίτο κανάλι m για το οποίο Nj + Pj =
Nk + Pk = Nm .
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Μια εναλλακτική µέθοδος εύρεσης του τρόπου κατανοµής

ισχύος (3)

Συνεπώς, όταν τελειώσει η συνολική ισχύς, P , για όλα τα κανάλια τα

οποία χρησιµοποιούνται ϑα ισχύει Ni + Pi = ν, ενώ για τα κανάλια

για τα οποία Nj > ν, Pj = 0.

Για περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε D. Tse, ‘‘Optimal Power Al-

location over Parallel Gaussian Broadcast Channels,’’ Ενότητα 3.2.

http://www.eecs.berkeley.edu/∼dtse/broadcast2.pdf

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχ. Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 12η διάλεξη 21/ 21

http://www.eecs.berkeley.edu/~dtse/broadcast2.pdf

	  µ µ  
	  
	   
	  µ    µ 


