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Αντιστοιχία 11ης εβδοµάδας µε ϐιβλία Cover & Thomas και El

Gamal & Kim

Cover & Thomas Κεφ. 8, 9.1–9.2

El Gamal & Kim 2.2, 3.3 – 3.4
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∆ιαφορική Εντροπία – Εισαγωγή

΄Εως τώρα ϑεωρούσαµε διακριτές τ.µ. µε τιµές µε πεπερασµένο

και διακριτό αλφάβητο.

Τα αποτελέσµατα της Θεωρίας Πληροφορίας επεκτείνονται σε συ-

νεχείς τ.µ., µε κατάλληλες τροποποιήσεις και µε χρήση της

διαφορικής εντροπίας (differential entropy).

Γενικά, όσα ισχύουν για διακριτές τ.µ. ισχύουν (µε κατάλληλες τρο-

ποποιήσεις) και για συνεχείς τ.µ. Ωστόσο, η διαφορική εντροπία

είναι πιο ``προβληµατικό΄΄ µέγεθος σε σχέση µε την εντροπία και

υπάρχουν κάποιες διαφορές που ϑα πρέπει να προσεχτούν.

Θα αναφερθούµε στις συνεχείς τ.µ. πιο επιγραµµατικά,

ϕροντίζοντας, όµως, να επισηµαίνουµε τις διαφορές, όπου υπάρ-

χουν.
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∆ιαφορική Εντροπία – Ορισµός

� Ορισµός 11.1. Η ∆ιαφορική Εντροπία h(X) συνεχούς τ.µ X µε

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f (x), εάν η f υπάρχει, ορίζεται

ως

h(X) = −
∫

S
f (x) log f (x)dx,

όπου S είναι το πεδίο ορισµού της τ.µ.

Υποθέτουµε ότι η f (x) log f (x) είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann.
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Παράδειγµα 11.1. – ∆εν ισχύει, κατ΄ ανάγκη, h(X) ≥ 0!

΄Εστω συνεχής τ.µ. X , οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο διάστηµα

[0,a].

h(X) = −
∫

S
f (x) log f (x)dx = −

∫ a

0

1
a

log
1
a

dx = log a.

Για a < 1, h(X) < 0.

Ωστόσο, η ποσότητα 2h(X) είναι πάντοτε µη αρνητική.

Η διαφορική εντροπία διακριτής τ.µ. ισούται µε −∞ (2−∞ = 0).
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Παράδειγµα 11.2. – Εντροπία Γκαουσιανής τ.µ.

΄Εστω συνεχής τ.µ. X η οποία ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση

τιµή 0 και διασπορά σ2.

X ∼ 1√
2πσ

e−
x2

2σ2 .

Με χρήση του ορισµού της διαφορικής εντροπίας,

h(X) = −
∫

S
f (x) ln f (x)dx = −

∫ ∞
−∞

f (x) ln f (x)dx

= −
∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
x2

2σ2

[
− x2

2σ2 − ln
(√

2πσ
)]

dx

=
EX2

2σ2 +
1
2

ln
(
2πσ2) =

1
2

+
1
2

ln
(
2πσ2) =

1
2

ln e +
1
2

ln
(
2πσ2)

=
1
2

ln
(
2πeσ2)

nats =
1
2

log
(
2πeσ2)

bits
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Παράδειγµα 11.3. – Εντροπία διακριτής αναπαράστασης

συνεχούς τ.µ.

΄Εστω συνεχής τ.µ. X µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f (x). Χω-

ϱίζουµε την f (X) σε διαστήµατα πλάτους ∆, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα.

Για κάθε διάστηµα πλάτους ∆ υπάρχει xi τέτοιο ώστε f (xi)∆ =
∫ (i+1)∆

i∆ f (x)dx.

Θεωρούµε τη διακριτή αναπαράσταση, X∆, της συνεχούς τ.µ. X :

X∆ = xi , όταν i∆ ≤ X < (i + 1)∆.
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Παράδειγµα 11.3. – Εντροπία διακριτής αναπαράστασης

συνεχούς τ.µ. (2)

pi , Pr
{

X∆ = xi
}

=
∫ (i+1)∆

i∆ f (x)dx = f (xi)∆.

Εποµένως, για την εντροπία της (διακριτής) X∆ ισχύει

H(X∆) = −
∞∑
−∞

pi log pi = −
∞∑
−∞

(f (xi)∆) log (f (xi)∆) =

= −
∞∑
−∞

f (xi)∆ log f (xi)−
∞∑
−∞

f (xi)∆ log ∆

= −
∞∑
−∞

f (xi)∆ log f (xi)− log ∆.
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Παράδειγµα 11.3. – Εντροπία διακριτής αναπαράστασης

συνεχούς τ.µ. (3)

H
(
X∆
)

= −
∞∑
−∞

f (xi)∆ log f (xi)− log ∆.

΄Οταν ∆ → 0, H
(
X∆
)
→ h(X) − log ∆, εάν η f (x) είναι ολο-

κληρώσιµη κατά Riemann.

Παρατηρούµε ότι η ποσότητα log ∆ είναι ανάλογη του αριθµού n
των bits που χρησιµοποιούνται για τη διακριτοποίηση (κβάντιση) της

συνεχούς τ.µ. X . Εποµένως, H
(
X∆
)
≈ h(X) + n.

Η ακριβής (µη κβαντισµένη) τιµή συνεχούς τ.µ. απαιτεί άπειρα bits

για την περιγραφή της (διαισθητικά λογικό).
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Από κοινού και υπό συνθήκη ∆ιαφορική Εντροπία

Οι ορισµοί είναι παρόµοιοι µε τους αντίστοιχους ορισµούς για διακριτές

τ.µ.

� Ορισµός 11.2. Από κοινού διαφορική εντροπία :

h(X1,X2, . . . ,Xn) = −
∫

f (xn) log f (xn)dxn (εάν υπάρχει),

όπου f (xn) = f (x1, x2, . . . , xn).

� Ορισµός 11.3. Υπό συνθήκη διαφορική εντροπία :

h(X |Y ) = −
∫

f (x, y) log f (x|y)dxdy (εάν υπάρχει).

΄Οπως και στην περίπτωση διακριτών τ.µ., εάν όλες οι ποσότητες

είναι πεπερασµένες,

h(X |Y ) = h(X ,Y )− h(Y ).
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Παράδειγµα 11.4. – ∆ιαφορική Εντροπία πολυµεταβλητής

Γκαουσιανής τ.µ.

΄Εστω τ.µ. που ακολουθεί πολυµεταβλητή Γκαουσιανή κατανοµή:

f (x) = f (x1, x2, . . . , xn) =
1(√

2π
)n |K|1/2

e−
1
2 (x−m)T K−1(x−m),

όπου (·)T υποδηλώνει αναστροφή (διανύσµατος ή πίνακα), K είναι ο

πίνακας συσχέτισης και |K| η ορίζουσα του K .

Αποδεικνύεται (µε χρήση του ορισµού και πράξεις – Cover & Thomas

Theorem 8.4.1) ότι

h(X1,X2, . . . ,Xn) = h (Nn(m,K)) =
1
2

log(2πe)n|K| bits.

Για πραγµατική τ.µ. X ∼ 1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 , h(X) = 1
2 log (2πeσ2) bits.
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Σχετική Εντροπία και Αµοιβαία Πληροφορία για συνεχείς τ.µ.

� Ορισµός 11.4. Σχετική Εντροπία (Απόσταση Kullback-Leibler):

D(f ||g) =
∫

f log f
g . Πεπερασµένη µόνο εφόσον το πεδίο ορι-

σµού της f περιέχεται στο πεδίο ορισµού της g.

� Ορισµός 11.5. Εάν ορίζεται από κοινού συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας για τις τ.µ. X και Y , η Αµοιβαία Πληροφορία ορίζεται

ως

I(X ; Y ) = D(f (x, y)||f (x)f (y)) =

∫
f (x, y) log

f (x, y)

f (x)f (y)
dxdy.

΄Οπως και για τις διακριτές τ.µ., I(X ; Y ) = h(X) − h(X |Y ) =
h(Y )− h(Y |X) = h(X) + h(Y )− h(X ,Y ).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 11η εβδοµάδα 13/ 45



Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Σχετική Εντροπία και Αµοιβαία Πληροφορία για συνεχείς τ.µ.

(2)

Εάν δεν ορίζεται f (x, y), µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο πλέον γενικός

ορισµός της Αµοιβαίας Πληροφορίας

I(X ; Y ) = sup
όλες οι P,Q

I ([X ]P ; [Y ]Q) ,

όπου P καιQ πεπερασµένες διαµερίσεις (partitions) των X και Y
και [X ]P , [Y ]Q οι κβαντίσεις των X και Y ως προς τις διαµερίσεις

P και Q, αντίστοιχα (περισσότερες λεπτοµέρειες στο ϐιβλίο των

Cover & Thomas).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 11η εβδοµάδα 14/ 45



Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Ιδιότητες Σχετικής Εντροπίας και Αµοιβαίας Πληροφορίας για

συνεχείς τ.µ.

D(f ||g) ≥ 0, µε ισότητα όταν f = g σχεδόν παντού.

Απόδειξη : Εάν S είναι το πεδίο ορισµού της f ,

−D(f ||g) =

∫
S

f log
g

f

(a)

≤ log
∫

S
f

g

f
= log

∫
S

g
(b)

≤ log 1 = 0.

(a) γιατί; (b) S υποσύνολο του πεδίου ορισµού της g.

I(X ; Y ) ≥ 0 µε = εάν και µόνο εάν X και Y ανεξάρτητες. Γιατί;
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Ιδιότητες Σχετικής Εντροπίας και Αµοιβαίας Πληροφορίας για

συνεχείς τ.µ. (2)

h(X |Y ) ≤ h(X) µε = εάν και µόνο εάν X και Y ανεξάρτητες.

Κανόνας αλυσίδας για τη ∆ιαφορική Εντροπία :

h(X1,X2, . . . ,Xn) =
∑n

i=1 h(Xi |X1,X2, . . . ,Xi−1). Αποδεικνύε-

ται εύκολα από τον ορισµό της Από Κοινού ∆ιαφορικής Εντροπίας.

h(X1,X2, . . . ,Xn) ≤
∑

h(Xi), µε = εάν και µόνο εάν οι

X1,X2, . . . ,Xn είναι ανεξάρτητες.
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΄Αλλες Ιδιότητες ∆ιαφορικής Εντροπίας

h(X + c) = h(X). Προκύπτει απευθείας από τον ορισµό.

Η διαφορική εντροπία είναι αναλλοίωτη σε µετάθεση.

Αντίστοιχη ιδιότητα για διακριτές τ.µ.: η εντροπία διακριτών τ.µ. εξαρ-

τάται µόνο από την κατανοµή τους και όχι από τις τιµές τους.

h(aX) = h(X) + log |a|. Για την απόδειξη δείτε π.χ. Cover &

Thomas Theorem 8.6.4.

∆ιαισθητικά λογικό : Η τ.µ. παίρνει, πλέον, τιµές, σε διάστηµα διαφο-

ϱετικού µήκους.

h(AX) = h(X) + log |det(A)|, όπου det(A) η ορίζουσα του A.
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Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Θεώρηµα 11.6. ΄Εστω τυχαίο διάνυσµα X ∈ Rn µε µέση τιµή m = 0
και πίνακα συσχέτισης K = E

[
XXT

]
(δηλαδή Kĳ = E [XiXj] , 1 ≤

i, j ≤ n).

Για τη διαφορική εντροπία της X ισχύει

h(X) ≤ 1
2 log(2πe)n|K|, µε = εάν και µόνο εάν X ∼ N (0,K).

Εποµένως, για δεδοµένο πίνακα συσχέτισης K , η συνεχής κατανο-

µή που µεγιστοποιεί την εντροπία είναι η Γκαουσιανή!

Θα µας χρησιµεύσει στον υπολογισµό της χωρητικότητας του Γκα-

ουσιανού Καναλιού.
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Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας (2)

Πόρισµα 11.7. Για ϐαθµωτή συνεχή τ.µ. X µε µέση τιµή m = 0
και διασπορά σ2, η κατανοµή που µεγιστοποιεί την h(X) είναι η

N (0, σ2).

∆εδοµένου ότι h(X + c) = h(X), µπορούµε να επεκτείνουµε το

αποτέλεσµα και σε τ.µ. µε µη µηδενική µέση τιµή.

Μεταξύ συνεχών τ.µ. µε την ίδια ισχύ (=
∑

i E|Xi |2 = E
[
XT X

]
=

tr{E
[
XXT

]
} = tr{K}), οι πιο ``αβέβαιες΄΄ είναι αυτές που ακολου-

ϑούν Γκαουσιανή κατανοµή N (m,K).
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AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες
Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας – Απόδειξη

΄Εστω g(x) οποιαδήποτε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που ικανο-

ποιεί τον περιορισµό συσχέτισης Eg(x)[XiXj] =
∫

g(x)xixjdx = Kĳ για

όλα τα i, j. ΄Εστω, επίσης φK(x) η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

διανύσµατος που ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή N (0,K):

φK(x) =
1(√

2π
)n |K|1/2

e−
1
2 xT K−1x ⇒ logφK(x) = A−1

2
log2 e·xT K−1x

Επίσης,
∫
φK(x)xixjdx = Kĳ . Εποµένως,

0 ≤ D(g||φK) =

∫
g log

(
g

φK

)
= −h(g)−

∫
g logφK

(a)
= −h(g)−

∫
φK logφK = −h(g) + h(φK).

(a) Προκύπτει από την παρατήρηση ότι η logφK(x) είναι τετραγωνική

µορφή (άθροισµα όρων της µορφής aĳxixj), και από την υπόθεση ότι∫
g(x)xixjdx =

∫
φK(x)xixjdx.
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Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

AEP για συνεχείς τ.µ.

1 Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

2 AEP για συνεχείς τ.µ.

3 Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας

Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)

Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)

Sphere packing
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Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

AEP για συνεχείς τ.µ.

Για την περίπτωση συνεχών τ.µ. το AEP µπορεί να αποδειχτεί µε πα-

ϱόµοιο τρόπο όπως στην περίπτωση διακριτών τυχαίων µεταβλητών.

Πιο συγκεκριµένα,

1. Pr
{

A(n)
ε

}
> 1− ε για n > n0.

2. Vol

(
A(n)
ε

)
≤ 2n(h(X)+ε) για όλα τα n.

3. Vol

(
A(n)
ε

)
≥ (1− ε)2n(h(X)−ε) για n > n0.

Παρατηρήστε ότι, για συνεχείς τ.µ., η ποσότητα που αντιστοιχεί στον

αριθµό στοιχείων του τυπικού συνόλου |A(n)
ε | είναι ο όγκος Vol(A)

του συνόλου A:

Vol(A) =

∫
A

dx1dx2 . . .dxn.
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AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

AEP για συνεχείς τ.µ. (συνέχεια)

΄Οσο µικρότερη είναι η εντροπία µιας συνεχούς τ.µ., τόσο µικρότε-

ϱος είναι ο µέσος όγκος που καταλαµβάνει το σύνολο που περιέχει

σχεδόν όλη την πιθανότητα (για δεδοµένο n).

Για n σύµβολα (διαστάσεις), Vol

(
A(n)
ε

)
≈ 2nh(X). Εποµένως, ο

``χώρος΄΄ στον οποίο περιέχονται οι τυπικές ακολουθίες έχει πλευρά

µήκους ≈ 2h(X) ανά διάσταση.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

1 Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

2 AEP για συνεχείς τ.µ.

3 Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας

Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)

Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)

Sphere packing
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Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Το Γκαουσιανό Κανάλι – Εισαγωγή

Κανάλι διακριτού χρόνου µε συνεχές αλφάβητο.

Σχέση Εισόδου-Εξόδου

Yi = Xi + Zi , Zi ∼ N (0,N),

όπου οι τ.µ. Zi είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους και ανεξάρτητες από

τις Xi .

Αποτελεί πολύ καλό και ευρέως χρησιµοποιούµενο µοντέλο για

συστήµατα επικοινωνιών.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Το Γκαουσιανό Κανάλι – Εισαγωγή (2)

Ποια είναι η χωρητικότητα του Γκαουσιανού Καναλιού ; Εξαρτάται από

τις υποθέσεις !

Εάν η διασπορά του ϑορύβου ισούται µε 0, η έξοδος του καναλιού

ισούται µε την είσοδό του. Εποµένως, µπορούµε να µεταδώσουµε

µε άπειρο ϱυθµό (χρησιµοποιώντας συνεχές η άπειρο διακριτό

αλφάβητο για τη X ).

Το ίδιο ισχύει εάν ο ϑόρυβος έχει πεπερασµένη διασπορά, αλλά

δεν υπάρχει περιορισµός πλάτους ή ισχύος της εισόδου. Μπο-

ϱούµε πάντα να χρησιµοποιήσουµε είσοδο τέτοιου πλάτους ώστε

να µπορούµε να ανακτήσουµε το µεταδοθέν σήµα στην έξοδο µε

πιθανότητα σφάλµατος που τείνει στο 0.

Στην πράξη, ο ϑόρυβος Z έχει µη µηδενική διασπορά (ισχύ). Επίσης,

υπάρχει περιορισµός ως προς τη διαθέσιµη ισχύ της X .
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Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Το Γκαουσιανό Κανάλι – Εισαγωγή (3)

Στο µάθηµα ``Θεωρία Πληροφορίας΄΄ είδαµε ότι, για την περίπτωση

πεπερασµένης ισχύος εισόδου
1
n

∑n
i=1 x2

i ≤ P , η χωρητικότητα

του Γκαουσιανού καναλιού ισούται µε

Χωρητικότητα Γκαουσιανού Καναλιού

C =
1
2

log
(

1 +
P

N

)
bits/χρήση καναλιού

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 11η εβδοµάδα 27/ 45



Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Χωρητικότητα Γκαουσιανού Καναλιού µε περιορισµό ισχύος

� Ορισµός 11.8. Η ``πληροφοριακή΄΄ χωρητικότητα του Γκαουσιανού

Καναλιού µε περιορισµό ισχύος (power contraint) P ορίζεται ως

C = max
fX (x):E[X2]≤P

I(X ; Y ).

Θα επαναλάβουµε τον υπολογισµό της πληροφοριακής χωρητι-

κότητας Γκαουσιανού καναλιού που παρουσιάστηκε στο µάθηµα

``Θεωρία Πληροφορίας΄΄.

I(X ; Y ) = h(Y )− h(Y |X) = h(Y )− h(X + Z |X)

= h(Y )− h(Z |X)
(a)
= h(Y )− h(Z) = h(Y )− 1

2
log 2πeN .

(a) η Z (ϑόρυβος) είναι ανεξάρτητη της X .

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 11η εβδοµάδα 28/ 45



Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Χωρητικότητα Γκαουσιανού Καναλιού µε περιορισµό ισχύος

(2)

Για τη διασπορά της Y , και δεδοµένου ότι E[Z ] = 0, ισχύει

E
[
Y 2] = E

[
(X + Z)2] = E

[
X2]+2E[X ]E[Z ]+E

[
Z2] = P+N .

Εποµένως, h(Y ) ≤ 1
2 log 2πe(P + N), µε = όταν η Y ακολουθεί

Γκαουσιανή κατανοµή. Συνεπώς,

I(X ; Y ) = h(Y )− 1
2

log 2πeN

≤ 1
2

log 2πe(P + N)− 1
2

log 2πeN ⇒

C ≤ 1
2

log
(

1 +
P

N

)
.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 11η εβδοµάδα 29/ 45



Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Χωρητικότητα Γκαουσιανού Καναλιού µε περιορισµό ισχύος

(3)

Y = X + N . Από τη Θεωρία Πιθανοτήτων, ο γραµµικός συν-

δυασµός δύο Γκαουσιανών τ.µ. ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή.

Συνεπώς, όταν η Y ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή, το ίδιο ισχύει

και για τη X .

Προκειµένου να έχουµε Var(X) = P πρέπει E[X ] = 0 ούτως

ώστε Var(X) = E[X2] = P . ∆ιαισθητικά, αν E[X ] 6= 0 χάνουµε

ισχύ για να ``πολώσουµε΄΄ τη X σε µη µηδενική µέση τιµή.

΄Αρα, η πληροφοριακή χωρητικότητα του Γκαουσιανού καναλιού ε-

πιτυγχάνεται µε χρήση Γκαουσιανής εισόδου X ∼ N (0, P) και

C = 1
2 log

(
1 + P

N

)
.

Αποµένει να αποδείξουµε ότι η ``πληροφοριακή΄΄ χωρητικότητα του

Γκαουσιανού καναλιού ισούται µε τη ``λειτουργική΄΄ του χωρητικότητα.
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Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία
AEP για συνεχείς τ.µ.

Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)

1 Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

2 AEP για συνεχείς τ.µ.

3 Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας

Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)

Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)

Sphere packing
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό κανάλι

Σηµείωση : Η απόδειξη του ευθέος είναι παρόµοια µε αυτή για το

διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη και δίνεται στο Κεφάλαιο 9.1 του ϐιβλίου

των Cover & Thomas. Θα επισηµάνουµε µόνο τις διαφορές.

΄Οπως και για το διακριτό κανάλι χωρίς µνήµη, κατασκευάζονται

κωδικές λέξεις µήκους n. Η µόνη διαφορά είναι ότι πρέπει να

ικανοποιούν τον περιορισµό ισχύος :
∑n

i=1 x2
i (w) ≤ nP, w =

1,2, . . . ,M , όπου M ο αριθµός των µηνυµάτων (και ίσος µε 2nR).

Εάν κατασκευάσουµε τα σύµβολα των κωδικών λέξεων µε ϐάση

Γκαουσιανή κατανοµήN (0, P − ε), για µεγάλο n,
1
n

∑
X2

i → P −
ε και, εποµένως, ο περιορισµός ικανοποιείται µε πιθανότητα που

τείνει στο 1.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό κανάλι (2)

Μετά την κατασκευή του τυχαίου κώδικα, αυτός αποκαλύπτεται τόσο

στον ποµπό όσο και στο δέκτη. Θεωρούµε ότι η αποκωδικοποίηση

στο δέκτη γίνεται µε χρήση από κοινού τυπικότητας.

Σε σύγκριση µε τα διακριτά κανάλια χωρίς µνήµη, υπάρχει ένα ε-

πιπλέον ενδεχόµενο που συµβάλλει στην πιθανότητα σφάλµατος :

Το ενδεχόµενο η κωδική λέξη που έχει αποσταλεί να µην ικανο-

ποιεί τον περιορισµό ισχύος. Ωστόσο, για µεγάλα n η πιθανότητα

αυτή µπορεί να γίνει αυθαίρετα µικρή (από το Νόµο των Μεγάλων

Αριθµών). Συνεπώς, και η συνολική πιθανότητα σφάλµατος µπορεί

να γίνει αυθαίρετα µικρή, όπως και στην περίπτωση του διακριτού

καναλιού χωρίς µνήµη.
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Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)

1 Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

2 AEP για συνεχείς τ.µ.

3 Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας

Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)

Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)

Sphere packing
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό κανάλι

(αντίστροφο)

Και για το αντίστροφο, η απόδειξη είναι παρόµοια µε αυτή για το

αντίστροφο του Θεωρήµατος Κωδικοποίησης για διακριτά κανάλια

χωρίς µνήµη.

Θεωρούµε ότι οι κωδικές λέξεις ικανοποιούν τον περιορισµό ι-

σχύος, δηλαδή ότι
1
n

∑n
i=1 x2

i (w) ≤ P.

Επιπλέον, ϑεωρούµε ότι η κατανοµή των 2nR µηνυµάτων είναι οµοι-

όµορφη και χρησιµοποιούµε την ανισότητα Fano.

H(W |Ŵ ) ≤ H
(

P(n)
e

)
+ P(n)

e log |X |

= 1 + nP(n)
e R = n

(
1
n

+ P(n)
e R

)
= nεn,

όπου εn → 0 καθώς P(n)
e → 0.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό κανάλι

(αντίστροφο) (2)

΄Οπως και στην περίπτωση διακριτού καναλιού χωρίς µνήµη,

I(Xn; Y n) ≤
∑n

i=1 I(Xi ; Yi).

I(Xn; Y n) = h(Y n)− h(Y n|Xn) = h(Y n)− h(Zn)

≤
n∑

i=1

h(Yi)− h(Zn)

=
n∑

i=1

h(Yi)−
n∑

i=1

h(Zi) =
n∑

i=1

I(Xi ,Yi).
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό κανάλι

(αντίστροφο) (3)

H(W |Ŵ ) ≤ H
(

P(n)
e

)
+ P(n)

e log |X | = 1 + nP(n)
e R

= n

(
1
n

+ P(n)
e R

)
= nεn,

Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε

nR = H(W ) = I(W ; Ŵ ) + H(W |Ŵ )
(a)

≤ I(W ; Ŵ ) + nεn
(b)

≤ I(Xn; Y n) + nεn ≤
n∑

i=1

I(Xi ,Yi) + nεn.

(a) Ανισότητα Fano, (b) Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό κανάλι

(αντίστροφο) (4)

Ορίζουµε Pi = 1
2nR

∑
w x2

i (w), δηλαδή τη µέση ισχύ του i−οστού

συµβόλου των κωδικών λέξεων. Εποµένως, E
[
Y 2

i

]
= Pi + N και

h(Yi) ≤ 1
2 log 2πe(Pi + N).

Συνεπώς,

nR ≤
∑

i

I(Xi ; Yi) + nεn ≤
∑

i

1
2

log
(

1 +
Pi

N

)
+ nεn.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Θεώρηµα Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό κανάλι

(αντίστροφο) (5)

nR ≤
∑

i

1
2

log
(

1 +
Pi

N

)
+ nεn ⇒

R ≤
∑

i

1
n

{
1
2

log
(

1 +
Pi

N

)}
+ εn

(a)

≤ 1
2

log

(
1 +

1
n

n∑
i=1

Pi

N

)
(b)

≤ 1
2

log
(

1 +
P

N

)
.

(a) από την ανισότητα Jensen. (b) δεδοµένου ότι οι κωδικές λέξεις

ικανοποιούν τον περιορισµό ισχύος,
1
n

∑
i Pi ≤ P .

Συνεπώς, για P(n)
e → 0, R ≤ 1

2 log
(
1 + P

N

)
και δεν υπάρχει κώδι-

κας που να ικανοποιεί τον περιορισµό ισχύος και να επιτυγχάνει

R > C.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Κωδικοποίηση καναλιού µε κόστος

Η µετάδοση στο Γκαουσιανό κανάλι µε περιορισµό ισχύος είναι

ειδική περίπτωση της κωδικοποίησης µε κόστος.

Στην κωδικοποίηση µε κόστος, σε κάθε σύµβολο x ∈ X της πηγής

αντιστοιχεί µία τιµή κόστους b(x) ≥ 0 και επιβάλλεται ο περιορισµός∑n
i=1 b(xi(m)) ≤ nB για κάθε κωδική λέξη xn(m).

Αποδεικνύεται (δείτε π.χ. El Gamal & Kim, Network Information

Theory) ότι η χωρητικότητα ∆ιακριτού Καναλιού Χωρίς Μνήµη µε

περιορισµό κόστους B ισούται µε

C(B) = max
p(x):E[b(X)]≤B

I(X ; Y ).

Αποδεικνύεται, επίσης, ότι η C(B) (η οποία ονοµάζεται συνάρτη-

ση χωρητικότητας-κόστους (cost-capacity function)) είναι αύξουσα,

κοίλη ∩ και συνεχής συνάρτηση του κόστους B.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Sphere packing

1 Συνεχείς τ.µ. και ∆ιαφορική Εντροπία

Εισαγωγή, ορισµοί και ιδιότητες

Μεγιστοποίηση ∆ιαφορικής Εντροπίας

2 AEP για συνεχείς τ.µ.

3 Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας

Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)

Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)

Sphere packing
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Γεωµετρικό Επιχείρηµα (Sphere Packing Argument)

∆ιαισθητικά, το Θεώρηµα Κωδικοποίησης Καναλιού για Γκαουσιανά

κανάλια µπορεί περιγραφεί µε το ακόλουθο γεωµετρικό επιχείρη-

µα.

Μια κωδική λέξη xn αποτελεί ένα διάνυσµα στο n−διάστατο χώρο.

Εποµένως, η ακολουθία yn που λαµβάνεται στο δέκτη και αντιστοιχεί

στο xn ϐρίσκεται µέσα σε µια n−διάστατη σφαίρα µε κέντρο xn και

ακτίνα ≈
√

n(N + ε). Καθώς το n αυξάνει, η yn ϐρίσκεται µέσα

στη σφαίρα µε ολοένα αυξανόµενη πιθανότητα (και µε ε→ 0).
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Γεωµετρικό Επιχείρηµα (Sphere Packing Argument) (2)

Μάλιστα, µε πιθανότητα που τείνει στο 1, το διάνυσµα ϐρίσκεται στο

ϕλοιό της σφαίρας (δείτε και Φυλλάδιο 8).

΄Εστω σφαίρα n διαστάσεων. Ο όγκος της δίνεται από τη σχέση

Cnrn . Εποµένως, ο λόγος του όγκου του ϕλοιού πάχους ε > 0
προς τον όγκο της σφαίρας ισούται µε

rn − (r − ε)n

rn
= 1−

(
1− ε

r

)n
→ 1 για n →∞.

Με χρήση του νόµου των µεγάλων αριθµών, υπάρχει n0 τέτοιο

ώστε, για n > n0 και ακολουθία x = xn , το διάνυσµα x + z να

ϐρίσκεται στο ϕλοιό σφαίρας n διαστάσεων πάχους ε µε κέντρο x
και ακτίνα

√
nE[‖z‖2] µε πιθανότητα αυθαίρετα κοντά στο 1.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Γεωµετρικό Επιχείρηµα (Sphere Packing Argument) (3)

Για µεγάλο n, ο χώρος όλων των πιθανών ακολουθιών στο δέκτη

έχει ακτίνα περίπου ίση µε
√

n(P + N). ∆εδοµένου ότι σε κάθε

xn αντιστοιχεί µια σφαίρα ακτίνας περίπου
√

nN και ότι ο όγκος µιας

n−διάστατης σφαίρας ισούται µε Cnrn , ο αριθµός ``σφαιρών΄΄ που

αντιστοιχούν σε µηνύµατα και τις οποίες µπορούµε να χωρέσουµε

στο χώρο όλων των yn προκειµένου αυτές να µην επικαλύπτονται

(και, εποµένως, να µη γίνονται σφάλµατα εκτίµησης στο δέκτη) δεν

µπορεί να υπερβεί τις

Cn

(√
n(P + N)

)n

Cn
(√

nN
)n ⇒ log

Cn

(√
n(P + N)

)n

Cn
(√

nN
)n


=

n

2
log
(

1 +
P

N

)
.
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Το Γκαουσιανό Κανάλι. Θεώρηµα Κωδικοποίησης

Υπολογισµός Χωρητικότητας
Θεώρηµα κωδικοποίησης (ευθύ)
Θεώρηµα κωδικοποίησης (αντίστροφο)
Sphere packing

Γεωµετρικό Επιχείρηµα (Sphere Packing Argument) (4)
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